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Resumen.En este trabajo se presenta una variacion del Método de Volimenes Fmitd3 para la
solucién de problemas de valores en la frontera, consistente en la impleiderdaain esquema de
interpolacion Hermitica utilizando Funciones de Base Radial (RBFs), erelegjconoce como el méto-
do CV-RBF (Control Volume- Radial Basis Function). El esquema de ialacn es una aplicacion
local del Método Simétrico utilizado en los métodos Sin Malla, en el cual seaaalia aproximacion
de la funcién empleando informacion de la ecuacion diferencial pardidéP)gobernante y las condi-
ciones de frontera que definen el problema global. Se utiliza la RBF multicadmim un parametro de
forma hallado experimentalmente. De acuerdo a la naturaleza sin malla delresde interpolacion
empleado, se llega a una estrategia de discretizacién espacial sumanmsitibarecuanto a geometrias,
mallas y condiciones de frontera. El esquema CV-RBF es acoplado coét@tio de Newton-Rapshon
y el esquema de discretizacion temporal de Crank-Nicholson para lagotleeproblemas no lineales y
en estado transitorio. Como aplicacion del método se soluciona la ecuaaétodbidimensional para
diferentes geometrias y tipos de condiciones de frontera. Se obtieneslttados para el problema de
Dirichlet en conduccién de calor, conveccién de calor con campo deigtabbconocido, conduccion en
estado transitorio y conduccion no lineal. Se verifican los resultadogsprato a soluciones exactas y
numeéricas validadas, usando mallas estructuradas y no estructuraslastdres relativos obtenidos son
adecuados en todos los casos estudiados.
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1. INTRODUCCION

El Método de Volumenes Finitos (FVM) se ha convertido en teagsgia de discretizacion
preferida por investigadores en el area de los fendmenosadspbrte. La aproximacion de
flujos difusivos y convectivos en las caras de los volimeepsesentaron un claro aspecto de
mejoramiento del FVM. La compilacion de estrategias redizporPatanka(1980), y poste-
riormente poMersteeg y Malalasekefd999 y Wesseling2001) ha sido depurada y ampliada
en una cantidad de metodologias que buscan disminuir eh @eleerror de truncamiento de
las aproximaciones y por lo tanto aumentar la exactitud slsdéuciones numéricas. Ademas,
los esquemas de interpolacion en mallados no estructusadwan convertido en un interesante
y necesario campo de investigacion enmarcado en el proldenesmcontrar las soluciones a
problemas de fendmenos de transporte en dominios con geéasnairvas.

Las mallas no estructuradas parecen ser la mejor opciénegricca geometria se trata, pues
en estas no es necesario que los volimenes conserven umacde definida con respecto a
sus vecinos y por lo tanto sus lados son completamente fianr@saproximar las curvas pre-
sentes en el dominio. La primera complicacion es la necesigausar mallas desplazadas,
estrategia estudiada pwidovic et al. (2004, o en su defecto esquemas de interpolacién que
garanticen un buen acoplamiento entre las variables dep#ed del problema, tal como lo
implementanPerron et al(2004), en la solucién de las ecuaciones de Navier Stokes. Al im-
plementar esquemas de alto ordeiek y Peric (1995 evadieron la dificultad de utilizar ma-
llas desplazadas. Otros desarrollos en el uso de malladestnxturados empleando FVM se
pueden apreciar ethao y Zhang2000, Kim y Choi (2000 y Wang y Liu(2000. La combi-
nacién de aproximaciones con mallas desplazadas para ¢loegctivos y mallas colocadas
para difusivos es desarrollada e y Sotiropoulug2007), mejorando el tiempo de cémputo
pero requiriendo una optima reconstruccion de los graeepara asi no afectar la exactitud
lograda con las aproximaciones de alto orden utilizadae. l8mo aspecto motiva Abgrall
(1999 a insistir en la posibilidad de reconstruir flujos en madsdriangulares por medio de
funciones polinomiales bidimensionales. Por su pagantha y Turnef2005 investigan la
forma de reconstruir los flujos por medio funciones de misimaadradoslLeast Square Re-
construction Techniqu& SRT), mientragruscott y Turne(2004 y Manzini y Putti(2007) ha-
cen lo mismo utilizando la técnica de reconstruccion deigraes Gauss-Greeauss Green
Reconstruction Techniqu&GRT) en combinacion con la aproximacion LSRT.

Se puede afirmar que al combinar aproximaciones de orden@upen un adecuado trata-
miento de las geometrias, es posible lograr cddigos deidaolqae resuelven las ecuaciones de
conveccion difusion para un gran nimero de problemas paté&s que representan situaciones
reales de fendmenos de transporte. El procesamiento gecométcesario para la definicion de
aproximaciones de flujos, es la causante de mayores tiengpo§ndputo y de la notoria de-
pendencia de los esquemas de interpolacién con el tipo da otdizada. La interpolacion
por colocacion con Funciones de Base Radial (RBFs) constituyestnategia que no depende
directamente de la configuracion espacial de la informagigoe garantiza altos ordenes de
exactitud en las aproximaciones de los flujos.

Actualmente las RBFs son ampliamente utilizadas en la infiicjgm de datos dispersos por
colocacioén y constituyen la estrategia base de algunossdprtredimientos numéricos que
se enmarcan en los métodos Sin Malla para la solucion de EB3&ansa(1990 quien fun-
damenta el método Sin Malla mediante RBFs, al desarrollarggiessa asimétrico o Método
de Kansa, e insiste en la relacion intrinseca entre el esgjdermterpolacion y las ecuaciones
diferenciales a solucionar. La principal dificultad encada en este trabajo fue el mal condi-
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cionamiento de la matriz resultante, que empeora hasta mati el método con el aumento
del nimero de puntos de colocacion. Posteriormente dvatsarnativas fueron probadas por
Kansay Hon(2000 con el fin de mejorar el condicionamiento de las matricesltastes y asi
lograr la solucion de la ecuacion de Laplad@marhon et al2000 desarrolla una variante del
método de Kansa utilizando la interpolacion Hermitica,omieia como Método Simétrico. En
este se concluye que las RBFs ademas de funcionar en la irmtgijpobe una funcién dada,
también permiten reconstruir sus derivadas, y que med&mneétodo simétrico se obtienen
errores menores. Posteriormente, el esquema simétricddarmpleado en la solucion de la
ecuacion de conveccion difusion por medio del método dellec®m fundamentallethod of
Fundamental SolutioMFS) porLaRocca et al(2009, y utilizando una doble colocacion en
los puntos ubicados en las fronteras paRocca y Powe(2008, con el objetivo de satisfacer
la condicién de frontera y la ecuacion gobernante en dichotog.

Debido al limite impuesto por el mal condicionamiento derfedrices resultantes que se
puede presentar en las estrategias de interpolacion gtobaRBFs, se introduce la idea de
mejorar la exactitud de los métodos clasicos. El Método der&icias Finitas (FDM) es mo-
dificado porWright y Fornberg(2006), trabajo en el que se obtienen aproximaciones de orden
superior por medio de la interpolacién Hermitica con RBFs. Etddo de Volumenes Finitos
(FVM) es mejorado mediante la interpolacion de los graéem@mpleando RBFs en un pro-
blema de difusion no lineal en material ansisotropico,a&m dosMoroney y Turner(2006),
como en tres dimensiondgloroney y Turner(2007). Orsini et al.(2008 resuelve la ecuacion
de difusién conveccién por medio de FVM conjugado con unerriiacion Hermitica con
RBFs para encontrar expresiones para los flujos convectivolusivibs en términos de los
Vecinos.

El uso de RBFs en FMV, en lo que se conoce cdbmmtrol Volume-Radial Basis Func-
tion (CV-RBF), permite aprovechar las ventajas de la interpolakiémmitica sin la necesidad
de invertir matrices de gran tamafio suceptibles al mal caomtimiento. Ademas comprende
un método en desarrollo que no ha sido implementado en laiéonlde sistemas acoplados.
Siguiendo esta linea de desarrollo, se emplea el método CV-RBFsplucionar diversas situa-
ciones de transferencia de calor. En la siguiente seccipresenta el modelo matematico que
modela los fendmenos de transferencia de calor por conmtugatonveccion. Después se ex-
plica el método CV-RBF desde su fundamento matematico hastaideién final discretizada
para situaciones de conveccién difusion. Posteriormantlistra el acople con el método de
Crank-Nicholson para problemas transitorios y el métodothieviRaphson para problemas no
lineales. En la Ultima seccién se obtienen los resultado¥noos, y se realiza una compara-
cion entre estos y las soluciones analiticas y resultadoencos validados. Desde el analisis
de los errores obtenidos se demuestra la aplicabilidad éeldn en mallas estructuradas y no
estructuradas, y en problemas definidos por condiciona®deefa tipo Dirichlet y Neumann.

2. TRANSFERENCIA DE CALOR

Al realizar un balance de energia en un medio continuo deisimgo la componente mecani-
cay estableciendo relaciones entre las propiedades taramitas, es posible obtener la ecua-
cion de cambio para la temperatufg €én un medio incompresible, sea fluido Newtoniano o
solido. En esta los coeficientes son la densigdadcapacidad calorificé*p. La ecuacion 1)
corresponde a la relacidén entre los mecanismos de transfarde calor y el cambio en las
propiedades termodindmicas del sistema. El vegtepresenta el flux de calor y constituye la
contribucién por conducciém,es la velocidad del medio que hace parte del término comeecti
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y St contiene los efectos provocados por las fuentes y sumidieroalor.

A 8T 8T 8qj

ﬁC%?§Z 9z, o, + St 1)

El fendmeno molecular responsable del flujo de calor por wotidn en un medio cual-
quiera, puede ser cuantificado a nivel macroscéopico medianey de Fourierd). Segun esta
expresion el flux de calor es proporcional al gradiente dediloicion de temperatura en el
sistema evaluado. El coeficiente de proporcionalidad conocido como la conductividad tér-
mica. Esta corresponde a una propiedad que depende phmeigta del material que constituye
el medio y de la temperatura. Si se trata de una materiabgoty la conductividad se puede
expresar como una funcion escalar.

+ pépvj

0= —k(T) 5 @

3. METODO CV-RBF

El método CV-RBF es una mejora a FVM en cuanto a estrategiasetpatacion. Actual-
mente, las RBFs han sido aplicadas ptoroney y Turnern2006, Moroney y Turner(2007)
a la solucién de la ecuacion de difusion en un medio anisictwdptilizando la aproximacion
base del método de Kansa, mientfsini et al.(2008, basados en esta primera aproxima-
cion, definen el método CV-RBF implementando tanto el métodeétsioco como el asimétrico
y aplicandolo a la solucion de la ecuacion genérica de camwedifusion. A continuacion se
presenta un proceso de discretizacién genérico por FVMmtéaipolacion por colocacion por
Funciones de Base Radial (RBFs). Finalmente se expone el mé&wmdtante de acoplar FVM
con la interpolacion mencionada.

3.1. Método de Volumenes Finitos

Se agrupan en el Método de Volimenes Finitos (FVM) los priotiedtos numéricos que
tienen como objetivo resolver ecuaciones diferencialesiglas (EDPs) mediante dos proce-
dimientos basicos: division del dominio en subdominioatreghmente pequefios e integracion
directa de la ecuacion sobre cada uno de los subdominiosidbse Al aplicar la ecuacién go-
bernante en cada volumen o subdominio y definir sus correlgpaies variables dependientes
como el valor de la propiedad en un punto especifico del suimitmmsus vecinos (centro del
volumen, centro de las caras, vértices) se puede obtenestama de ecuaciones algebraicas
con tantas variables y ecuaciones como voliumenes. A cadiii se ilustra el procedimiento
de discretizacion aplicado a una EDP genérica.

Se considera una ecuacion de conservacion genérica qbkeestal balance en estado esta-
cionario entre flujos convectivos, flujos difusivos, flujor geacciéon y un término fuent8
independiente, para la propiedad genévicha expresionJ) representa el balance local de la
cantidad de interés en estado estacionario, teniendo emacqaeﬁ , D'y k, son respectiva-
mente velocidad del fluido, coeficiente de difusion y coefil@eeactivo.

0 ( D 8¢) _0U¢
ox; ox; ox;
Al integrar sobre un volumen finito genérico el balance Iq8xl y aplicar el teorema de
la divergencia se obtiene la expresidh, donderi es el vector unitario normal a la superficie
gue define la frontera del volumen, orientado hacia fuerastke gor convencién. Tanto para

ko = S(@) 3)
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el término reactivo como para el término fuente, se estimaalor promedio en un punto
especifico del subdominio (centro para el caalbcenteregique al multiplicarlo por el volumen
aproxima la integral de volumen, segun la regla del puntooned
0¢ - -
D—n;dS — j{ Uipn,dS + k. Vo, = SV 4)
S 833, S
Dependiendo del tipo de malla utilizada para subdividir@hahio, cada volumen corres-
ponde a un poligono d&s lados o superficies. Asi la integral de superficie total sgralia la
sumatoria de las integrales evaluadas en cada una de lagjaeedelimitan el volumen. Poste-
riormente se aproximan las integrales mediante algunosdeé&iodos numéricos utilizados en
la solucion de integrales tales como regla del punto medglarde Simpson o cuadratura de
Gauss. Por simplicidad, en este caso se emplea la reglamtel medio, en la cual la integral
de superficie se aproxima al producto entre el valor del ratedp evaluado en el punto medio
del intervalo (centro de la cara respectiva) y el tamafiordehialo, para obtener la ecuacion
discretizada¥).

Ns

=Y (UipniS) |1 + k, Vg, = SV (5)

L=1
De acuerdo con la expresiob)( es necesario aproximar tanto el valor de la funcion desco-

nocida como su gradiente en los puntos de integracion cenasids, en este caso los puntos
medios de cada una de las caras. Estas aproximaciones eddzarar el valor de la variable
independient® y su gradiente con los valores nodales de esta evaluada ents del volu-
men y sus vecinos. De acuerdo con esta relacion sera posiiohér @l orden de exactitud del
método.

Ns

=1

3.2. Método sin Malla y Funciones de Base Radial

Los Métodos Sin Malla son procedimientos numeéricos queetesn EDPs valiéndose de
una distribucion de puntos en el dominio del problema. Lerpudlacién mediante RBFs es una
de las herramientas de uso comun en los Métodos Sin Malla,ymeede sus cualidades es el
buen comportamiento en el tratamiento de informacion déspen el espacio. Al utilizar RBFs
para interpolar la variable dependiente de un problemahjetivo, como en cualquier método
de colocacion, es encontrar los coeficientes que permitanfantion aproximada acercarse
al valor de la solucion exacta del problema. A continuacenlsstran los procedimientos y
variantes del método clasico Sin Malla para la solucién dB€£D

Considerando una distribucién espacial de puntos en losa&gersoce informacién sobre
una variable, es posible encontrar sus valores en cualgfueepunto del dominio que contenga
la distribucion de puntos iniciales, al hallar una funcide ge ajuste a los datos disponibles.
Diversas estrategias pueden ser utilizadas para tal fio gbeisso de RBFs constituye el método
de mejor rendimiento en cuanto a precision, eficiencia coagmnal y estabilidad, segun la
evaluacion realizada pétranke(1982 a una muestra significativa de métodos.

Las RBFs se caracterizan por depender Unicamente de la distaratidiana entre el ar-
gumento y el origen, lo que establece una simetria radiah denicion, es decir, su valor no
cambia al realizar rotaciones del sistema de coordenadia@s €aracteristicas importantes son
el crecimiento o decrecimiento monétono de la funcién cepeeto a la distancia del origen,
suavidad facilmente ajustable y excelentes propiedadesmergencia. En el presente desar-
rollo se utilza la funcion Multicuadricésy, donder = ||z — ;|| es la distancia euclidiana entre
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un punto del dominia y un punto de pruebg.

U(r) = (r* + )"/ (6)

La funcién multicuadrica generalizada (MQ) converge expmialmente pero es condi-
cionalmente definida positiva de orden > 0 ya que, en el momento de realizar la interpo-
lacion, es necesario agregar un polinomio de ordenl con el fin de hacer la matriz resultante
invertible. Ademas posee un parametro de forrgae permite variar la pendiente de la funcion
cerca del punto de colocacion. Para valores pequefios la funcién tomara forma de cono que
se ira aplanando con el incremento del parametro.

La funcion de interpolaciér se construye a partir de la combinacion lineal de las RBFs
U(r) evaluadas etV puntos de prueba, y los términos del polinomio de orden 1, segun la
expresion 7).

N m
s(@) =Yy ¥(llz = &) + D ajun Py () (7)
j=1 i=1
Si se tiene la informacion de la funcion a aproxinsaen los puntos de colocacian, es
posible construir el sistema de ecuaciones linedles= B segun 10) y (11), evaluando la
funcién de interpolacion en los puntos de colocacion derdouepn la expresiorg) y agregan-
do la restriccion9), para hacer el sistema invertible. Esta restriccion estifited matematico
gue no posee significado fisico.

N m
S(xi) =Y oy U(|lzi = &)+ > ajenPl(x:) (8)
P j=1
N
Zajpf%l(a:j) =0, k=1,...m 9)
j=1

v mel )
A= 10
( PI_ 0 (10)

B:(g) (11)

Un problema de valores en la frontera lineal y no homogéngodesfinido por las expre-
siones 12) y (13), dondelL y B son operadores diferenciales lineales que aplican en ehtmm
2y en la frontera)(2, respectivamente; § es la variable dependiente. Se conocen dos procedi-
mientos genéricos para llegar a la solucion de este prolpenraedio de RBFs: Método Kansa
0 asimétrico y Método simétrico.

L[p(7)] = f(Z) (12)

Blo()] = 9(7) (13)

En ambos procedimientos, tal como en el caso de la intelipalase requiere de un conjunto
de N puntos ubicados en el dominidy su fronteradf2, conocidos como puntos de prue@f;a
conj =1,...,N.Parallevar a cabo el proceso de colocacion también esareras conjunto
de puntosr; que normalmente coincide con el conjunto de puntos de pridddaconjunto de
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N puntos dispersos, se ubican a la fronteray’ — n en el interior del dominio; por lo tanto se
conoce el valor dé&3[¢] enn ubicaciones 'y dé.[¢] en N —n como datos necesarios para llevar
a cabo el proceso.

Se aproxima el valor de la variable dependiente mediantertzbimacion lineal de RBFs
evaluadas en los puntos de pru{pz(l4). En este caso, se requiere encontrar los valores de
los coeficientesy;, no por medio de los valores de la funcion desconogigdai no por la
informacion sobre su comportamiento, brindada por lasesipnes 12) y (13).

¢(7)

N m
Y= &)+ ajn Pl (7) (14)
i=1 j=1

Al aplicar los operadores linealdsy L a la expresioni4), y evaluar las funciones resul-
tantes en cada uno de lespuntos de colocaciof; paraB[¢], y N — n paralL|¢| se obtiene
el sistema de ecuaciones en su forma matri¢ial= B, después de agregar la restricci®h (
A es una matriz no simétrica definida pa5) y el subindicer hace alusién a la aplicacion
del operador con respecto a la varialsleAunque el método asimeétrico ha sido utilizado para
resolver numerosos problemas de valor de frontera, noeedtisd prueba rigurosa de existen-
cia de la solucién y convergencia. Ademas la matriz restdtpnede ser extremadamente mal
condicionada para ciertas distribuciones de puntos, Idajhace no invertible y por lo tanto,
el sistema no solucionable. Varias técnicas pueden seadpl con el fin de hacer la matriz no
singular, algunas basadas en una eleccion condicionaidedaios puntos de prueba como de
colocacion, y otras perturbando estratégicamente el garame forma de las RBFs utilizadas.

Pr 0
9(7)
B=1 f(@) (16)
0

Con el fin de llegar a una matriz de colocacion incondicionalmente invertible se plantea
la posibilidad de aproximar la solucién por medio de unarpdkcion Hermitica, basada en
la formulacion de Hermite-Birkhoff y probada p8&chaback y Frank€1998 en la solucién
de EDPs. En el método simétrico la matriz obtenida es sio@yridel mismo tamafio que la
resultante del método asimétrico.

A diferencia del método de Kansa, la variable dependienigrdblema se aproxima segun la
ecuacion {7), donde los operadords y B, aplican a las funciones de base radial con respecto
a la variablet. Por lo tanto se plantea una funcién de interpolacién quéertminformacion
acerca del comportamiento de la variables a aproximar &anéb dominio como en su frontera.

0@) = Yo B (|7 = &N+ Y oLl ¥(I7 = &N+ Y ajunPha(®) (A7)
j=1 Jj=n+1 J=1

Al sustituir la ecuacionX7) en (12) y (13), se obtienen las expresiones a ser evaluadas en
los n puntos de colocacion ubicados en las fronteras, yMos 1 localizados al interior del
dominio, respectivamente. Se llega al sistema linkal= B con las matrices! y B definidas
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por (18) y (16). El paso adicional, con respecto a la formulacion direetartétodo asimétrico,
comprende el calculo de los nuevos operaddteB;, B, L¢, L, Be Yy L, Le.

B, Be[¥]  ByLe[¥]  By[Prni]
A= LJCBE[\I’] L:vLE[‘II] L, [Pm—l] (18)
B,[Pr ] Lu[Pp ] 0
La matriz resultante del método simétrico es no singulangie y cuando no ocurra que dos
puntos de colocacién, compartiendo operadores difedescimealmente dependientes, sean
ubicados en la misma locacion; y se elija la RBF apropiada jparaperadores diferenciales
del problema, es decir, una funcién que no sea necesariamelatal aplicarle los operadores.
El método sin malla basado en RBFs, para solucién de ecuaddeesnciales parciales a
nivel global, comprende una tematica de investigacion sardello, pues en la actualidad no
se garantiza que el sistema resultante tenga solucion palgueer distribucion arbitraria de
puntos. El gasto computacional es alto, considerando got &n el método de Kansa como
en el Simétrico, la matriz obtenida &dly populated es decir, valores diferentes de cero se
encuentran dispersos en toda la matriz y por lo tanto no signgatron determinado. Es por
esto que el uso local de interpolacion con RBFs en métodosatadie solucion de EDPs
permite explotar algunas de las caracteristicas mas ianed de las RBFs sin la necesidad de
invertir matrices de gran tamafio susceptibles al mal camtamiento.

3.3. Elnuevo esquema de interpolacién

Para continuar el proceso de solucion de la ecuacion de @dvedifusion mediante FVM,
se interpola la funciém en las caras de un volumen genérico por medio del esquem&iBoné
Como primer paso se debe elegir el conjunto de puntos de p@@bde colocacionz;. En
el método CV-RBF, se elije un subespacio que contenga el volgotane el cual se discretiza
la ecuacion genérica y, al menos, un volumen vecino que caanf@acara donde se ubica el
punto en el que se interpola la funcidn. Este subespaciba@tinombre dstencily se puede
configurar de diversas formas, siempre y cuando contgpgatos correspondientes a centros
de volumenesy puntos de frontera (en el caso questdncilesté limitado por la frontera del
dominio) y N — n — p puntos internos diferentes a los ya especifica@osini et al.(2008
prueba dos posibles configuracionase stencil one ce(Figural a.), donde estencilcontiene
el volumen central y todos lo volimenes vecinosng stencil one fac@-iguralb.), en la cual
el stencilcontiene el volumen central y el vecino con el que compartatda en la que se realiza
la interpolacion. En este mismo trabajo se concluye queanéglia configuracionne stencil
one cellse obtienen menores errores en la solucion de la ecuacidongeacion difusion. Es
por esta razén que en el presente trabajo se utiliza estgade puntos.

A diferencia del método simétrico convencional, la funcioen el punto de interés se apro-
xima segun la interpolacién Hermitica9d), resultado de una combinacion necesaria entre el
método de Kansay el Simétrico, que permite expresar la apamon por RBFs de la variable
¢ en el centro de la cara, en términos de los valores nodalesmwssdos que le rodean.

n

6(F) = D17 = Gl + D asBe¥ (17— &)

Jj=p+1

j=n+1

+ D L U7 - &)+ ZaﬂwPﬂgl(f) (19)

Copyright © 2009 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXVIII, pags. 1097-1118 (2009) 1105

=

L K
b.

a.

Figura 1: Posibles configuraciones @&kncila. one stencil one celb. one stencil one face puntos donde se
evallia la variabley puntos donde se aplica operador de fronféya puntos donde se aplica el operador

3.3.1. Colocacion

Al reemplazar la aproximaciori®) en la EDP lineal12) y las condiciones de frontera3),
se llega al sistema de ecuaciones a resolver para los vaeiles coeficientes, mediante el
proceso de colocacion en el conjunto de puntog considerando la restriccié®)impuesta
al polinomio. Este conjunto contieneubicaciones en las que se pretende conocer los valores
nodales d&, n puntos en los que se conoce el valod€), y N —n — p locaciones en las que
se tiene la funciorf (¥). Es asi como se llega a un sistema algebraico de ecuaciotedaa
Aa = B, donde la matriz simétricd de tamafidNV + m) x (/N + m) esta estructurada segun
(20) y el vector columna3 est4 dado porl).

N7 Be[®]  Le[W] Py
a=| T Toqe e Lire) @0
Pl | B,[PL_\] Ly[Pl_|] 0
Dol
5|40 1)
0

La ecuacion constituida por las matricéy B no se puede solucionar aun para los valores
deq, pues la matriZ3 contiene el vector columna,,; cuyosp componentes corresponden a los
valores desconocidos deen los centros del volumen en cuestidn y sus vecinos. El poode
colocacién termina cuando los coeficientequedan expresados en términos depasilores
nodales presentes enstééncilde acuerdo con la ecuacié?dj.

a=A"B (22)

3.3.2. Interpolacion local y ensamble global

Conocidos los coeficientes que definen la aproximacion de la funcién enstncil es
posible encontrar el valor de la funciéren cualquier punto de este, en términos de los valores
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nodales que contiene el vector columhyg,. En virtud de la aproximaciorg) y la linealidad
de los operadores, el valor de la funcion y su gradiente paaFaevaluados en cualquier punto
delstencilZ; segun las siguientes expresiones.

Z% (I = &) la=z + Z ; Be[ U (| % = &1)]|z=
j=p+1
N

+ Y oL ¥(IF — &D)la- wz%w (@i (23)

j=n+1

0 \If<r|f—5ju>)

—I—Za](

T=T j=p+1

fi %(;’ [(||f—5jll)])ﬁ +§;aj+w(§xfzg_l<f>)\q (24)

(17 - &)

=

= =

[6(2)]5—z, = [Cu)" [a] (25)
), , el @9

Prosiguiendo con la solucion de la ecuacion mencionadae@ssario sustituir en la expre-
sion B) las Ns (namero de superficies) aproximaciones de la func&h y su gradiented6).
Estos se encuentran en términos de los valores nodalstedellrespectivo y se evaltan en el
puntox;, que ahora corresponde al centro de la supelifiéiéproceso de sustitucion y el valor
de la matrizv segiin 22), produce la ecuacion de conveccion difusion mas reacésenadizada
por el método CV-RBF y aplicada a un volumen genérizg.(

Ns Ns
(Z (DCTniS)|, = (Ui nS) |l> AT'B+kVg, =SV (27)
I=1 1=1

Al aplicar la ecuaciond7) a cada uno de los volumenes del dominio, sera posible comesitr
sistema lineal global a resolver. El objetivo es hallar la®res dep en todos los centros de los
volumenes, es decir las cantidades que conforman el veatonoag,,;. Conocida la funcion
en los nodos o centros, y reemplazando su valo8npara hallar los coeficientes se podra
conocer la funcién y su gradiente en cualquier punto del damidentificando ektencilque
lo contiene y aplicando las expresion28)(y (24).

Gracias a la interpolacion Hermitica por RBFs, el método CV-RBgosstituye como una
aproximacion de alto orden que ademas contiene un esquetiiicarde diferencias desplaza-
das (pwind), pues las aproximaciones contienen la informacion sdlmesdiciente convectivo
U;. Debido a la naturaleza Sin malla de la interpolacion, ottedidades importantes son la
gran versatilidad en el tratamiento de fronteras, y la ieddpncia con respecto al tipo de malla
utilizado, pues no es necesario que esta sea estructurada.
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4. METODOS DE SOLUCION
4.1. Método de Crank-Nicholson

Para obtener la solucién de problemas transitorios se le@esario un acople entre un méto-
do clasico de discretizacion temporal (Crank-Nickholsoml ynétodo CV-RBF, hasta ahora
desarrollado para el analisis espacial. Con este objetigesee! cddigo DCCVRBFt que tiene
la capacidad de resolver la ecuaci@8)(que corresponde al modelo matematico para la con-
veccion difusién y reaccion (de primer orden) en estadastramo de una propiedad genérica
¢ en un medio incompresible. En esta expregipas un coeficiente que acompaia el término
de acumulacién mientras los coeficientes restantes comdsp a las cantidades de la ecuacion
(3), conS(¥) = 0.

k20 _ 9 (D a¢> _ U k) (28)

Yot T Ox \0r)  om
En primer lugar se realiza la discretizacion temporal declaeion £8), de acuerdo con el
método de Crank-Nicholson, para generar la exprest@h ¢ es una constante de peso que

puede dar al esquema la calidad de implicite=1), explicito (¢ = 0) o una combinacion de
segundo orden en el tiempo mediante valores intermedios.

P(Z,t+ At) —o(Z,t) 0 (0 D(?qb(f, t+ At) U (%t + At)
At Tk (8@ ( O, ) a O;
+ ky (&m (D ox; )  Om kr(ﬁ(x,t)) (29)

— (Tt + At))

Esta nueva expresion es utilizada p@Rocca et al(2005 para redefinir, en un esquema
global, los operadores diferenciales parciales que d¢agsti la matriz Hermitica. En el caso
local y empleando FVM no es necesario modificar los operadgaejue el efecto del avance
en el tiempo es incluido en el esquema mediante la ecuacstaete de aplicar FVM. La
ecuacion 29) se lleva a la forma30) realizando una discretizacién espacial por FVM y reem-
plazando los valores de la variable y su gradiente por aagiglie entrega la interpolacién Her-
mitica. El término fuente corresponde al operador difaediaplicado al valor de la variable en
la iteracion anteriori{ — 1).

Ns D .
oAt ( (D —CaniS
=1 N1

Ns

_ (9-1)At (Z (% ag);”ﬂ)

=1

Ns
Ui

L =1

Ns

=1

(30)
4.2. Meétodo de Newton-Rapshon

Los modelos matematicos que describen fendbmenos de trémspediante EDPs lineales
son en general aproximaciones al comportamiento real dsidtsmas. Los procesos reales
de transporte de masa, energia y momentum son fundamentalme lineales, pues existe
una fuerte dependencia entre las propiedades que cazaat&l sistema y los mecanismos
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de transporte y acumulacién. Ejemplo de no linealidad engsws de transferencia de calor
en medios incompresibles, es la dependencia de la conidiactiy el calor especifico con la
temperatura. Para la solucion por CV-RBF, se considera la EDiRea de la forma31). Esta
expresion modela un fenémeno de conveccion difusion réaamn coeficientes en términos
de la variable dependientg teniendo en cuenta qugs es una término fuente que toma en
cuenta el flujo de por reaccion.

o (D32) - 22 4 5y00) = 5@ @)

De la misma manera que para el caso lineal, se lleva a cabocadgw de discretizacion de
la ecuacion 1) segun el método FVM. Se obtiene la funcién no linéd) (que conforma el
sistema de ecuaciones global al ser aplicada a cada unodddosenes (deéVs lados) en que
se divide el dominio.

6 00\ 9¢
(o)~ (Pogs)

=1

Ns

=Y (Ui(@)pnS) i+ V(S; —§) =0 (32)

L=

La ecuacion resultant&2) se resuelve utilizando el método de Newton-Raphson. Con los
valores iniciales y empleando la interpolacién Hermitioa RBF es posible evaluar la funcion
no lineal en las locaciones requeridas. Se debe tener etaayuempara la aplicacion del esque-
ma de interpolacién es necesario llevar el operador difégieparcial L, a una de sus posibles
formas lineales, en este caso, una ecuacion de Poi88pri( superindice: se refiere al valor
de la variable en la n-ésima iteracion. Esta forma lineabgetadorl, resulta de extraer todas
las cantidades que deban ser recalculadas iteraciondrasidn, con el fin de realizar la inver-
sion de matrices de interpolacion solo una vez al inicio tgritmo. La matriz Jacobiana se
evalla numericamente mediante un esquema de diferencitadazs.

. 82(]5” B 1 an(¢n—l)¢n—1
9D(¢) 9" ' 0" !
06 Oz Oxy

+ﬂ@—SAw10 (33)

5. RESULTADOS

El método CV-RBF en conjunto con la estrategias numéricas meadas, se aplican a la
solucion de la ecuacion de cald) para diversas situaciones tipicas en transferencia dg aal
modo de validacion y aplicacion. A continuacion se iluseraplicabilidad del método CV-RBF
y se evalua su desempefio en problemas bidimensionales dacctn lineal, conveccion,
conduccion transitoria y conduccion no lineal, empleanidierehtes tipos de condiciones de
frontera y mallas.

5.1. Placa Plana: Problema de Dirichlet

Se analiza a continuacion la transferencia de calor porummidin en estado estacionario
en una placa plana. Las caracteristicas geométricas de#epra a solucionar se ilustran en la
Figura2. Para este caso en el cual se aplica una condicion tipo [&tieh todas sus fronteras,
se defingd = T — T;. T es el valor de la temperatura en las fronteras, exceptg ea W
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donde la temperatura es una funcion conogida ). La solucion analitica al problema se logra
por medio del método de separacidn de variables y corresptalexpresion3d).

X2 A

T=f(x1)

x2=W

T=T1 T=T1

[,
L
X

T=T1 x1=L 1

Figura 2: Geometria y condiciones de frontera para la cai@n@stacionaria de calor en una placa rectangular

o0

o) = 13 Sy e () [ S () a6

n=1

Con el fin de evaluar el rendimiento del c6digo DCCVRBF en situasate conduccion
bidimensional, se utilizan las siguientes dos formas deiteidn f(x;) con sus respectivas
soluciones particulares derivadas de la ecua@éh (

" f(l’l) =15

n f(z1) = Tysin (252

En el primer caso la solucion analitica particular toma fanfo 35), donded; = T, — T13.
Para el segundo caso se obtiene como solucién la expre&8jrigniendo en cuenta un valor
maximo de la variable dependiente en la frontera superiamide poré,, = 1T, — 177 conT,
representando el valor maximo de temperatura. Se considiémrgensioned. = W = 1,y
valores pards; y 7T iguales a 120 y 20C respectivamente.

2 e (=11 41 inh L
0(x1, ) zefgz—( T (”m) sinh(nmay/ L) (35)
n=1

n L/ sinh(nmW/L)

71\ sinh(mxy/L)
L ) sinh(7W/L)
Se utiliza el cédigo creado DCCVRBF para obtener la solucién ngméle ambos casos
por medio del método CV-RBF. Para la primera situacion se digidiominio del problema
en una malla estructurada homogéned@e 10 volimenes. En la Figura se comparan los
resultados obtenidos con la solucion analitica en la lingas0.25,2, = 0.50 yz, = 0.75,y
se ilustra el comportamiento del error en estas rectas.il&a l& funcion MQ conmn = 1 para

0(x1,x2) = O,y sin ( (36)
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Figura 3: Valores de temperatura para el problema de cordu@stacionaria en una placa plana (Primera
situacién). a) Comparacién con la solucién exacta (linedimoa) en las rectas, = 0.25 (), 2o = 0.5 @)y
2o = 0.75 (+) b) Comportamiento del error relativo

Figura 4: Division del dominio en la segunda situacion: alldiao estructurada, IStencilcorrespondiente

realizar la interpolacion Hermitica propia del método gié, con parametro de forma igual
al tamafo del lado de cada volumen.

Con el objetivo de ilustrar la independencia del método cepeaeto a la malla, se utiliza una
divisién no estructurada del dominio (Figuta.) en la solucién del segundo caso con condicion
de frontera tipo Dirichlet. En la Figuréb. se ilustra la configuraciéone stencil-one celile
un stencilinterno en la malla no estructurada. Al igual que en el caserian se compara la
solucion numérica con la solucién analitica y se evalUarddacia del error relativo en las
lineas del dominio donde, =0.25,z, = 0.50 yz, =0.75, como se puede apreciar en la Figura
5.

Se calculan el error RMS y el error maximo para cada uno de kssamnalizados. La Tabla
1 muestra el valor y comportamiento de tales parametros ooef@umenta la densidad de
malla, tanto para el caso estructurado (primera situac@mp para el no estructurado (segunda
situacion). Se observa como el error disminuye conformesataria densidad de malla, lo cual
ademas de asegurar la convergencia del método, verificalatiza independencia del esquema
con respecto al tipo de malla utilizado.

Enlas Figura8 a. y5a. se ilustra la forma de las distribuciones de temperattenalas, las
cuales mantienen la tendencia y valores dados por los adssltanaliticos. La cercania entre
los valores se puede apreciar en las Fig@asy 5 b. donde se reporta el error relativo a la
solucion exacta, que tanto para la malla estructurada etuéc®n 1 y para la no estructurada
en la 2 se encuentran valores menores al 1.2% y 4 % respeetivaniDe acuerdo con estos
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Figura 5: Valores de temperatura para el problema de cormduestacionaria en una placa plana (Segunda
situacién). a. Comparacion con la soluciéon exacta (linedirmga) en las rectas, =0.25 (), 2 = 0.50 )y
2o = 0.75 (+) b. Comportamiento del error relativo

valores es posible afirmar que mediante el método CV-RBF seignodude manera adecuada
el problema lineal de conduccién de calor con condiciondsoigera tipo Dirichlet, utilizando
una funcion Multicuadrica com = 1 y mallas medianamente densas (100 volumenes).

Tabla 1: Indicadores de la solucion de la ecuacion de comslude calor bidimensional

Malla Situacion 1

Malla Situacion 2

€max €ERMS €max €ERMS
DX b 0.0064| 0.0023 32 vol 0.0422| 0.0165
10 x 10 0.0034| 0.0012 100 vol 0.0245| 0.0105
20 x 20 0.0028| 0.00067 384 vol 0.0136| 0.0042
30 x 30 0.0028| 0.00035 882 vol 0.0053| 0.0013

5.2. Conveccion forzada en flujo Poiseuille

A continuacion se estudia la situacion de flujo de calor a&sale un fluido que se encuentra
en movimiento. Se analiza el comportamiento de la solucelasl ecuaciones de conveccion
difusién con coeficiente convectivo dependiente de la posiobtenida mediante CV-RBF. Se
consideran dos placas planas paralelas entre las cualesese en la direccion; un fluido
Newtoniano e incompresible de propiedades constantexyrta se muestra en la FigudalLa
primera placa esta ubicada en = 0y a la otra ey = H. El fluido estd hidraulicamente
desarrollado, se encuentra en estado estacionario y stidegdoes independiente de la tempe-
ratura. De acuerdo con la geometria y tipo de fluido, el canepeetbcidad esta descrito por el
perfil parabdlico 87), también conocido como Flujo Poiseuille plano.

u1(72) = (U1)maa (1 B (%>2>

La transferencia de calor se da desde los alrededores a @uahdo este, que se encuentra
a una temperatura unifornig,, atraviesa la recta; = 0y es calentado por las placas que
permanecen a una temperatura constéitg alcanza el estado estacionario. La ecuacion que
modela el fendmeno esta dada por la expresigreliminando los términos de acumulacion
y fuentes. Las condiciones de frontera se definen se®@)ry((40), y el dominio es dividido

(37)
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Figura 6: Configuracién geométrica del problema de traasfga de calor entre placas

mediante una malla estructuragiax 90. La solucién analitica del presente modelo es conocida
como el problema de Graetz en coordenadas rectangularesyakiste una forma cerrada de
la solucion. Por lo tanto la comparacion de resultados se ¢@t respecto a los obtenidos por
Divo y Kassal{2005 mediante método sin malla empleando interpolacion globalRBF y a

su vez comparados con la solucién arrojada por el programaroial Fluent.

T(O, 33'2) = To (38)
T(l’l, 0) == T(I‘l, L) == T1 (39)

8T(L,332) N

e =0 (40)

Se elige como fluido de trabajo aire con calor espec(ﬂ,c@: 1006.46 J/kg °C, densidad
p = 1.225 kg/m? y conductividadk = 0.0242 W/m °C. El perfil parabdlico que describe el
movimiento del fluido se caracteriza por una velocidad maxim,,, = 0.25 m/s.

110

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
x, [m]

Figura 7: Distribucién de temperatura en flujo PoiseuilEnpl con temperatura constante en paredes

El perfil de temperatura en desarrollo encontrado se il@stria Figura7. La distribucion
obtenida ilustra el calentamiento del fluido debido a lardifieia de temperatura existente entre
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Figura 8: Perfiles de temperatura en desarrollo en un flujpeRdie plano

este y las paredes. El fluido, mediante el mecanismo de lacoidn forzada, extrae calor del
medio circundante, en este caso, las placas. Se presemtadalp perfil térmico en desarrollo,
pues es de esperarse que a una longitud determinada dedldeghértemperatura no varie en la
direccidonz, para establecer un flujo térmica e hidraulicamente detadml|En la Figura se
muestra el proceso de desarrollo del perfil de temperaturi@icoe aumenta;, ademas de la
verificacion de los resultados con la solucion numeéricaeafdada.

El comportamiento de la solucion de la ecuacién es adecldadecto convectivo es bien
percibido por el esquema de interpolacion, teniendo entauenPe ~ 1200. Las condiciones
de frontera impuestas responden a la situacion real, iaohity la restriccion tipo Neumann que
predice la variacion nula en la temperatura a la longituddglienita el domino. El parametro
de forma de la ecuacion M@ = 1 se hace constante en todo el dominio excepto en la zona
ubicada cerca de la frontera = 0.0 donde ocurre un cambio sustancial de la temperatura, y
en la cual el parametro se hace 5 veces méas grande.

5.3. Calentamiento de una placa plana

Una placa plana rectangular de ladds y 2/, que se encuentra a temperatura ambiente
To, experimenta un proceso de calentamiento cuando susrasrgen puestas en contacto con
una fuente de calor a temperatura constdhteComo se trata de una situacion simétrica con
respecto al centro de la placa, se analiza solo un cuadratdemdsma mediante la aplicacién de
una condicion de frontera tipo Neumann en los planos de gamét continuacién se describe
de manera exacta las condiciones de frontera e inicialeslpaolucion de la ecuacién de de
calor (1) en estado transitorio considerangle- 0 y ausencia de fuentes.

T(z1,25,0) =Ty (41)

T(pr Ta, t) = T(xh Lx27 t) - Tl (42)

8T(O,x2,t) _ 8T([E170,t) —0 (43)
81’1 ax2
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Figura 9: Distribuciones de temperatura en diferentes memsalel calentamiento de una placa plan&@=0.1,
b. Fo =0.3, c.F0=0.8
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Figura 10: Perfiles de temperatura:en=0.5 en calentamiento de placa plana

El fenébmeno se caracteriza mediante el nUmero adimenséen&ourierFo = at/l,,
y se consideran las propiedades constant2s &' de una aleacion de Aluminio TG =
180 W/m? °C, C, = 900 J/kg °C'y p = 2800 kg/m?. La solucién analitica esta dada por la
expresion 44), que es obtenida mediante el método de separacion de lesri&e utiliza una
funcion Multicuddrica conn = 1y ¢ = 0.01h (h es una longitud caracteristica de la malla).
Se divide el dominio rectangular dg = [,, = 1 m con una malla estructurada dé x 21
elementos, se estima uxr = 100s y se utiliza un esquema semi-implicito fijanéle-0.5.

T, —T = (=1)" —(ntd)’m2r ( 1) Ty
— =4 ———e \"T2) T %0s (n 4 =
Tl — TO % (n + %ﬂ') 2 LIQ

[e.e]
—1)™ _ 1)2 2 1\ 7z
Z—( ) e (m+2) W oo (1 4 = L] @49

(m+ 3m) 2) L
m=0 2 1

En la Figurad se muestran las distribuciones de temperatura en treguliés momentos de

la solucion. La evolucion de la temperatura es acorde cqurtgsedades fisicas del medio y las
condiciones de frontera establecidas. La solucion acaligne problemas de convergencia para
Fo cercanos a cero, por lo tanto se evalUa el comportamierddastal’'o =0.1, momento en
el cual latemperatura en el centro de la placa, tanto nuenéoico exacta, es aproximadamente
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Figura 11: Solucién del problema de conduccion de calor erenah de conductividad variable: a. Exacta, b.
Numérica

de 41°C. En la FiguralO se ilustra el comportamiento de la solucion en la regta-0.5 para
distintos momentos. Se puede apreciar la exactitud de fgtados numéricos excepto en
Fo =0.1 al aumentar, donde el error se hace notorio e indeterminado como coeseude
la divergencia de la solucion analitica.

5.4. Conduccion de calor no lineal

Se considera una situacion hipotética de conduccion deealan material de conductividad
dependiente de la temperatura y fuente independienteniirfeno es modelado mediante la
ecuacion 1) cong = T — T, D = T'3, U = 0, Sy = 0y S obtenida al sustituir en la EDP la
solucion impuestad). La geometria del problema y las condiciones de frontemeas@logas
a las mostradas en la Figuaeniendo en cuenta ungz,) = 11y T, = 71 y un valor de
L=W=1.

T(x1,29) — Too = 100T o1 29(1 — 1) (1 — 5172)6_(:6%4_1%) (45)

Se evalta el comportamiento de la solucion numeérica okdenilizando una MQ com = 1
y un parametro de forma= 0.1h, dondeh es una longitud caracteristica de catiencil Se
utiliza una malla estructurada 86 x 30 volumenes. En la Figurhl se compara el contorno
exacto con el numérico para observar la cercania de la éalacimérica. También se analiza
con mayor detalle el valor de la temperatura en la recta-0.5 mediante las Figurd a. y
12b., donde se aprecia la cercania entre los resultados eoasdb un bajo error relativo. Este
aumenta al acercarse a las fronteras pero sin afectaraoemie el comportamiento global de
la solucién, pues se obtiene diy s = 0.54 %.

Se reportan tendencias del error residual para el procasivio en la que, segun la Figura
12 c., se puede observar un comportamiento estable y una datbde convergencia relativa-
mente alta. Por medio de las pruebas de convergencia y texializadas al codigo creado
(DCCVRBFnNI) se demuestra su validez y se asegura un buen funtiemnt.

6. CONCLUSIONES

Se solucionaron adecuadamente las EDPs que modelanaiteadiasicas en transferencia
de calor mediante cédigos creados para la aplicacién deldoétV-RBF. Esta primera aproxi-
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Figura 12: Problema de conduccion de calor en material déumtividad variable, a. Temperatura.en=0.5, b.
Error relativo enr; =0.5, c. Error residual

macion al método resulta exitosa teniendo en cuenta loslowédstudiados y su facil acople a
los diferentes métodos numéricos clasicos como son el mé®blewton-Raphsony el método
de Cranck-Nicholson.

El método CV-RBF es una versién mejorada del esquema clasic¥deal permitir una
mayor versatilidad en el tratamiento de geometrias graciasinterpolacién Hermitica por
RBF que garantiza la independencia con respecto al tipo de m@pleado. Los resultados
obtenidos en las validaciones realizadas en mallas estadgets y no estructuradas muestran
gran correspondencia con los datos de referencia.

La funcién Multicuadrica MQ com: = 1 registra buen comportamiento en las simulaciones
realizadas. El pardmetro de forma es variable en el domisisyalores, para las simulaciones
realizadas, son del orden de una décima parte del tamafioltde empromedio. Los valores
registrados para el valor del pardmetro de forma en laftitexaelacionada atn no son univer-
sales y solo aplican para las situaciones y esquemas dpdlateion especificos. Por lo tanto
la labor experimental de encontrar los valores Optimos se haediante el analisis del error
relativo o el error residual, en un proceso aun tedioso, guesvierte en un aspecto a mejorar
en el método.

La capacidad de solucion de problemas en mallas no estadetsirun esquema de interpo-
lacion de alto orden con cualidades de esquemas de difesetiesplazadasijwind), errores
relativos bajos y una buena convergencia al ser acopladenébados tradicionales, son las
principales fortalezas del método CV-RBF. Estas cualidadetsima continuar su desarrollo
encaminado a la modelacién y simulacion de situacionesgeakdiante la solucion de sis-
temas de EDPs acoplados.
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