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Resumen. Se propone la formulacion de un elemento finito mixto estabilizado con discon-
tinuidades fuertes embebidas para el modelado de mecanismos de falla en plasticidad isocori-
ca. Para tal fin se han acoplado dos estrategias relativamente nuevas en el contexto de la
mecanica de solidos.

En régimen de prebifurcacion, para obtener un comportamiento estable ante restriccion de
incompresibilidad (inducida por predominio de deformaciones plasticas), se utiliza un esquema
de estabilizacion basado en la proyeccion del gradiente de presiones. Una vez que el modelo
constitutivo predice la condicion critica de bifurcacion discontinua, la cinematica del elemen-
to mixto se enriquece incorporando saltos en el campo de desplazamientos (discontinuidades
fuertes), de manera consistente con la formulacion estabilizada de base.

En este trabajo se introduce el modelo tedrico matematico, las hipotesis consideradas para
su desarrollo, la implementacibn numérica en un codigo general de elementos finitos y un
ejemplo numérico bidimensional para mostrar su desempefio.
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1. INTRODUCCION

La necesidad de evaluar el grado de seguridad real en las estructuras ha motivado, en los
ultimos afios, un creciente interés por el desarrollo de técnicas numéricas capaces de describir
el comportamiento material hasta el agotamiento de su capacidad portante. La incorporacion de
ablandamiento en el modelo constitutivo, que frecuentemente se utiliza para capturar mecanis-
mos de degradacion, introduce severas complicaciones que requieren la utilizacion de estrate-
gias regularizadas para que el problema matematico quede bien formulado.

En este sentido la aproximacion por discontinuidades fuertes, aplicada a modelos constitu-
tivos del continuo,™2 ha mostrado ser una estrategia robusta y de aplicabilidad general desde
el punto de vista computacional.>” Este método propone un enriquecimiento del campo de de-
splazamientos una vez que el modelo constitutivo utilizado predice la condicion de bifurcacion,
mientras que el campo (tasa) de deformaciones se regulariza para que, si bien pueda presentar
discontinuidades, se mantenga acotado. La cinematica resultante permite modelar de manera
eficiente bandas de localizacion de deformaciones que se producen en el sélido, producto del
estado tensional critico al cual esta sometido.

En plasticidad, la condicion de bifurcacion material tiene lugar generalmente a elevados nive-
les de deformacion plastica. En una importante familia de modelos constitutivos (tipicamente
aquellos basados en plasticidad J2), la deformacion inelastica evoluciona en forma isocorica
induciendo una restriccion adicional de incompresibilidad. Este es un problema clasico que se
presenta al simular numéricamente mecanismos de colapso en metales. En consecuencia, la tec-
nologia del elemento finito de base a utilizar debe presentar, en la etapa previa a la bifurcacion,
un comportamiento estable ante la restriccion volumétrica impuesta.

Se propone en este trabajo la implementacion de un elemento mixto estabilizado, capaz de
eliminar el bloqueo por incompresibilidad y enriquecido con modos de deformacion mejorados
consistentes con la aproximacion por discontinuidades fuertes. El esquema de estabilizacion se
basa en el método de las sub escalas ortogonales,®® el cual ha sido extendido recientemente al
contexto de la mecanica de solidos,'®*3 obteniéndose notables resultados.# 1°

El objetivo final del modelo en estudio es desarrollar elementos de facil generacion para
problemas practicos reales (triangulos y tetraedros), que presenten un desempefio satisfactorio
en cuanto a: (i) la fase previa a la inestabilidad material, (ii) la etapa post-bifurcacion, (iii) el
modelado de mecanismos de falla, (iv) la estimacion precisa de la carga de colapso estructural.

2. DESCRIPCION CINEMATICA
2.1. Nomenclatura

Considérese un problema mecanico (quasi-estatico) formulado en pequefias deformaciones,
el cual puede describirse en términos de las siguientes definiciones (ver Figura 1): {2 es un con-
junto abierto y acotado incluido en IR™ cuyos puntos x representan a los de un sélido continuo
en la configuracion de referencia (nd dimension del espacio), S C (2 es una linea material
(linea de discontinuidad, n» = 0) con normal n a través de la cual pueden presentarse saltos en
el campo (tasa) de desplazamientos [«], I" es la frontera de {2 que admite una descomposicion
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en dos conjuntos disjuntos I, y I, donde se prescriben las condiciones de contorno esenciales
y naturales, siendo v el vector unitario (exterior) normal a I". Ademas se definen los subdo-
minios 2% y 2~ como las regiones de # (¥ = (2\S) apuntadas por los versores n* y n~
respectivamente, talque 2 = QT U~ USyR =02 U0,

A
.
\

Figura 1: Problema mecanico exhibiendo discontinuidades fuertes.

2.2. Cinematica de discontinuidades fuertes

Las ecuaciones (en tasas) consistentes con la cinematica de discontinuidades fuertes, es decir
para [u] # 0 s6lo a través de la linea material S, pueden plantearse como sigue:

t>tsp
(@, t) = w(w,t) + He(a)[i] (@, t) 1)
N—— ~ “
continuo discontinuo
t>tsp t>tsp
é(w, 1) = (Vu)* = (Vi)* + Hs(V[i])" +0s([u] ® n)° 2
£: azgtada no e;:,otada

donde & = da/0t, t es el instante de tiempo considerado, el operador (-)° hace referencia a
la parte simétrica del tensor (), Hs(x) y ds(a) son las funciones escalon y Delta de Dirac
colocadas en S respectivamente tal que:

Hg(x) = {(1) zz i g; A VHg(x) =ds(x)n (3)

ademas los campos tasa de desplazamiento regular @ (x, t) y salto [@](x, t) se asumen contin-
uos (funciones C) sobre {2 en consecuencia ¢, en la ecuacion (2), a lo sumo puede presentar
discontinuidades acotadas. Por otro lado, una vez que se alcanza el instante en el cual se ac-
tiva la discontinuidad fuerte (¢sp), la componente no acotada de la deformacion adquiere un
caracter distribucional.
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2.3. Cinematica regularizada

La aparicion de términos singulares en la descripcion cinematica previa, puede regularizarse
convenientemente para que el problema matematico quede bien formulado. En este sentido se
incorpora un factor de penalidad 74, €l cual permite definir una version regularizada de la
funcion Delta en términos de la funcion de colocacion yg(x):

1 {1 Vo € " @

S(x) = — . siendo =
s(®) = ps(@) Hs(@) =9 Vo € 2\S"

donde S* O S representa una banda en la cual pueden originarse discontinuidades en el cam-
po de deformaciones (discontinuidad débil), de ancho h(,, limitada por las curvas S*y S~
proximas a S (Figura 1).

Teniendo en cuenta (4), las expresiones (1-2) pueden ahora reescribirse de la siguiente forma:

t>twp
(@, t) = w(x,t) + Hy(@)[@] (x, ) (5)
S— ~~ -~
continuo discontinuo
t>two t2two
. I S . s
é(a,t) = (Vi)' + Hs(V[a])” +ps—([a] @ n) (6)
~ ~~ ’ x,t
&: acotada ~ (@) o

~
no acotada s6lo si h—0

donde ty p es el tiempo para el cual el modelo constitutivo predice el inicio de discontinuidades
en el campo (tasa) de deformaciones (singularidad del tensor de localizacién).

Nota 2.3-(a): la cinematica descrita por las ecuaciones (5-6), regularizada mediante el parametro
de penalidad h ;4 # 0, permite introducir en la formulacion el concepto de discontinuidad
débil.”1 El salto [u] se debe interpretar entonces como la diferencia entre en el campo (tasa)
de desplazamiento entre STy S—. En estas circunstancias la velocidad de deformacion &(x, t)
es discontinua pero permanece acotada.

Nota 2.3-(b): solo cuando A, — 0 el tensor tasa de deformaciones (6) es cinematicamente
compatible con el campo tasa de desplazamientos (5), ademas se verifica que lim, .o 5% = d5
luego el set de ecuaciones (5-6) colapsa en (1-2), recuperandose la cinematica standard singu-

lar de discontinuidades fuertes.

Una definicion totalmente andloga a (5-6), mas conveniente desde el punto de vista numérico
y que se utilizara en el resto del trabajo, puede plantearse como sigue:

t>twp
i, t) = TG, 1) + Ms(a)[a] (x, ) ™
continuo discc;nrtinuo
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é(w,1) = E(x,1) + ([u] (2, 1) © g(=,1)) ®)

acotada &: no acotada s6lo si h—0

en donde se considera:

i) = )+ o) ol ©

M) = Hs(w) — o(z) (10)

w.t) = (V)" + Ms(a) (V[al)’ e

g@.t) = " 0 y(a 12)
(,t)

ademas, en las ecuaciones anteriores, () representa una funcion continua en {2 que satisface:

[0 vae(@\R,)no
pl@) = {1 Ve € (\2,) N 2F (13)

siendo {2, un subdominio arbitrario de 2 que contiene a la linea de discontinuidad S (S C (2,,).

Nota 2.3-(c): las expresiones (5-6), o su forma alternativa (7-8), permiten contemplar en un
Unico molde matematico el mecanismo de transicion entre discontinuidad débil (h # 0 Aty p <
t < tgp) Y discontinuidad fuerte (h — 0 At > tgp) conforme evoluciona A, ;) decreciendo en
el tiempo. Ademaés para t < ty p Se recupera la cinematica standard de la mecanica de medios
continuos.

3. ECUACIONES DE GOBIERNO
3.1. Forma fuerte

El problema de valores de contorno, en velocidades, para solidos que presentan discon-
tinuidades puede formularse como sigue: encontrar el campo (tasa) de desplazamiento regular
u(x,t)y el salto [u](x,t), tal que se verifique el siguiente conjunto de ecuaciones:

(i) Equilibrio standard y condiciones de borde:

V-6a+pb=0 Vref (14)
u=u Vxel, (15)
oo -v=t" Vxel, (16)
(i) Equilibrio en S'y su vecindad:
ol -n=0g-n VYres (17)
os-n=05-n VYres (18)
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(iii) Relacion deformacion-desplazamiento:

En=¢=(Vu)’+ Mg (V[a])" VexeR (19)
es=¢+ ([ul®g)’ Ve e S (20)

(iv) Ecuaciones constitutivas:

6o=C:6q=C:¢ Ve € £ (21)
6s=C:és5=C:[e+ ([ul®g)’] Voes (22)

donde & es el tensor tasa de tensiones (funcion de u y [«] a través del modelo constitutivo
(21-22)), b es el vector de fuerzas masicas, p la densidad material, w* y t* valores prescritos de
desplazamiento regular y tracciones impuestas, C es el tensor constitutivo tangente. Ademas se
ha considerado que 66 = 6|z c )Y Ts = &|(x c 5), Mientras que o¢ y o5 representa el estado
tensional en puntos infinitamente proximos a .S (ubicados a ambos lados de la discontinuidad)
respectivamente.

Nota 3.1-(a): una caracteristica interesante de la presente aproximacion es que no es necesario
imponer una relacion constitutiva discreta para la evolucion de o. Esta se impondra, al menos
en forma consistente y aproximada, a medida que el ancho de banda de localizacion h
decrece conforme evoluciona el estado tensional en S (ecuacion (22)). En el limite, cuando se
alcanza el régimen de discontinuidad fuerte (h(,) — 0 At > tsp), el modelo constitutivo del
continuo standard (tension versus deformacion) se proyecta en forma natural para obtener uno
del tipo traccion versus salto.’

3.2. Forma débil

Teniendo en cuenta la cinematica descrita en la seccion (2), el tensor de deformaciones puede
interpretarse como la suma de dos campos linealmente independientes:

e= (Vu)y + € 23)
&: compatible ~ Mejorada

considerando que el término & representa un enriquecimiento al campo de deformaciones com-
patibles (),'8 el cual permite capturar los modos adicionales al activarse la discontinuidad.
Con el mismo razonamiento el campo ~, de las variaciones admisibles de las deformaciones,
también admite una descomposicion similar:
vy= (Vo) + 7 (24)
~—— ~—
~: compatible ~ mejorada
endonde® (€ Vo), 7 (€ €,) Yy~ (€ &,) representan las variaciones del desplazamiento regular,
de la deformacion compatible y mejorada respectivamente, siendo V,, €, y €, sus correspondi-
entes espacios cinematicamente admisibles.
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~ Enun contexto variacional el problema mecanico puede ahora formularse como:2 encontrar
u(x,t) y [u] tal que se satisfaga:
(6; (V) )= (pb; Mo+t ;Mr, YREW (25)
<0"3%>Q:0 V’Afegv

juntamente con las condiciones de contorno esenciales (15), la relacion deformacion desplaza-
miento (19-20) y la ley constitutiva (21-22). Ademas, en la ecuacion (25), se considera que
(a;b)q 1: [, (a - b) d2 (producto interno entre campos funcionales), V, = H(}(m, uecy
V= H(Q)).

Nota 3.2-(a): como es usual se asume que L%m es el espacio de funciones al cuadrado inte-
grables, H(lm incluye aquellas con derivadas primeras que pertenecen a L%m y Hgm) es un
subespacio de H(lm cuyos elementos se anulan sobre la frontera Dirichlet I7,.

Nota 3.2-(b): para que el set de ecuaciones (25) sea linealmente independiente se deben satis-
facer los requisitos de estabilidad y consistencia de los métodos de deformaciones mejoradas:*®

¥df2=0 Vv €€, (consistencia)
L ! (26)

g,Ne, =0 (estabilidad)

La expresion para las variaciones admisibles de las deformaciones mejoradas tiene la forma:

Y(x) = (9(x) n © @)’ (27)

en donde & € R™ es un vector asociado a saltos en desplazamientos y la funcion g(x) se
construye de forma tal que se verifique (26) y que la ecuacion (25.b) represente el equilibrio a
través de la linea de discontinuidad. En estas circunstancias el sistema (25) representa la forma
variacional de (14, 16-18).

Teniendo en cuenta la topologia de S'y que tanto la (tasa de) tension (¢-) como las variaciones
admisibles de la deformacion compatible (V77) son acotadas por construccion, la ecuacion
(25.a) se puede reescribir de manera mas conveniente:

(6 (VA))a = (b e+ (M, VA€V 8)
(0;)0=0 vy € g,

notese sin embargo que en (28.b) la integracion se sigue extendiendo a todo el dominio {2 ya
que v puede contener términos no acotados sobre S.
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4. FORMULACION MIXTA ESTABILIZADA

A través de una gran cantidad de publicaciones cientificas, la aproximacion por discon-
tinuidades fuertes ha demostrado ser una estrategia confiable para capturar bandas de local-
izacion inducidas por modelos constitutivos con ablandamiento.”°

No obstante, existen muchos aspectos particulares de la formulacion que merecen un estu-
dio detallado. En la actualidad por ejemplo, no se disponen de elementos simplices de buen
desempefio numérico en plasticidad J2. Uno de los principales inconvenientes esta asociado al
bloqueo por incompresibilidad que presenta la formulacién irreducible en desplazamientos bajo
régimen de deformaciones plasticas predominantes. En el contexto del modelado de falla, este
fendmeno adquiere mayor importancia en la etapa previa a la inestabilidad material.

Para mejorar el comportamiento oscilatorio de la presion (carateristica de los elementos stan-
dard) se propone acoplar a la aproximacion por discontinuidades fuertes un esquema mixto es-
tabilizado el cual solo tiene influencia en la zona regular del dominio () donde precisamente
el bloqueo por restriccion volumétrica es evidente.

4.1. Formulacion mixta
Se considera entonces la descomposicion del tensor (tasa) de tensiones regular en su parte
esférica ™ = 3tr(c4) y desviadora S = dev(64):
a=0"1+S Ve (29)
la cual permite reescribir las ecuaciones de equilibrio (14) como:
Vo™ +V-S+pb=0 Yxef (30)

Asumiendo que existe una relacion biunivoca (funcion 4,,) entre la tension media y la traza
de la deformacion (V - u = tr(e)), la dependencia (en velocidades) entre el tensor de tensiones
y el campo de desplazamientos puede expresarse mediante:

o) = 6@, [u]) = 6,,(V - i) T+ S(i) Ve e (31)
T

Una formulacion mixta ampliamente utilizada para el problema (30-31) con condiciones de
contorno (15-16) se basa en las variables primales (p, @), donde p(x) es la presion hidrostatica
(p = —o™). Siguiendo esta aproximacion el tensor (tasa) de tensiones puede obtenerse como:

go(t) = —p(u) T+ S(i) Ve £ (32)

donde ambas variables fundamentales (p y ) deben verificar la siguiente ecuacion de restric-
cion en el continuo:

pl) = p(, [u]) = ~6,(V -u) Vo e \S (33)
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La forma variacional (28) puede reformularse teniendo en cuenta la variable adicional como
sigue: hallar los campos p, w y [u], tal que se verifiquen las condiciones de contorno esenciales,
la relacion deformacion-desplazamiento, las ecuaciones constitutivas y expresion integral:

(S5 (V))a—(p: V-Ma=FS"  vmeV,
(¢; P+ 0n(V-1u)e=0 Vg e Q (34)
(0:7)e=0 vy €€,
donde la funcion ¢ representa perturbaciones en el campo p, Q = L%ﬁ) su espacio admisi-

ble de variacion y Fi(‘”“"t) es el vector de fuerzas externas asociado a los grados de libertad de
desplazamiento regular que se define:

ES™ = (pb; M)+ (' M), (35)
Fl;s;t) Ft(:eract)

4.2. Discretizacion y estabilizacion

Sean p?y a" las aproximaciones por elementos finitos de la presion y el desplazamiento
regular respectivamente tal que: p* € Q* C Lig Yy @ e V!c H{g, donde el supraindice
“d” hace referencia a campos discretos. Para eludir la condicion de Babuska-Brezzi,?%-?? al
utilizar espacios de interpolacion lineales en ambas variables, se deben introducir términos de
estabilizacion S,; en el principio variacional. La version discreta del sistema de ecuaciones (34)
puede entonces plantearse:

(85 (V') )e— (0" Ve =F vt e
(a5 '+ 6m(V-0?))p+ Sy =0 Vg € Q (36)
(643 70 =0 vy e &

El término de estabilizacion utilizado en este trabajo corresponde al método de las sub es-
calas ortogonales, aqui denominado PGP, y se define mediante la siguiente expresion:

S = (Vg'; 7(Vp? — II")) g (37)

en donde IT¢(e V?) es la proyeccion-L? del gradiente de presiones discreto (Vp?) sobre el
espacio de aproximacion por elementos finitos (V?), ver Figura 2:

(Vp'—II"); xNa=0 ; wx'e)V! (38)

siendo x perturbaciones admisibles del campo gradiente de presion proyectado.

Este procedimiento considera el término S,; como directamente proporcional a un factor
de estabilizacion 7 el cual depende del modulo de corte efectivo (secante)*® 1* y del tamafio
caracteristico del elemento finito ,.: ,

T=c L (39)
2u*
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(VL

Figura 2: Proyeccion del gradiente de presiones.

donde el coeficiente escalar ¢ representa un parametro constante de estabilidad.

La expresion (38) debe incorporarse como una restriccion adicional al sistema, en conse-
cuencia el problema mixto estabilizado en su forma variacional y discreta se describe como:
encontrar los campos p?, IT¢, " y [u]¢ que verifiquen en forma simultanea las ecuaciones
(15), (19-20), (21-22) y ademas:

(8% (Vi) — ("5 V- e =F vl e V)

(¢"; "+ 6m(V - u")) e+ (Vg ; (Vp —II")e = vg' € Q1 (40)
(Vp! =T ; x)a =0 vx* eV
(6 A0 =0 vyl e &l

Nota 4.2-(a): el termino de estabilizacion S,; s6lo se incorpora en la ecuacion asociada a la
deformacion volumétrica y, al igual que la expresion de proyeccion (38), se plantea en la parte
regular del dominio £.

Nota 4.2-(b): aproximando las derivadas temporales en (40) de forma implicita y mediante sim-
ple operatoria algebraica es posible formular las tres primeras ecuaciones (40.a, 40.b y 40.c)
para el instante de tiempo actual ¢+, sin embargo es de fundamental importancia que la
ecuacion que gobierna el equilibrio en la fisura (40.d) conserve su caracter incremental, hecho
que mejora notablemente la performance de los elementos.>

Restringiéndonos al contexto de elasticidad y plasticidad J2, la tension media se describe
mediante una relacion lineal de la traza del tensor (tasa) de deformacion:

6" = 6,(V ) = k(V-u) VoL (41)

donde « es el mddulo de compresibilidad volumétrico. A su vez la cinematica presentada en la
seccion (2.3) permite expresar:

Vea=tr(Va) =V -u+1: (goa])’ =V -u+g-[4] (42)
y el set de ecuaciones integrales (40), teniendo en cuenta la observacion (4.2-b), queda:
’ (S5 (V) )e ™ —(p; V-GtV = EST v e,
—({q; [% +V-a+g- e — (Vg 7(Vp— )G =0 Vge Q @3)
(Vp—II); )5 =0 Vx eV
\ (Ao ¥)e =0 vy €€,
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en donde Ao = o) — (™ es el incremento de tension, ademas, por legibilidad, se ha
suprimido el supraindice “d” de las expresiones, no obstante de aqui en adelante se hara refer-
encia siempre a variables y espacios discretos.

5. IMPLEMENTACION NUMERICA

En esta seccion se aborda la formulacion por elementos finitos del problema (43) al incor-
porar las interpolaciones utilizadas para las variables y sus respectivas variaciones compatibles.
Se introduce ademas la nomenclatura matricial standard para facilitar la notacion.

5.1. Aproximacion del campo de desplazamientos

La cinematica discutida en la seccion (2) considera dos términos para el campo de desplaza-
miento. La aproximacion de la componente regular y su correspondiente perturbacion admisi-
ble, a nivel del elemento, pueden expresarse como:

u’(x,t) = NS(x) @ (1) (44)
(45)

2€e

N (®) = Ny (®) 7

en donde IN¢ representa el arreglo de funciones de forma lineales, () implica parametros
nodales y el supraindice “¢” hace referencia al elemento finito. Considérese también:

(VN)* = B° (46)
V.-N¢=1"B° (47)

siendo B¢ el operador deformacion-desplazamiento y I es el tensor identidad de segundo orden
representado como vector.
El campo salto en desplazamientos se asume homogéneo en el dominio del elemento:®

[u] (2, 1) = ¢(x) B°(t) (48)

donde ¥(x) = 1Vx € ¢, ademas 3° € R™ son grados de libertad adicionales del elemen-
to asociados a discontinuidades (saltos) en desplazamientos a través de S¢, los cuales tienen
soporte elemental como se indica en la Figura 3.(a).

La version discreta del campo de desplazamiento luego puede escribirse como:

u(x,t) = Ni(x) u (1) + Mge () B°(t)  Va € 2° (49)
corﬁﬂ]uo discc;rﬁinuo

a(x,t) = Ni(@) u(t) + Ms. (@) () Va € Q° (50)
corﬁﬂ]uo disc;nrtinuo

con Mge(x) = Hge(x) — ¢°(x), donde ¢°(x) coincide con una de las funciones de forma del
elemento (ver Figura 3).
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(d)

Figura 3: Interpolacion del campo de desplazamientos: (a) Grados de libertad del elemento, (b) Funcion ¢¢ (), (c)
Funcion escalon Hge (x), (d) Funcion Mge (x).

5.2. Aproximacion del campo tasa de deformaciones

Teniendo en cuenta la ecuacion (8), (11) y las aproximaciones del desplazamiento presen-
tadas anteriormente se puede formular:

& (.1) = B (@) u(t) + Ms. () (V[u])’ (51)
— —
(Va)s 0 ya que y=cte

e, t) = G°(x, 1) B°(t) (52)

donde G* representa la version matricial de g®, ver ecuacion (12), construida de tal forma que
aplicada al vector de saltos 3¢ se recupere la componente incompatible de la deformacién. En
consecuencia se tiene:

éf(z,t) = BEU +G° ° Va € O (53)

- N——
compatible  mejorada
Analogamente, se propone para las variaciones admisibles de la deformacion mejorada:
F(x) = G*(z) &@° VY € 2° (54)

siendo G la forma matricial del término (g n) en la ecuacion (27) y &¢ € R conserva el
significado alli indicado.
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5.3. Aproximacion del campo de presiones

El esquema de estabilizacion descrito en la seccion (4) permite introducir una aproximacion
lineal para la presion p°(x, t) y su variacion admisible ¢¢(x), valida en la zona regular:

pé(x,t) = NS(x) pi(t) Vo € £° (55)
¢“(x) = N¢(x) ¢° Vo € £° (56)

donde ;7 es el arreglo de funciones de forma para campo escalar. Ademas se considera:
VN = D° (57)

Para la zona singular se propone obtener la presion directamente a partir del modelo consti-

tutivo y la descripcion cinematica:
p5(t) = (V- u’(x, 1)) Vo € S° (58)

Nota 5.3-(a): de lo expuesto anteriormente se deduce que el campo de presiones es continuo en
£2¢ pero puede presentar discontinuidades en S¢, véase Figura 4.b.
Nota 5.3-(b): la aproximacion por discontinuidades fuertes utilizada se basa en una regular-
izacion de la cinematica y del moédulo de ablandamiento material, asegurando de esta forma
que el tensor tasa de tension permanezca acotado en todo punto del dominio y para todo in-
stante. Por ende, la evolucion de la presion también estara acotada, aun en S¢. Considerando
(58), (42) y la interpolacion del campo de desplazamientos, se puede plantear:

Se

e ¢ L€ . T pese T yege\] —
}gr(l)ps—}g(l)(mv )| g }lgr(l)/f[(]l Bu*) +(I"' G°B°)| = acotado

acotado Vh

(59)

como la matriz G¢ contiene el término (1/h), luego para que (59) conserve consistencia matem-
atica se debe verificar que lim;_.o 5eh‘ = = 0 (ver ecuacion 12), es decir (3¢ - m) debe ser un
infinitésimo de orden superior. En consecuencia la hip6tesis introducida en (58) implica que en
régimen de discontinuidad fuerte el modo de falla corresponde a bandas de deslizamiento.

El campo proyeccion del gradiente de presion (I7°), y su variacion admisible (x¢), se aprox-
ima de forma similar al campo de desplazamientos regular, se tiene entonces:

IT¢(x,t) = N&(x) IT°(t) Va e £ (60)
X (x) = Ny(x) X° Vo € £ (61)

5.4. Ecuaciones discretas finales. Calculo de fuerza interna.

Definidos los espacios discretos de interpolacion para las variables y sus respectivas pertur-
baciones, la version algoritmica del principio variacional (43), puede formularse como sigue:
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hallar los vectores globales @, p, IT y 3 tal que se verifique (15), (19-20), (21-22) y el sistema
de ecuaciones siguientes:

( nel

A l/ BeTse(n—H) dﬁe] — Gy ﬁ(n—}—l) _ Fﬁ(emt)

e=1

_Gg ﬁ(n—ﬁ-l) o llMp + L‘| ﬁ(n—Fl) . Q/B(n+1) + HTﬁ(n+1) —0
: (62)
Hﬁ(n-ﬁ-l) _ Mu ﬁ(n+1) -0

nel

A [ éemaedm] 0
ne

\ e=1

donde A es el operador de ensamble standard de elementos finitos y las matrices G, M, M,,,
L, H y () se computan como:

~

nel ne

G = A / BIN¢ dﬁe] oM, = A / N¢TN¢ dﬁel (63)
e=1 LS e e=1 L)
nel nel

M, = A / NT NG dﬁel ; L= A / D" D¢ dﬁel (64)
e=1 | J e e=1 e
nel ) nel )

- A / N7 De dﬁe] : Q= / NI G dﬁe] (65)

e=1 L J e e=1 LS e

Dado que los saltos en desplazamientos poseen soporte elemental, la expresion (62.d) puede
condensarse, eliminando de esta forma una variable independiente del problema. Aunque por
simplicidad de notacion se seguira escribiendo la ecuacion de equilibrio en la fisura, téngase en
cuenta que tales grados de libertad (3) no aportan al sistema final.

Ademas se introduce una estrategia simplificada que consiste en desacoplar el campo I,
argumentando que su variacion en el paso (n + 1) es despreciable frente a los incrementos de
y 5,31 en consecuencia el sistema de ecuaciones (62) puede reescribirse en forma compacta:

F(mt) _ F(emt) (66)

en téerminos de los vectores de fuerza interna y externa generalizados definidos mediante:

nel i
F AL, BTS00 a0 - Gyt
Flnt) _ Fp(int) _ _G%“ ﬁ(”+1) i [%Mp 4 L} ﬁ(”-i'l) — QIB(”'H) (67)
F(int) nel
I} ~
L Aleraen]
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Fﬁ(ezt) Flgext) +Ft(*e:rt)
F(ea:t) — F;Sext) — _HTﬁ(n) (68)
(ext)
F 0

donde IT™ se eval(a a partir de la ecuacion (62.c) una vez que el sistema no lineal ha con-
vergido para desplazamientos y presiones en el paso (n) como:

™ — M H® po (69)

El algoritmo utilizado para la resolucion del sistema (66) se basa en la incorporacion de
puntos de integracion adicionales a los del elemento standard y una reformulacion consistente
de la cuadratura (ver Figura 4). En este sentido, los términos Fg”t) y Fp(”“), al estar definidos
sobre la zona regular del elemento ¢, se evallan en forma tradicional, es decir en puntos de
gauss regulares (Pgr). Por otro lado el término Fﬁ(i”t) asegura el equilibrio a través de S¢,
su evaluacion requiere entonces el computo de tensiones no solo en £¢ sino también en la
discontinuidad, esto Gltimo se realiza a nivel de los puntos de gauss singulares (Pgs).

Figura 4: Aspectos de implementacion: (a) Esgquema de integracion numérica, (b) Interpolacion parala presion.

A manera de resumen, los conceptos discutidos en este trabajo introducen un modelo numéri-
CO que presenta las siguientes caracteristicas basicas:
(1) mantiene estable la evolucion de la parte esférica de la tension en régimen elastico y plastico
durante la etapa prebifurcacion, en cuanto a la restriccion de incompresibilidad.
(2) la tension en la zona regular (og) se reconstruye teniendo en cuenta la incorporacion de la
presion como variable independiente del problema, ver Figura 4.(a) y ecuacion (55).
(3) la tension en el dominio singular (o5) no considera el grado de libertad adicional de pre-
sion sino que se obtiene directamente del modelo constitutivo y en forma compatible con la
cinematica de discontinuidades fuertes, ver Figura 4.(a) y ecuacion (58).
(4) se verifica que, en régimen de discontinuidad fuerte, el modo de colapso inducido corre-
sponde a bandas de deslizamiento, lo cual es totalmente consistente con el modelo constitutivo
utilizado.

5.5. Forma lineal. Matriz tangente.

El set de ecuaciones algebraicas (66) puede resolverse, en cada paso de carga, mediante un
clasico esquema Newton-Raphson. Para ello es necesario evaluar el tensor tangente o Jaco-
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biano del sistema J. Considerando que X = [u p (3]” representa el vector generalizado de
variables independientes, la variacion de primer orden de la fuerza interna se expresa:

0 ngmt; Kaiu Kaup | Kag ou
int . ~
6Fp _ prﬁ Kp,p . Kpﬂ 6p (70)
|| o
¢ LEpu Kpp @ Kpp | — =
§F(int) - a;a(;n) 0X

Como se mencion6 anteriormente, el sistema discreto aun admite una reduccion gque con-
siste en la condensacion estatica de los grados de libertad de saltos, pudiendo en consecuencia
plantearse s6lo en términos de desplazamientos regulares y presiones. Las submatrices K ;, en
(70), se calculan mediante:

nel

Kﬁ’ﬁ _ A l/ BeTc(dev)Be dﬁ] : Kﬁ,p — Kgﬁ = _GO (71)
e—1 . ’ ~—~—
N ~ ” Pgr
Pgr
nel
1
Kup = A [ BICGe dﬁe] L Ky = [—Mp + L] (72)
e= I
il ~ - N——
Pgr Pgr
nel
- _ ~T e . . - _
P s Pgr
Pgr
nel nel
Kou— A G e ge dm] + A l G'c B dm} (74)
e= LS e €= ne
nel nel
Kop— A l GT e e dm] + A l G'c G° dgel (75)
e= e e= ne
Iggr F?E;S

en donde se ha indicado ademas en que punto de integracion se evalUa cada término.

Dependiendo del tipo de aproximacion utilizada para la matriz G es posible desarrollar varias
tipologias de elementos finitos. El estudio de estas variantes y de su correspondiente desempefio
numerico sera tema de investigacion futuro.
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6. RESULTADO NUMERICO

El objetivo de este ejemplo es mostrar la performance del elemento propuesto (denominado
PGPSD) y compararlo con otras formulaciones existentes (ver Tabla (1)). Para ello se presenta
un problema geotécnico de estabilidad de talud (estado plano de deformacion), similar al publi-
cado en Regueiro y Borja.?* En la Figura 5-(a) y 6 se observa el modelo real y la discretizacion
por elementos finitos utilizada respectivamente. El test consiste en aplicar (incrementalmente)
un desplazamiento prescrito en el punto medio de la zapata ubicada sobre la cima del terraplén
hasta generar un mecanismo de colapso. Se asume un modelo constitutivo de plasticidad J2 con
los siguientes pardmetros mecéanicos: £ = 1,0e7[Pa] (mddulo de Young), v = 0,4 (coeficiente
de Poisson), oy = 1,0e5[Pa] (tension de fluencia), H = —2,0e5[Pa] (modulo de ablandamien-
to), G = 8e3[N/m| (energia de fractura).

4 m 6 m

\Lu

(a) (b)

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVK

SHPRUARIAHARIA

SRXKKDPRLATAK
(a) (b)

Figura 6: Discretizacion por elementos fi nitos.

Desde el punto de vista fenomenol6gico, la localizacion se inicializa en los elementos ubi-
cados por debajo de la zapata rigida, cuando el estado tensional satisface la condicion de bi-
furcacion. En estas circunstancias la cinematica del elemento se enriquece incorporando modos
de deformacion mejorados. Conforme progresa el asentamiento impuesto, la discontinuidad
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se propaga obteniéndose una superficie de deslizamiento (Figura 5-(b)). La orientacion de las
tensiones principales, en pleno régimen poscritico (Figura 7), sugiere ademas que sobre dicha
superficie de falla las tensiones tangenciales tienden a anularse, demostrando de esta forma que
el modelo en estudio es capaz de predecir el mecanismo de colapso tipico para este tipo de

problemas.

Reacci on zapata [N]

La Figura 8 muestra la curva reaccion vs desplazamiento de la fundacion. Se observa un
comportamiento libre de bloqueo para el triangulo PGPSD, con una prediccion de la carga de
colapso y comportamiento postbifurcacion comparable con el el cuadrangulo BBARSD. A su

12

10

[ee]

VAV AV S A A

A A A
A A A A |
A A A R ¢
A A A
A N O A Y S G 4

T A A P Ay

0. 05 0.1 _ 0.15 0.2 0. 25 0.3
Despl azam ento vertical [m

Figura 8: Curva carga desplazamiento.
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Tabla 1: Formulaciones de el ementos.

| Nomenclatura | Tipo elemento | Cinematica | Tratamientoincompresibilidad |

STDSD Tridngulo Disc. Fuertes | Ninguno

PGP Triangulo Standard Esquema PGP

PGPSD Triangulo Disc. Fuertes | Esguema PGP (propuesto)
BBARSD Cuadrangulo Disc. Fuertes | Formulacion BBAR

vez pone de manifiesto la falencia del elemento STDSD, el cual sobreestima la carga Gltima y
disipa enrgia en forma espirea producto del la restriccion por incompresibilidad inducida.

Finalmente en la Figura 9, se observa el enriquecimiento que desde el punto de vista cin-
ematico aporta la activacion de la discontinuidad fuerte en el elemento estabilizado. Para el
maximo desplazamiento de analisis, el triangulo PGP muestra un modo de deformacion mas di-
fuso si se lo compara con el elemento PGPSD que permite capturar bandas con deformaciones
altamente localizadas.

SRSRRRR
INNNANANN AAAAAAAAA&
SRR
A
SRXKKPSRAS K

(a) (b)

Figura 9: Geometri a deformada: (a) Elemento PGP, (b) Formulacibn PGPSD.

7. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha presentado la formulacion matematica de un elemento finito para
localizacion de deformaciones en plasticidad J2, el cual rene dos caracteristicas basicas:

(i) esta basado en una formulacion mixta estabilizada capaz de eliminar el bloqueo por incom-
presibilidad durante el periodo elastico o en régimen de grandes deformaciones plasticas que
supera, en este sentido, ampliamente a las formulaciones (standard) irreducibles en desplaza-
mientos del tipo Galerkin.*

(i) esta dotado de una cinematica enriquecida con modos incompatibles de deformacion, reg-
ularizada en forma consistente con la aproximacion por discontinuidades fuertes para modelos
constitutivos del continuo.

El costo computacional se corresponde con el de un elemento mixto lineal en desplazamien-
tos y presiones teniendo en cuenta que la formulacion permite no sélo desacoplar el campo IT
(gradiente de presiones proyectado) y resolverlo en forma global para cada paso de analisis,
sino también la condensacion a nivel elemental de los saltos en desplazamientos 3.
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El esquema de estabilizacion y los algoritmos utilizados con relacion a la formulacion de
discontinuidades fuertes,?® hacen que el esquema propuesto sea directamente extensible a 3D,
obteniéndose elementos tetraédricos mixtos.

Existen todavia varios aspectos particulares por profundizar, sin embargo los resultados
preliminares sugieren un comportamiento satisfactorio del modelo y comparable con formu-
laciones conocidas y tradicionalmente utilizadas en simulaciones numeéricas.

El trabajo futuro estara centrado en abordar diferentes problemas que involucren bandas de
corte, validaciones mas estrictas, generacion de elementos finitos simétricos y su extension para
resolver problemas de mecéanica de falla en casos 3D.
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