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Resumen. Satisfechos con la precisión y robustez de los elementos finitos tetraédricos lineales (P1)
con integración discontinua para el análisis térmico de problemas que involucren con cambio de fase en
procesos industriales, nos proponemos usar elementos de igual tipo para el análisis mecánico de tales
problemas.

A altas temperaturas, la deformación de los metales es mayormente inelástica e isocórica, lo que
induce las dificultades típicas de la modelización numérica de materiales incompresibles, como el bien
conocido bloqueo que presentan los elementos finitos más sencillos entre los que se cuentan el tetraedro
P1.

Los fenómenos térmicos y mecánicos están fuertemente acoplados en procesos como la colada y la
soldadura, a los que apunta principalmente este trabajo. Ello se resuelve en una sucesión de pasos de
cálculo, cada uno consistente de un análisis térmico seguido de un mecánico. Buscamos aquí usar las
mismas grillas de nodos para los análisis térmico y mecánico a fin de evitar la proyección de resultados
entre mallas diferentes, que tornaría la solución excesivamente difusiva al cabo de varios pasos.

Habiendo probado en el pasado combinar elementos finitos térmicos (P1) con diferentes elementos
mecánicos (Q1/P0, P2/P0), pero que compartieran los mismos nodos, nos proponemos ahora buscar ele-
mentos mecánicos tetraédricos lineales apropiados. Con ese fin, elegimos para este trabajo el elemento
P1+/P1, tetraedro lineal en tensiones medias y desplazamientos, éstos últimos enriquecidos por una fun-
ción de tipo “burbuja”. Los grados de libertad “burbuja” desaparecen del sistema global por condensación
estática, reduciendo el costo computacional.
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1. INTRODUCCIÓN

Habiendo comprobado la precisión y robustez de los elementos finitos tetraédricos lineales
(P1) con integración discontinua para el análisis térmico de problemas que involucren metales
sujetos a cambio de fase en procesos industriales como la colada y la soldadura (Fachinotti et al.,
2000; Fachinotti, 2001; Anca, 2008) nos proponemos encontrar elementos de igual tipo para el
análisis mecánico de tales problemas.

A altas temperaturas, la deformación de los metales es mayormente plástica o visco-plástica,
y es ampliamente aceptado que esta deformación es isocórica (Fachinotti y Cardona, 2003).
Ello acarrea los problemas típicos asociados a la restricción de incompresibilidad, como el bien
conocido bloqueo que presentan los elementos finitos más sencillos entre los que se cuentan el
tetraedro P1.

En procesos termomecánicos como la colada y la soldadura, los fenómenos térmicos y
mecánicos están fuertemente acoplados. Ello nos obliga a realizar una sucesión de pasos de
cálculo, cada uno consistente de un análisis térmico seguido de un mecánico, hasta obtener la
solución final. Esto también impone la necesidad de usar idénticas grillas de nodos para los
análisis térmico y mecánico a fin de evitar la proyección de resultados entre mallas diferentes,
que tornaría la solución excesivamente difusiva al cabo de varios pasos.

Para respetar esa premisa, recurrimos en el pasado a varias alternativas con relativo éxito.
Primero usamos elementos finitos triangulares mixtos P2/P0, o sea, con interpolación cuadrática
de desplazamientos y constante de presiones (Fachinotti, 2001; Fachinotti y Cardona, 2007).
Cada elemento mecánico P2/P0 da lugar a 4 elementos térmicos P1. Esto conducía a elementos
mecánicos muy gruesos en la interface sólido-líquido, incapaces de captar correctamente la
fuerte variación de comportamiento a uno y otro lado de la interface.

Luego recurrimos a elementos hexaédricos mixtos Q1/P0, es decir con interpolación tri-
lineal de desplazamientos y constante de presiones (Anca, 2008). Los hexaedros trilineales
(Q1) se revelaron muy poco robustos para resolver problemas térmicos con cambio de fase:
era frecuentemente imposible converger a la solución de la ecuación del calor, fuertemente no
lineal en presencia de cambio de fase. Por ello, cada hexaedro Q1/P0 del problema mecánico
debía ser dividido en 6 tetraedros P1 para el análisis térmico. De todos modos, este enfoque se
vio perjudicado por la menor robustez de los generadores de mallas de hexaedros frente a los
de tetraedros.

Las razones antes mencionadas nos condujeron a los elementos tetraédricos mixtos P1/P1
de igual orden de interpolación (lineal) tanto para los desplazamientos como para las presiones.
Estos elementos necesitan incluir un término de estabilización en presencia de la restricción de
incompresibilidad. Con ese fin, elegimos para este trabajo el elemento P1+/P1 (Arnold et al.,
1984), donde el término de estabilización surge de enriquecer la interpolación de desplaza-
mientos con una función de tipo burbuja. Los grados de libertad asociados a la función burbuja
desaparecen del sistema global por condensación estática, lo que reduce el costo computacional.

Mostramos finalmente resultados que validan la implementación del presente modelo.

2. PROBLEMA TÉRMICO

La temperatura T = T (x, y, z, t) en todo punto (x, y, z) del dominio de análisis Ω al instante
t está gobernada por la ecuación de conducción de calor

∂H

∂t
−∇ · (κ∇T ) = q̄ (1)
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donde H es la entalpía, k el tensor de conductividad térmica y q̄ la fuente de calor prescrita,
proveniente de la antorcha en problemas de soldadura.

El problema térmico se completa con la condición inicial:

T (x, y, z, 0) = T0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ω (2)

y las condiciones sobre la frontera Γ = ΓT ∪ Γq ∪ Γcr (ΓT , Γq y Γcr no se solapan):

T (x, y, z, t) = T̄ (x, y, z, t) ∀(x, y, z) ∈ ΓT , t > 0 (3)
−κ grad T · n = f̄ ∀(x, y, z) ∈ Γq, t > 0 (4)

−κ grad T · n = h(T − Tcr) ∀(x, y, z) ∈ Γcr, t > 0 (5)

donde T̄ y f̄ son valores prescritos de la temperatura y el flujo de calor, n es el versor normal
exterior a Γ , h es el coeficiente de convección/radiación (en general, dependiente de T ) y Tcr

designa ya sea la temperatura del entorno o la del cuerpo radiante.
Para obtener una formulación basada únicamente en T , introducimos la función de entalpía

definida como

H(T ) =

∫ T

0

ρcp(τ) dτ + ρLfl(T ) (6)

donde ρcp es el calor específico, L el calor latente de solidificación y fl la fracción volumétrica
de líquido, la que asumiremos que varía linealmente entre las temperaturas de solidus Tsol y de
liquidus Tliq, o sea:

fl =





0 para T < Tsol
T−Tsol

Tliq−Tsol
para Tsol ≤ T ≤ Tliq

1 para T > Tliq

(7)

En caso de solidificación isotérmica, propia de metales puros, Tsol = Tliq, y fl toma la forma de
la función escalón de Heaviside.

Despreciamos en este trabajo la contribución de los cambios de fase sólido-sólido a H ,
puesto que el calor latente de estas transformaciones es usualmente despreciable frente al calor
latente de solidificación.

La solución numérica de la ecuación de calor (1) requiere su discretización. La discretización
espacial se consigue usando elementos finitos tetraédricos lineales con integración discontinua
de los términos de calor latente, permitiendo una representación precisa de la liberación/absor-
ción de calor latente durante la solidificación/fusión. Para la integración temporal, recurrimos
al método retro-Euler, implícito e incondicionalmente estable.

Toda la formulación que desarrollamos para la solución de problemas transitorios de cambio
de fase ha sido ampliamente descrita en trabajos previos (Fachinotti et al. (1999); Fachinotti
(2001); Anca (2008)), a los que remitimos por mayores detalles.

3. PROBLEMA MECÁNICO

A diferencia del problema térmico que se plantea sobre un dominio de análisis Ω que in-
cluye las tres fases en que puede encontrarse el material, esto es, sólida, líquida y pastosa, el
análisis mecánico se restringirá al dominio Ωs donde el material exhibe resistencia mecánica.
Se considera tal el material cuya temperatura sea inferior a la denominada ZST (Zero-Strength
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Temperature), próxima a la temperatura de solidus (Yamanaka et al., 1995; Nakagawa et al.,
1995). Cabe recordar que este trabajo está motivado en la utilización de la misma malla de
elementos finitos para los análisis térmico y mecánico, por lo que plantearemos será plantea-
do a priori sobre el dominio global Ω. En la sección 4.4, explicaremos el tratamiento de los
elementos mecánicos cuya temperatura exceda ZST.

El problema mecánico sobre el dominio Ω está gobernado por las ecuaciones de equilibrio

∇ · σ + f = 0 en Ω (8)

donde σ es el tensor de tensiones de Cauchy y f el vector de fuerzas externas por unidad de
volumen.

Sobre la frontera Γ , ahora dividida en dos porciones Γu y Γt no solapadas, rigen las siguientes
condiciones de borde:

u = 0 sobre Γu (9)
σn = t sobre Γt (10)

donde u es el vector de desplazamientos, supuesto nulo en la superficie Γu, t el vector de
tracciones aplicadas sobre la superficie Γt.

3.1. Comportamiento del material

Supongamos que las deformaciones que se producen en Ω son pequeñas, hipótesis muy
difundida en el estudio de soldadura y de colada. En este caso, el tensor de deformación se
define como ε = ∇su, y puede expresarse como la suma de una componente elástica εe y una
inelástica εi, o sea:

ε = εe + εi. (11)

Por su parte, descompongamos la tensión σ como

σ = s + pl (12)

donde s = devσ, p = tr σ y l es el tensor identidad de 2o orden.
Además, asumiendo que el material es isótropo y linealmente elástico, s y p están dadas por:

s = 2µ dev(εe − ε0) (13)
p = κ tr (εe − ε0) (14)

donde µ es el módulo de corte, κ es el módulo de compresibilidad volumétrica y ε0 es la
deformación inicial, que puede expresarse como

ε0 = εt + εs (15)

siendo εt la deformación térmica y εs la deformación del material justo antes de desarrollar
resistencia.

Si adoptamos una regla de flujo inelástico tipo J2, la más usada para representar el compor-
tamiento de metales a altas temperaturas (Fachinotti, 2001), la parte inelástica de la deformación
resulta isocórica, esto es tr εi = 0, por lo que

tr εe = tr ε = ∇ · u (16)

V.D. FACHINOTTI, A.A. ANCA, A. CARDONA1788

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



4. FORMULACIÓN MIXTA EN ELEMENTOS FINITOS

Planteado en forma variacional mixta, el problema mecánico consiste en hallar el campo de
desplazamientos u ∈ V y el campo de tensiones medias p ∈ Q tal que

∫

Ω

s · ∇sδu dV +

∫

Ω

∇p · δu dV +

∫

Ω

f · δu dV +

∫

Γt

t · δu dS = 0 (17)
∫

Ω

(∇ · u)δp dV −
∫

Ω

1

κ
pδp dV =

∫

Ω

tr ε0δp dV (18)

para todas las variaciones admisibles δu ∈ V y δp ∈ Q. Nótese que las ecuaciones (17) y (18)
constituyen la forma débil de la ecuación de equilibrio (8) y de la ecuación constitutiva (14)
para la tensión media, respectivamente.

Supongamos el dominio Ω dividido en ne elementos finitos tetraédricos lineales Ωe. Co-
mencemos por remplazar el espacio de pruebaQ para las tensiones medias por el espacio lineal
clásico

Qh = {q/q ∈ C0(Ω) y q|Ωe ∈ P1(Ω
e), e = 1, . . . , ne} (19)

Luego, aproximemos las funciones v ∈ V como:

v = vl + vb (20)

donde vl es la función lineal clásica, perteneciente al espacio:

Vh = {v/vi ∈ Qh y vi|Γ = 0, i = 1, 2, 3} (21)

y vb es una función “burbuja”. Siguiendo a Arnold et al. (1984), adoptamos vb del espacio lineal
por trozos

Bh = {v/vi ∈ C0(Ω), vi|Ωe
j
∈ P1(Ω

e
j ) y vi|Γ e = 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4, ∀e} (22)

donde Γ e denota la frontera de Ωe y Ωe
j es el subtetraedro que tiene por base la cara de Ωe

opuesta al nodo j y el vértice restante está situado en el centro de Ωe.

Nota. Denominaremos P1+/P1 a este elemento finito de geometría simplex (o sea, tetraédrico
en 3D), con interpolación lineal de desplazamientos y presiones, más una burbuja lineal por
trozos enriqueciendo la aproximación de los desplazamientos.

Introduciendo estas aproximaciones, el problema definido por las ecuaciones (17) y (18)
deviene discreto. Se trata ahora de encontrar (ul,ub, p) ∈ Vh × Bh ×Qh tal que

∫

Ω

s · ∇sδul dV +

∫

Ω

p∇ · δul dV =

∫

Ω

f · δul dV +

∫

Γt

t · δul dS (23)
∫

Ω

s · ∇sδub dV +

∫

Ω

p∇ · δub dV =

∫

Ω

f · δub dV (24)
∫

Ω

∇ · (ul + ub)δp dV −
∫

Ω

1

κ
pδp dV =

∫

Ω

tr ε0δp dV (25)

∀(δul, δub, δp) ∈ Vh × Bh ×Qh
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El desviador de tensión, función de u = ul + ub, puede calcularse como

s = 2µdev
[
ε(ul + ub)− εi(ul + ub)− ε0

]
(26)

La deformación total ε(u) es lineal en u, de modo que

ε(ul + ub) = ε(ul) + ε(ub) (27)

Aquí, al igual que en numerosos trabajos previos (Jaouen, 1998; Cervera et al., 2003; Costes,
2004; Chiumenti et al., 2004), consideraremos ub suficientemente pequeño en comparación con
ul como para despreciar su contribución a la deformación inelástica, o sea

εi(ul + ub) ≈ εi(ul) (28)

Ahora podemos descomponer s en un término sl dependiente únicamente de ul y un término
sb dependiente únicamente de (y lineal en) ub:

s = 2µ dev
[
ε(ul)− εi(ul)

]
︸ ︷︷ ︸

sl

+ 2µ dev
[
ε(ub)

]
︸ ︷︷ ︸

sb

(29)

Dado que la función burbuja se anula en la frontera Γ e del elemento Ωe, usando el teorema
de Green vemos que:

∫

Ωe

∇ub dV = 0 ∀ub ∈ Bh (30)

de donde
∫

Ωe

sl · ∇sδub dV =

∫

Ωe

sb · ∇sδul dV = 0 (31)

Expresemos las funciones ul, ub y p como combinaciones lineales de funciones de forma:

ul = NiUi =




N1 0 0 N2 0 0 . . .
0 N1 0 0 N2 0 . . .
0 0 N1 0 0 N2 . . .







U1

U2
...


 = NU (32)

ub = N b
i bi =




N b
1 0 0 N b

2 0 0 . . .
0 N b

1 0 0 N b
2 0 . . .

0 0 N b
1 0 0 N b

2 . . .







b1

b2
...


 = N bb (33)

p = NiPi =
[
N1 N2 . . .

]



P1

P2
...


 = NpP (34)

donde Ni es la función lineal por trozos asociada al nodo i, tal que Ni = 1 en el nodo i y
Ni = 0 en todos los demás nodos, N b

e es la función lineal por trozos cuyo soporte se restringe
al elemento Ωe, tal que N b

e = 1 en el centro de Ωe y N b
e = 0 en Γ e (frontera de Ωe), Ui es

el desplazamiento (incógnita) del nodo i, Pi es la tensión media (incógnita) del nodo i, y be es
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el valor de ub (incógnita) en el centro del elemento Ωe. Análogamente, podemos expresar las
variaciones de las funciones de prueba como:

δul = NδU , δub = Nbδb, δp = NpδP (35)

Introduciendo las expresiones de las funciones de prueba dadas por las ecuaciones (32) a (34)
así como sus variaciones expresadas por las ecuaciones (35), eliminando los términos dados por
la ecuación (31), y teniendo en cuenta que las variaciones son arbitrarias, llegamos al siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas, en general no lineal, para las incógnitas U , b y P :

Ru =

(∫

Ω

BT ŝl dV

)

︸ ︷︷ ︸
Ruu

+

(∫

Ω

BT lNp dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kup

P −
(∫

Ω

NT f dV +

∫

Γt

NT t dS

)

︸ ︷︷ ︸
Fu

= 0 (36)

Rb =

(∫

Ω

BT
b DBb dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kbb

b +

(∫

Ω

BT
b lNp dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kbp

P −
∫

Ω

NT
b f dV

︸ ︷︷ ︸
Fb

= 0 (37)

Rp =

(∫

Ω

NT
p lT B dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kpu=KT

up

U +

(∫

Ω

NT
p lT Bb dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kpb=KT

bp

b +

(
−

∫

Ω

1

κ
NT

p Np dV

)

︸ ︷︷ ︸
Kpp

P

−
∫

Ω

NT
p tr ε0 dV

︸ ︷︷ ︸
Fp

= 0 (38)

con ŝl = [sl
xx sl

yy sl
zz sl

xy sl
yz sl

zx]
T , l = [1 1 1 0 0 0]T , B = SN , Bb = SNb,

S =




∂
∂x

0 0
0 ∂

∂y
0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x

0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 ∂
∂x




, D =




2
3
µ −1

3
µ −1

3
µ 0 0 0

2
3
µ −1

3
µ µ 0 0

2
3
µ µ 0 0

1
2
µ 0 0

simétrica 1
2
µ 0

1
2
µ




. (39)

4.1. Condensación estática de la burbuja

Despejemos b de la ecuación (37):

b = K−1
bb (Fb −KbpP ) (40)

Luego, podemos eliminar b de la ecuación (38), que toma la forma

Rp = KT
upU +

(
Kpp −KT

bpK
−1
bb Kbp

)
P − Fp + KT

bpK
−1
bb Fb = 0 (41)

4.2. Homogeneización

A fin de homogeneizar las ecuaciones (36) y (41), remplacemos Rp por

R∗
p = αRp (42)
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donde el factor de homogeneización α tiene dimensión de fuerza por unidad de volumen. Aquí
lo calculamos como

α =
κ

h

e

(43)

siendo he la dimensión de un elemento típico. Si el módulo de compresibilidad κ no fuera
constante, debería tomarse un valor característico del mismo para definir α.

El sistema de ecuaciones (36) y (41) para las incógnitas U y P pierde la simetría tras la
homogeneización. Para recuperarla, adoptemos como incógnitas

P ∗ =
1

α
P (44)

en lugar de P . Nótese que ahora todas las incógnitas nodales tienen dimensión de desplaza-
miento.

Luego, U y P ∗ se obtienen como solución del sistema

Ru = Ruu(U ) + K∗
upP

∗ − Fu = 0 (45)

R∗
p = K∗T

up U + K∗
ppP

∗ − F ∗
p = 0 (46)

donde

R∗
p = αRp (47)

K∗
up = αKup (48)

K∗
pp = α2

(
Kpp −KT

bpK
−1
bb Kbp

)
(49)

F ∗
p = α

(
Fp −KT

bpK
−1
bb Fb

)
(50)

4.3. Linearización

El sistema de ecuaciones (45) y (46) es no lineal en presencia de deformación inelástica. En
ese caso, dicho sistema será resuelto iterativamente usando el método de Newton-Raphson, para
lo cual debe ser linealizado de la forma[

Ru

R∗
p

]
= −

[
Kuu K∗

up

K∗T

up K∗
pp

] [
∆U
∆P ∗

]
(51)

donde

Kuu =

∫

Ω

BT DiB dV (52)

con

Di =




∂s11

∂ε11

∂s11

∂ε22

∂s11

∂ε33

∂s11

∂ε12

∂s11

∂ε23

∂s11

∂ε31
∂s22

∂ε22

∂s22

∂ε33

∂s22

∂ε12

∂s22

∂ε23

∂s22

∂ε31
∂s33

∂ε33

∂s33

∂ε12

∂s33

∂ε23

∂s33

∂ε31
∂s12

∂ε12

∂s12

∂ε23

∂s12

∂ε31

simétrica ∂s23

∂ε23

∂s23

∂ε31
∂s31

∂ε31




(53)

Notar que para materiales elásticos e inelásticos con regla de flujo tipo J2, resulta
∂sij

∂εkl

=
∂σij

∂εkl

− κδijδkl (54)

donde el primer término del lado derecho define los componentes del tensor de módulos tan-
gentes, para cuyo cálculo referimos a Simo y Hughes (1998).
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4.4. Tratamiento de los elementos mecánicos bajo cambio de fase

Como estamos interesados en el comportamiento mecánico del material cuya temperatura es
inferior a ZST, esto es, dentro de Ωs, pero usamos una malla fija, que en general no respeta el
contorno de Ωs, debemos tratar de una manera especial los elementos situados sobre el contorno
de Ωs o directamente fuera de él.

En primer lugar, los elementos fuera de Ωs carecen de resistencia mecánica y son directa-
mente descartados. Los elementos atravesados por la isoterma ZST, siempre que la malla sea
suficientemente fina, prácticamente no contribuyen a la rigidez global y son también descarta-
dos.

Luego, considerando un proceso de enfriamiento, un elemento se incorpora al análisis recién
en el instante ts en que la temperatura en todos sus nodos es inferior a ZST por vez primera. La
deformación total ε a ese instante define la componente εs de la deformación inicial ε0.

Análogamente, en un proceso de calentamiento, un elemento es descartado en el instante que
alguno de sus nodos alcance ZST.

En procesos como el de soldadura multipasos involucran varios ciclos de calentamiento-
enfriamiento. En cada uno de esos ciclos, habrá elementos que desaparezcan del sistema al
calentarse, y vuelvan a incorporase al enfriarse.

5. VALIDACIÓN

Estudiaremos las tensiones que se generan durante la solidificación de una barra semi-
infinita, idealización de la etapa temprana del proceso de colada continua de planchones. Este
problema ha sido resuelto analíticamente por Weiner y Boley (1963).

El material es un metal puro con temperatura de fusión Ts = Tsol = Tliq, que se encuentra
a temperatura uniforme T0 = Ts (o sea, sin sobrecalentamiento) a t = 0. A t > 0, se impone
la temperatura Tw < Ts en el extremo x = 0, comenzando inmediatamente la solidificación
del metal. Esta condición de borde simula la presencia de un molde refrigerado, en contacto
perfecto con el metal colado.

Desde el punto de vista mecánico el material es elasto-plástico perfecto, con una tensión de
fluencia dada por

Y = Y0
Ts − T

Ts − Tw

(55)

donde Y0 es la tensión de fluencia a temperatura Tm. Suponemos además la temperatura de
resistencia nula igual a la de fusión, esto es ZST = Ts.

La Tabla 1 lista totas las propiedades térmicas y mecánicas asumidas en este estudio, típicas
del hierro y los aceros.

La Figura 1 muestra la malla para el análisis térmico y mecánico, compuesta de 13880 ele-
mentos finitos tetraédricos lineales, con 3221 nodos. El paso de la malla en la dirección axial
resulta de 0.25 mm.

Para la integración temporal, se adopta un paso de tiempo constante de 0.1 s.
En cuanto a las condiciones de borde térmicas, a excepción de la cara x = 0 con temperatura

impuesta Tm, la superficie de la barra se supone adiabática.
Para el análisis mecánico, se imponen las fijaciones ux = 0 en x = 0, uy = 0 en y = 0 y

uz = 0 e z = 0. En las caras y = 1 mm y z = 1 mm, se imponen condiciones de deformación
plana generalizada, es decir que esas caras pueden desplazarse sólo paralelamente a sí mismas.

La Figura 2 muestra el campo de temperaturas a t = 20 s.
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Temperatura de fusión Ts = 1741K
Temperatura del molde Tw = 1573K
Densidad ρ = 7400 kg/m3

Calor latente de fusión L = 272000 J/kg
Calor específico cp = 700 J/(kg K)
Conductividad térmica κ = 33 W/(m K)
Temperatura de resistencia nula ZST = 1741K
Módulo de Young E = 40000 MPa
Coeficiente de Poisson ν = 0,35
Tensión de fluencia a Tm Y0 = 40 MPa
Coeficiente de expansión térmica αT = 8,46354× 10−5/K

Tabla 1: Propiedades térmicas y mecánicas para el problema de validación.

y

z

x

1 mm

25 mm

1 mm

Figura 1: Malla de elementos finitos para el problema de validación.

La Figura 3 muestra las soluciones para el campo de tensiones σyy a t = 20 s que se obtienen
usando tetraedros P1 y P1+/P1. Se observa allí que con el uso de elementos P1+/P1 no exhiben
el comportamiento espúreo de los elementos P1 en problemas como este, donde la deformación
es predominantemente plástica e isocórica.

La Figura 4 muestra la tensión σyy a lo largo del eje de la barra a t = 20 s, evidenciando
cuán precisa es la solución obtenida usando elementos finitos P1+/P1 en comparación con la
solución analítica exacta de Weiner y Boley (1963).

6. CONCLUSIÓN

En este trabajo se ha presentado una estrategia de modelización de procesos termo-mecánicos
en cuerpos en curso de solidificación, o bien en ciclos de solidificación enfriamiento. La meto-
dología propuesta permite abordar tanto el análisis térmico como el mecánico usando elementos
finitos tetraédricos lineales.

El modelo fue validado aplicado a un problema de generación de tensiones durante la solidi-
ficación de una barra de material inelástico.

Aplicaciones a problemas industriales como la colada y la soldadura serán presentadas en
trabajos futuros.
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Figura 2: Problema de validación: temperatura a t = 20 s.

P1 /P1+

P1

Figura 3: Problema de validación: tensión σyy a t = 20 s. Solución usando elementos P1+/P1 vs. P1.
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