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Equation Chapter (Next) Section 1Algunos de los factores fundamentales que regulan el crecimiento y 
la remodelación de los tejidos son fundamentalmente mecánicos. Sin embargo, no se ha alcanzado aún 
una comprensión suficiente del papel que desempeñan las tensiones y deformaciones en los procesos 
de crecimiento normal ó patológico. En este sentido, el modelo que se presenta en este trabajo está 
orientado a la caracterización del crecimiento de tejidos biológicos blandos generado por los estados 
tensionales actuantes “stress driven growth”. 
El marco teórico general está dado por el planteo de la cinemática del crecimiento en grandes 
deformaciones combinado con la base termodinámica de sistemas abiertos. En el desarrollo de la 
formulación se trabaja con una descomposición multiplicativa del gradiente de deformaciones en una 
parte de crecimiento y una parte visco-elástica. Las deformaciones debidas al crecimiento son 
incompatibles y están controladas por un desequilibrio tensional respecto de un estado homeostático.  
El crecimiento implica un cambio de volumen con un incremento de masa que, generalmente, 
mantiene la densidad constante. Uno de los aportes más interesantes del modelo que se propone 
consiste en tener en cuenta de manera explícita que el aporte de masa al sistema está limitado por la 
disponibilidad biológica para generar nuevo tejido.
Se desarrollan los pasos necesarios para la implementación numérica del modelo en el marco de una 
formulación de elementos finitos en grandes deformaciones. Se obtiene una representación explícita de 
la parte correspondiente al crecimiento del gradiente de deformaciones, lo que permite obtener una 
formulación incremental. Para evitar los problemas de bloqueo de la solución derivados de la cuasi-
incompresibilidad de los tejidos biológicos se utilizan elementos mixtos presión–desplazamiento. 
Paralelamente, se desarrollan los mecanismos de control adecuados para mantener la condición de 
cuasi-incompresibilidad mientras se permiten deformaciones incompatibles derivadas del crecimiento 
biológico.
Debido a que los tejidos biológicos blandos poseen en general una estructura jerárquica con varios 
componentes, generalmente una matriz blanda reforzada con fibras de colágeno, el modelo de 
crecimiento desarrollado resulta adecuado para la caracterización del crecimiento por componentes. 
Esto permite considerar un comportamiento distinto para cada una de ellas y es especialmente útil para 
su aplicación en el marco de una teoría de mezclas. 
Finalmente, se ilustra el funcionamiento conceptual/cualitativo del modelo mediante ejemplos de 
aplicación para casos de crecimiento y atrofia.    
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1 INTRODUCCION 
Desde la formulación del primer modelo de crecimiento continuo, denominado “Teoría de 

la Elasticidad Adaptativa”, que presentó hace más de un cuarto de siglo Cowin and Hegedus 
(1976), el modelado y la simulación de procesos biomecánicos ha experimentado un creciente 
interés. En contraste con los m ateriales tradic ionales (pasivos) los biom ateriales (activos), 
tanto los tejidos duros com o blandos, m uestran la capacidad no sólo de adaptar su form a 
externa sino también su microestructura interior a los cambios del entorno que le rodea. 

Dentro de la teoría de elasticidad adapta tiva (Cowin and Hegedus, 1976), se considera la 
estructura biológica com o un sistem a abierto que  se perm ite constantem ente intercam biar 
masa, im pulso, energía y entropía con el m edio ambiente que le rodea. Adem ás de este 
modelo, hay otros como el de Epstein and Maugin (2000) que permite realizar intercambio en 
términos de flujos de m asa. Estos flujos son típicamente atribuidos a la m igración de células 
como consecuencia de una fuente de m asa resultante del crecim iento, contracción, m uerte, 
división o agrandamiento de la célula.  

El m odelado de tejidos blandos requiere una  descripción geom étrica basada en una 
cinemática no lineal para tratar los problem as de grandes deform aciones (Rodriguez et al. 
1994, Cowin 1996, Holzapfel et al. 2003, Gasser and Holzapfel 2002). En general, estos 
tejidos pueden considerarse com o m ateriales compuestos por fibras elásticas de colágeno, 
sustancias am orfas, distintos fluidos, etc.  Específicam ente, se podría suponer que algunos 
tejidos blandos pueden ser idealizados com o compuestos de matriz homogénea reforzada por 
diversas fam ilias de fibras (Hum phrey and Yin, 1987), que pueden asum ir grandes 
deformaciones. En síntesis, los m odelos cons titutivos apropiados para representar el 
comportamiento de tejidos biológicos blandos de ben ser anisótropos, no-lineales en cuanto al 
comportamiento del material y capaces de asum ir grandes deformaciones.  Por otra parte, de 
ensayos de laboratorio se deduce que muchos tejidos biológicos blandos son incompresibles o 
casi incom presibles cuando son som etidos a grandes deform aciones y la no linealidad del 
material exhibe un fuerte comportamiento viscoso (Fung, 1996). 

 

2 MODELO CONSTITUTIVO FENOMENOLÓGICO  

2.1 Definiciones básicas. 
En este apartado se f ormulan los conceptos generales de un m odelo constitutivo para 

tejidos biológicos blandos. Este m odelo se fundamenta en el supuesto que los tejidos 
biológicos son m ateriales com puestos “activos ” y por ello la com posición de elem entos 
básicos sigue las directrices generales que esta blece la teoría de m ezclas para un m aterial 
anisótropo (Car et al, 2001), más una formulación establecida en otro campo no-mecánico.  

Es im portante tener en cuenta que ninguno de los com portamientos biológicos se 
desarrolla m otivado por un sim ple estím ulo m ecánico, sino que necesita adem ás de 
condiciones biológicas apropiadas.  

2.2 Introducción a las características del modelo. 
De la experimentación y estado actual del conoc imiento, se considera con cierto grado de 

aproximación, que el m odelo constitutivo para la sim ulación num érica de los tejidos vivos 
debe ser viscoelástico y que adm ita crecim iento incom patible en grandes deform aciones 
(Humphrey and Rajagopal, 2002; Epstein and Maugin, 2000, Him pel et al, 2005; Kuhl and 
Steinmann, 2003; Lubarda y Hoger, 2002; Holzap fel y Ogden, 2003), anisótropo (Oller et al, 
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2003; Lubarda y Hoger, 2002) y basado en la teoría  de interacción de sustancias (Car et al, 
2002; Humphrey y Yin, 1987).   

Junto a los fenóm enos de com portamiento anteriormente mencionado hay que añadir una 
deformación incom patible, representada m ediante su gradiente de deform ación gF , 
controlada por el desequilibrio tensional en el  tejido. Este desequilibrio activa el crecim iento 
en form a y tam año (Rodríguez et al,  1994). En  este crecim iento debería estar tam bién 
incluido el que ocurre naturalm ente por el  m etabolismo m ismo de las células vivas 
(desarrollo, m antenimiento, crecim iento), que dará lugar a un increm ento de deform ación 
incompatible controlado por una variable de tr ansporte de energía y crecim iento metabólico. 
El control de esta variable será realizado a través de una ecuación de conducción-difusión. En 
esta prim era im plementación del m odelo no se incluye este crecim iento metabólico, por lo 
que el modelo resultante  sólo considera el crecimiento motivado por un estímulo mecánico. 

 Si bien el m odelo planteado en este trabaj o esta orientado al crecim iento/atrofia isótropo 
(cambio de m asa a densidad constante), se trat a el balance de m asa de m anera general, de 
forma tal que el m odelo sea fácilm ente adaptable para describir fenóm enos de rem odelación 
(cambios de masa y/o densidad).  

  Para considerar el crecim iento se utiliza una descom posición aditiva del gradiente de 
deformaciones. La cinem ática en grandes deform aciones se expresa en su form a más simple 
(Lubliner, 1990), como: 

gev FFF ⋅=      (1)

donde 0det),( ≥=→∂∂= FXXxF Jt  es el gradiente de deform ación, que se 
descompone m ultiplicativamente en dos partes: una elasto-viscosa xXxF ˆ),( ∂∂= tev  

 y otra incom patible 0det ≥=→ evevJ F XxF ∂∂= ˆg 0det ≥=→ ggJ F  que incluye 
los fenóm enos de “crecim iento/atrofia”. El cam bio total de volum en se escribe entonces 

.   dVg )JJ   J dVd ev( ⋅==v
La cinem ática previam ente descrita viene además acom pañada del siguiente cam bio de 

masa, 

 +ρ=ρ







+ρ=ρ








+ρ= 0000

ttt
dtRdVdtRdVddVdtRdVdm 0
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0

ini
0

ini v      (2)

donde  representa las densidades en la configuración de referencia, al inicio del 
proceso y en cualquier instante del m ismo, 

00 ρρ yini

ρ  es la densidad en la configuración actualizada, 
 el diferencial de masa y volumen en la configuración actualizada y  la fuente de 

masa en la configuración de referencia.  
vddm y 0R

En el caso del fenómeno conocido como “crecimiento” (aumento de volumen con densidad 
constante) o “atrofia” (dism inución de volum en con densidad constante) hay un cam bio de 
masa a densidad constante, situación que obliga a cam biar el volum en. La inserción de este 
concepto conduce a un nuevo balance de m asa y de aquí a la siguiente definición de la fuente 
de masa, 

( )ini ini 1
0 0 0 0

ˆ ˆtr tr trg g g g g gR J Jρ ρ ρ −= = = ⋅L L F F      (3)

Donde ˆgL  es el gradiente de velocidades de crecim iento. De esta forma, si el gradiente de 
deformación de crecim iento gF  y su evolución tem poral gF  son conocidos, la fuente de 
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masa también resultará inmediatamente conocida. 
Para el tratam iento m ecánico del tejido se define un potencial elasto-viscoso 

v
0

ˆ( , )gW ρ ,C,Γ α , donde  es el tensor derecho de Cauchy elasto-viscoso, evevT
FFC ⋅=ˆ vΓ y 

representan las variables internas viscosas y de crecim iento respectivamente. En función 
de este potencial se obtienen las tensiones.  

gα

1
v

0
0

ˆ( , )2 ˆ
T

g
g gW ρρ

− −∂= ⋅ ⋅
∂
,C,S F F

C
Γ α      (4)

donde S  es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. 

3 SIMULACIÓN DEL CRECIMIENTO/ATROFIA  
El crecimiento constituye un proceso mecánico importante para el desarrollo normal de los 

tejidos blandos, pero hay situaciones en que también se producen bajo ciertas condiciones 
patológicas. Un ejem plo de esto últim o es la hipertrofia vascular y cardiaca que se 
manifiestan por un incremento de tensión en las paredes de los tejidos (Humphrey, 2002). 

Actualmente está bien establecido a través de trabajos de investigación previos (Ska-lak et 
al, 1996; Rodriguez et al, 1994), que el crecimiento y la rem odelación producen 
deformaciones incom patibles. Por ejem plo, si  el crecim iento de algunas células com prime 
otras, se desarrollan tensiones elásticas que tienden a elim inar vacíos y evitan la 
superposición entre ellas. Por esta razón, Fung (1981) propuso que tanto la hipertrofia 
cardiaca así com o el crecim iento normal se desarrollan en respuesta al increm ento de carga 
hemodinámica y ambas terminan alterando las tensiones sistólicas y diastólicas en las paredes 
del corazón. Esto m ismo ocurre en los tejidos óseos cuando los osteocitos m otivan el 
desarrollo celular como consecuencia de su sensibilidad a las tensiones aplicadas (Baiotto and 
Zidi, 2004). 

Hay diversas leyes propuestas para el creci miento de huesos pero fue Fung (1996) quien 
propuso que el crecim iento de los tejidos está en función de la tensión que actúa sobre los 
mismos. En esta form ulación, el crecim iento/reabsorción de algunas partes del tejido ocurre 
para que las tensiones alcancen un estado de equilibrio: 

 
- Si las tensiones crecen por encim a de los estados equilibrio, entonces el crecim iento 

ocurre para reducir dicha tensión, 
- Si la tensión crece por debajo del actual es tado de equilibrio, ocurre una reabsorción o 

atrofia hasta conseguir nuevamente el equilibrio. 
 
Sin em bargo, si la tensión es m uy alta o m uy baja, sólo uno de los estados anteriores 

gobierna el crecimiento. Este es el caso en que  las tensiones pueden conducir a un proceso de 
reabsorción. 

3.1 Formulación del crecimiento/atrofia incompatibles. 
La formulación que se presenta en este trabaj o representa una reinterpretación basada en 

trabajos de Rodríguez et al (1994), Lubarda y Hoger (2002) y Himpel et al (2005). 
En general, el cam bio de form a que ocurre  durante el crecim iento/atrofia un tejido 

descargado es debido a dos procesos: 
a) Material añadido o removido, que cambia su estado de referencia libre de tensiones, 
b) Un deform ación elástica que consigue relajar/increm entar las tensiones para acom odar 
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un cambio de forma y hacer compatible el crecimiento. 
Puede decirse que aparecerán tensiones residu ales, que serán controladas por la parte 

elástica del proceso, al igual que ocurre en la plasticidad. Tom ando como base lo expresado 
anteriormente, la descripción cinem ática del crecimiento tendrá dos partes: 1) Cam bios en el 
tejido bajo estados libres de tensión y 2) Cambios en las deformaciones elásticas. 

Así, para considerar el crecimiento se define un cambio volumétrico en ausencia de cargas 
externas sin cam bios en el cam po de tensiones. De esta, en ausencia de otros fenóm enos, el 
cambio de densidad queda expresado, 

ρ=ρ=ρ ˆ0
gJJ      (5) 

Siguiendo los trabajos de Lubarda y Hoger (20 02), se define el “gradiente isótropo de 
deformación de crecimiento” a través de la siguiente regla de evolución,   

IF ⋅ϑ=g      (6) 

Siendo  el estiramiento isótropo producido por el crecimiento de masa. En consecuencia, 
el jacobiano correspondiente resulta   y de aquí, la evolución de la densidad tom a la 
siguiente forma, 

ϑ
3ϑ=gJ

ρϑ=ρ=ρ ˆˆ 3
0

gJ      (7) 

Además, el gradiente de velocidad de crecimiento se puede escribir como,  

IFFL
ϑ
ϑ=⋅=

−  1ˆ ggg      (8) 

Este concepto mismo se ajustará a continuación al fenóm eno de crecimiento y luego al de 
remodelación.  

3.2 Fenómeno de crecimiento – densidad constante. 
Observando la expresión (5) para definir la densidad y teniendo en cuenta que en un 

proceso de crecim iento la m isma se preserva a lo largo del proceso , se 
define la fuente de incremento de masa (ec. 

ini33
0 ˆ ρϑ≡ρϑ=ρ

(3)) como,  

( )3 ini 3 ini 1
0 0 0

ˆtr   trg gR ϑ ρ ϑ ρ −= = ⋅L F gF      (9) 

En la presente formulación se asume que existe un cierto rango de estados tensionales para 
los cuales se mantiene el equilibrio homeostático, es decir sólo se generan células nuevas para 
reemplazar aquellas que m ueren, m anteniéndose el  volumen y la densidad constantes. Este 
estado de equilibrio hom eostático esta def inido dentro de un um bral superior que 

determina el com ienzo de la zona de es tímulo mecánico de crecim iento y uno inferior  
para la zona de atrofia.  

*
eqσ +

*
eqσ −

Usualmente las reglas de evolución propuestas utilizan el tensor de tensiones S


 (Lubarda y 
Hoger, 2002), o el tensor de Mandel (Him pel et al, 2005), am bos en la configuración 
intermedia. La  regla de evolución propuesta en  este trabajo utiliza la traza del tensor de 
Cauchy en la configuración interm edia. Esta el ección se basa en la m ayor conveniencia para 
establecer valores de los umbrales de crecimiento y atrofia en función de resultados obtenidos 
en ensayos experim entales. Adem ás se debe tener en cuenta que para que se produzca el 
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incremento de m asa no es suficiente con la  sola existencia del estím ulo m ecánico, el 
metabolismo debe ser capaz de generar el tejido nu evo para lo cual debe disponer de ciertos 
nutrientes, enzimas, etc. que varían según la com posición y función del tejido. Es decir, debe 
existir además del estím ulo una disponibilidad bi ológica. Teniendo en cuenta estos aspectos 
la regla de evolución propuesta tiene la siguiente forma: 

*ˆ( ) ( , ) (MAX eqK g tr fϑ ϑ σ σ θ=  )      (10)

donde  es una función controla la velocidad máxima de crecimiento ( )MAXK ϑ MAXϑ , la cual se 
define más adelante. La función determina la velocidad de crecimiento en función 
del nivel de desequilibrio respecto del estado de equilibrio y 

*ˆ( , )eqg trσ σ
( )f θ  regula la parte m etabólica 

del crecim iento, perm ite o no el crecim iento de acuerdo con la disponibilidad del 
metabolismo para generar nuevo tejido. 

La m áxima velocidad de crecim iento, considerando una disponibilidad suf iciente de 
nutrientes, está dada por la tasa máxima de generación de masa, , del tejido. De tal forma 
que la velocidad máxima de crecimiento queda determinada por:  

maxR

ϑ ϑ≅ 3
maxMAX R ,                 

 
=  
 


max

max

dmR
dm

     (11)

La función  se define de la siguiente manera: K
*

*
*

ˆ( ) 1 ( , )

1 ˆ( ) ( , )
( , )

MAX eq MAX

MAX MAX eq MAX
eq

K Si g tr

K Si g tr
g tr

ϑ σ

ϑ ϑ σ σ
σ σ

 = <

 = >


 

 

σ ϑ

ϑ
,               (12)

De esta form a queda acotada la m áxima velocidad de crecim iento en función de la tasa 
máxima de producción de m asa. Asimismo la atrofia también tendrá una velocidad m áxima 
de dism inución de m asa a densidad constant e, determ inada por la capacidad del tejido de 
reabsorberse. Las f unciones lím ite de veloci dad de crecim iento y atrofia se denom inan 

( )MAXK ϑ+  y ( )MAXK ϑ−  respectivamente. 
De acuerdo a lo planteado quedan definidas 3 zonas para la función de estím ulo mecánico 

, a saber: *( , )eqg trσ σ
a) Zona de atrofia  si  trσ < *

eqσ − ,  

b) Zona de equilibrio homeostático para  el caso en que *
eqσ + > trσ > *

eqσ − ,   

c) Zona de crecimiento cuando trσ > *
eqσ + . 

 En la zona de equilibrio hom eostático la ve locidad de crecim iento neto es nula. En las 
zonas de atrofia y crecimiento se adopta, en principio, una relación lineal para el desequilibrio 
tensional con una pendiente  y . k + k −

La expresión final para la función de estímulo mecánico resulta: 
* * *

* *

* * *

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) 0

ˆ ˆ( , ) 0

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) 0

eq eq eq

eq eq eq

eq eq eq

g tr k tr Si tr

g tr Si tr

g tr k tr Si tr

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

+ + +

+ −

− − −

 = − − >
 = >
 = − − <

*> ,               (13)
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El efecto de la disponibilidad biológica se desarrolla en el apartado siguiente. 

3.3 Disponibilidad biológica para el crecimiento 

El crecimiento se basa en el concepto de añ adir o rem over materia, motivado por el sólo 
metabolismo celular. Puede decirse que es el fenómeno que hace propicio el crecimiento.  De 
esta m anera se desarrollan deform aciones incom patibles que serán contenidas en el m ismo 
gradiente de deformación gF . 

 El concepto de disponibilidad biológica f uncionará como ley de activación perm itiendo, 
en el caso de que exista estím ulo mecánico, desarrollar o no el crecim iento siempre que el 
metabolismo norm al de las células lo perm ita. En adelante se hará referencia a todos los 
elementos necesarios para que el m etabolismo genere nuevo tejido (proteínas, enzim as, 
factores de crecim iento, etc.) com o nutrient es. Se introduce entonces la “variable de 
disponibilidad biológica para el crecim iento”  activadora del cambio de masa, esta variable 
representa el incremento de masa por unidad de masa que puede generar el m etabolismo con 
los nutrientes disponibles. 

θ

La disponibilidad de nutrientes está dada, pa ra cada instante del tiem po, por el balance 
entre los nutrientes aportados al sistem a por el m etabolismo y los utilizados para el 
crecimiento. En este trabajo se propone como primera aproximación para representar el aporte 
de nutrientes al sistem a una función . La misma permite considerar una reserva inicial i ( )tN

iR de nutrientes y un aporte discreto de los m ismos tA  a intervalos regulares de tiem po. Los 
valores de  son adimensionales y representan el increm ento de masa correspondiente a 
los nutrientes aportados, referido a la masa inicial del sistema, por ejemplo  implica 
un aporte de nutrientes suficiente para generar un incremento en la masa del tejido del 2% de 
su masa original. En la Figura 1 se esquematiza la función de aporte de nutrientes. 

i ( )tN
i 1.02=N

     

 
Figura 1.  Función de aporte de nutrientes 

Considerando la función de aporte de nutrientes propuesta, la disponibilidad biológica para 
el crecimiento θ para el tiempo  resulta: t

ρθ
ρ

= − 0( ) ( ) det[ ( )]i g

t

t N t tF ,                      (14)

Durante el fenómeno de crecimiento la densidad se mantiene constante  ρ ρ=0 t . 
La disponibilidad biológica se incrementara siempre que la tasa de aporte de nutrientes sea 

( )t dias

 
  
g

g

iN

Ri

tA
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superior a la de crecim iento. Sin em bargo, ésta no puede increm entarse de form a indefinida 
debido a que la capacidad de reserva de nutrien tes del sistem a es lim itada. Para considerar 
esto se im pone un lím ite superior al valor de la m áxima disponibilidad biológica para 
crecimiento . Debido a que al generase crecim iento aumenta la capacidad de alm acenar 
nutrientes del sistem a este lím ite será consta nte en la configuración de referencia y se 
actualizará en la configuración intermedia en proporción al incremento de masa del sistema. 

maxθ

La función de disponibilidad biológica ( )f θ  limita entonces el incremento de masa debido 
al crecimiento en f unción de  la disponibilidad biológica  asegurando que se cum pla el 
balance de masas.  

θ( )t

 

3.4 Implementación numérica del crecimiento. 

A continuación se desarrolla la im plementación num érica del estiram iento isótropo 
producido por el crecimiento de masa . Se supone que la densidad actual ϑ tρ  depende de , 
situación que perm ite hacer crecer la m asa y el volum en a densidad constante. 
Consecuentemente el estiramiento de crecimiento debe ser tratado com o una variable interna 
con la siguiente ley de evolución y con la siguiente ecuación de residuo, 

ϑ

*( ) ( , ) ( )MAX eqt K g tr fϑϑ ϑ ϑ ϑ σ σ θΔ = Δ  ℜ = −Δ + Δ =
  0t  (15) 

La solución se alcanza para residuo nulo, luego de una resolución Newton-Raphson, 

01 =ΔϑΔ
ϑ∂
ϑ∂+ϑΔ−ℜ=ℜ ϑ

+
ϑ tkk


 (16) 

Resolviendo esta ecuación se obtiene, 

ϑΔ+ϑ=ϑℜ







Δ

ϑ∂
ϑ∂−=ϑΔ +

ϑ

−
kkkt 1

1

1


 (17) 

 
Los tejidos biológicos blandos presentan un co mportamiento cuasi incom presible, esto 

implica que no es f actible utilizar una f ormulación de elementos finitos tradicional basada en 
desplazamientos. En este trabajo se utilizo una  formulación mixta  presión – desplazam iento 
con elementos hexaédricos Q0P1 Crisfield (1997), la principal ventaja de los m ismos es su 
sencillez. Por otra parte, si bien son sencillo s se requiere en general m allas muy finas y son 
poco adecuados para el caso en que exista un gradiente de tensiones importante Bathe (1996). 
El uso de esta form ulación implica trasladar el cálculo de la presión al nivel de resolución 
global del sistema, lo que requiere algunos ajustes en la determinación de la convergencia y el 
algoritmo de crecimiento. 

Además de verificar la convergencia en fuerzas se debe controlar que la diferencia entre el 
cambio de volumen calculado en base a los desp lazamientos y el correspondiente a la presión 
sea suficientem ente pequeña. Por esta r azón se im plementó una doble condición de 
convergencia, en fuerzas y en cam bio de volum en, esta ultim a directam ente asociada a la 
compatibilidad de la presión que se calcula como variable independiente. 

 El estím ulo m ecánico depende el estado tens ional actuante y por ende del valor de la 
presión. Al im plementar el crecim iento, durante  el proceso de iteración, los valores de la 
presión muestran un comportamiento oscilatorio importante. Es por ello que antes de calcular 
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el nivel de crecim iento correspondiente a un estado tensional dado se realiza un verificación 
de la com patibilidad entre el cam bio de volum en elástico de y el correspondiente a la 
presión , si la diferencia es importante implica una mala estimación de la presión, y por 
ende una m ala estimación del nivel de estím ulo mecánico asociado, por lo que durante esa 
iteración no se actualiza el nivel de estím ulo mecánico. Este procedim iento, dem anda un 
mayor núm ero de iteraciones, increm entando de  m anera notable la estabilidad de la 
formulación. 

t[ ]eJ
κ/vp

  

3.5 Algoritmo para resolver el problema de crecimiento de tejidos blandos. 
 

 
 
1. Inicializa los valores de las variables con el paso anterior 

nnFFCFFF ϑ=ϑρ=ρ⋅=⋅=
−

;;ˆ
00

1 evTev

n

gev  

v
0

0

ˆ( )ˆ ˆ ˆ2 ( . ) /ˆ

g
gW Conf Intermedia Jρρ ∂=  =

∂
,C,S

C
σ τΓ , α

( )

 

 
 
2. Controla la condición de carga en el crecimiento/atrofia.  

*

* *

* 3 *

3

*

*

ˆif tr   then (tracción)

ˆ ˆ( , ) ( ) ; ( )

ˆ ˆif ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

else ( )

ˆelseif tr   then (compresión)

ˆ ˆ( , ) (
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eq eq MAX

MAX eq MAX eq

eq
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g tr k tr K

K k tr t t K k tr t
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g tr k tr

σ σ

σ σ σ σ ϑ

ϑ σ σ θ ϑ ϑ σ σ

ϑ θ

σ σ

σ σ σ σ
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+ + +

+ + + + + +

−

−

≥

= − 

 − Δ <  Δ = − Δ

Δ =

<
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*

*
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Else

0 (No hay crecimiento)

eq MAX

MAX eq

K

K k tr t

ϑ

ϑ ϑ σ σ

ϑ

− −

− + +



Δ = − Δ

Δ = → GoTo 4
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3. Iteraciones de Newton-Raphson . Problema de Crecimiento/Atrofia/Remodelación 

 
 
3.1 Calcula el residuo del crecimiento 

*ˆ( ) ( , ) ( )MAX eqK g tr f tϑ ϑ ϑ ϑ σ σ θ ℜ = −Δ + = Δ 
 

 
3.2 Controla la tolerancia 

4 To GoTolif ≤ℜϑ  
3.3 Calcula el incremento de estiramiento por crecimiento y la densidad 

ini3
0

1
1

1 ρϑ=ρϑΔ+ϑ=ϑℜ







Δ

ϑ∂
ϑ∂−=ϑΔ +

ϑ

−
kkkt



 
3.4 Verifica la disponibilidad Biologica 
 
       if  det[ 1det[ g ] kJ + ] <  =  ( )tθ  1kϑ + 1kϑ +

       else                                      = 1kϑ + 3 ( )tθ   
 
 
 3.5 Calcula la deformación y tensión por crecimiento  

 
1

v
0

0

ˆ

ˆ( )ˆ ˆ ˆ2 /ˆ
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g ev g evT ev

n

g
gW J

ϑ

ρϑ ϑ ρ
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= ⋅  = ⋅  = ⋅

∂= =  =
∂

GoTo 3.1

n

F I F F F C F F

,C,    S
C

σ τΓ , α
 

 
 
               4   EXIT 
 
 

4 EJEMPLO DE APLICACIÓN 

 
Para verificar el desem peño del m odelo im plementado, se desarrollan dos ejem plos  

sencillos considerando un estado de tracción homogénea, la geometría y condiciones de borde 
se esquematizan en la Figura 2. 

En cuanto al m odelo constitutivo se utili za el m odelo híperelástico de Y eoh, los 
parámetros materiales utilizados fueron publi cados por Els Claes (2007) y corresponden a la 
arteria coronaria humana, en su dirección longitudinal  (ver Tabla 1). 

 
C10 [MPa] C20 [MPa] C30[MPa] 
0.058400 0.026500 0.000200 

Tabla 1: Parámetros materiales de Yeoh, muestra  VCor6 – Long (Els Claes, 2007). 

 Los parám etros m etabólicos se determ inaron en base a inform ación publicada sobre 
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modelos animales. Dado que en trabajos futuros se  pretende la inclusión de este m odelo de 
crecimiento en una formulación mecánica basada en la teoría de m ezclas particularizada para 
la modelación de las diferentes capas de las arterias, se eligió la tasa máxima de generación de 
masa utilizada  correspondiente a estudios sobre la evolución del espesor de 
las arterias en casos de hipertensión utiliza ndo modelos animales (Fridez et al, 2003). Este 
valor resulta bastante razonable a fin de probar el modelo con valores ubicados en el rango de 
 valores fisiológicos.  

=max 1.13%R dia

Como um bral de crecim iento  se adoptó un valor de 0. 40 KPa  que corresponde al 
valor de tr  para un estiramiento .   

*
eqσ +

1λ =σ 1.0285
En lo referente al aporte de nutrien tes al sistem a definido por la funcion  se 

consideró en el prim er ejemplo 3 escenarios.  El prim ero supone disponibilidad ilim itada de 
nutrientes, el segundo una reserva  y un aporte  cada medio día, el tercer 
caso considera una disponibilidad aún más restringida con   y un aporte  
cada medio día. 

i ( )tN

5 0.15%=
2%iR = 0.5 0.20%A =

1%iR = 0.A

En la Figura 2 se presentan los resultado obtenidos, el estiram iento , im puesto en la 
dirección x (Fig. 2a), la tensión de nom inal (F ig. 2b), el estiram iento producido por el 
crecimiento   (Fig. 2c) y el incremento de masa respecto de la masa inicial (Fig. 2d). 

1λ

ϑ
 

 
Figura 2  Deformación homogénea creciente. 

Como se puede apreciar el m odelo responde  de form a consistente con los principios 
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enunciados durante la form ulación. Un estado tensional que supere el um bral im plica un 
desequilibrio tensional que genera el crecim iento del tejido, regulado por el nivel de estím ulo 
mecánico y la disponibilidad biológica. En el primer caso se puede apreciar claramente que el 
crecimiento genera un relajam iento de las te nsiones que a su vez dism inuye el nivel de 
estímulo m ecánico y por ende la velocidad de  crecim iento. En los otros dos casos la 
limitación im puesta por una disponibilidad biológica inferior a la dem anda lim ita el 
crecimiento y por ende las tensiones sufren un relajamiento menor.  

En el segundo ejem plo se aplico de forma instantánea un estiram iento  y se lo  
mantiene en el tiempo, se considera una disponibilidad biológica similar a la del segundo caso 
del ejemplo 1. En la Figura 3 se grafican los resultado obtenidos, el estiramiento , impuesto 
en la dirección x (Fig. 3a), la traza del tensor de tens iones tensión de Cauchy y la tensión de 
Kirchhoff en la dirección x (Fig. 3b), el estiram iento producido por el crecim iento  ϑ  (Fig. 
3c) y la evolución de la variable de disponibilidad biológica para el crecimiento   (Fig. 3d).  

1 1.075λ =

1λ

θ
 

 
 

 
Figura 3.  Deformación homogénea constante. 

En este ejemplo se puede observar  la evoluc ión de la disponibilidad biológica, durante las 
fases iniciales de crecimiento en que la que el desequilibrio tensional  es mas alto el 
crecimiento se produce a la tasa m áxima hasta que  se agota la reserva inicial de nutrientes y 
la velocidad de crecimiento queda entonces limitada por el aporte de nutrientes al sistem a, en 

*ˆ eqtrσ σ +−
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esta zona 8 a lo 24 días todos los nutrientes que ingresan al sistem a se utilizan para el 
crecimiento, a partir de los 24 días el nivel de estímulo mecánico ha disminuido de tal forma 
que la tasa de aporte de nutrientes supera a la de crecim iento y la disponibilidad biológica 
comienza a aumentar hasta que se alcanza el limite de reserva de disponibilidad biológica.    

5 CONCLUSIONES 

El m odelo propuesto se com porta en concorda ncia con las hipótesis asum idas para su 
formulación. Esta form ulación, a pesar de su sencillez respecto de la com plejidad del 
fenómeno real, permite tener en cuenta el efecto limitante de la disponibilidad biológica sobre 
el crecimiento. 

En esta primera implementación el aporte de nutrientes al sistema se impuso mediante una 
función tem poral param etrizada a nivel de cada elem ento finito. Una aproxim ación m ás 
realista se podría lograr m ediante la soluci ón de un cam po basado en el transporte de m asa 
que se acopla con el mecánico.  
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