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Resumen: El concepto de deflacion de polinomios es bien conocido desde los primeros afios de las
carreras de ciencias e ingenieria. La deflacion consiste en disminuir el grado de un polinomio al
obtenerse una raiz de tal forma que el polinomio reducido ya no posee esta raiz, facilitando asi la
obtencidon progresiva de todas las raices. En este trabajo se propone una metodologia para la
generalizacion del concepto de deflacion para funciones no lineales trascendentes. Después de que se
encuentra por el método iterativo de Newton una raiz » la nueva funcion F(x) = f(x)/Ax-r)" tendra
todas las raices de f{x) excepto la raiz » de multiplicidad m. El aporte principal de la metodologia
propuesta consiste en la prediccion numérica de la multiplicidad durante el proceso iterativo con tres
beneficios fundamentales: cada raiz multiple es obtenida en un Unico proceso iterativo, con el
conocimiento de la multiplicidad el método de Newton recupera la convergencia cuadratica y pierde
importancia la combinacion de indeterminacion y discontinuidad que se produce en la cercania de una
raiz. El funcionamiento de la metodologia fue ilustrado mediante experimentos numéricos con un caso
de aplicacion.
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1 INTRODUCCION

En ciencias e ingenieria muchos problemas practicos involucran la resolucion mediante
métodos numéricos de ecuaciones no lineales que no son polindmicas (Akai, 1994; Chapra y
Canale, 2003). De los cursos de Algebra de los primeros afios de diversas carreras es bien
conocido el concepto de deflacion de polinomios, la obtencion de una nueva raiz permite
disminuir el grado del polinomio simplificando progresivamente la obtencion de las restantes.
El conocimiento de los métodos numéricos iterativos para resoluciéon de ecuaciones no
lineales permite aplicar el concepto de deflacion en la obtencion computacional de todas las
raices de un polinomio utilizando la division sintética con el método de Horner. Una vez que
se encuentra una primera raiz, como se muestra mediante un residuo bastante pequeio,
normalmente se procede a determinar raices adicionales a partir del polinomio reducido,
cuyos coeficientes estan en la tercera fila de la tabla de la division sintética.

En el caso general de funciones no lineales, los métodos iterativos como Newton-Raphson,
Miiller o de la Secante permiten obtener sélo una raiz a la vez (Akai, 1994; Burden y Faires,
2004; Chapra y Canale, 2003; Gerald y Wheatley, 2000, 2003; Mathews y Fink, 1999;
Nakamura, 1997). Por lo tanto, es interesante observar que la técnica de la funcion reducida
puede utilizarse para todo tipo de funcion, permitiendo hallar no sélo una raiz si no todas
ellas. Después de que se encuentra una raiz » de f{x) = 0, la nueva funcion F(x) = f(x)/x-r)
poseera todas las raices de f{x) excepto la raiz » de fix). Este procedimiento se puede
denominar “deflacion de funciones” (Gerald y Wheatley, 2000). Sin embargo, debe
observarse que en x = r se ha introducido una discontinuidad. Una dificultad adicional puede
ocurrir con las raices multiples. Es posible dividir fix) por (x-r) y deflactar la funcion,
reduciendo la multiplicidad por uno, el problema aqui es que se desconoce r. No obstante, al
dividir por (x-s), donde s es una aproximacion de r, se obtiene casi lo mismo. Sin embargo,
debe observarse que la division crea una forma indeterminada en x = » y una discontinuidad
fuerte en x =s.

En este trabajo se discute el desarrollo de un algoritmo basico para obtener las raices de
una ecuacion no lineal utilizando deflacién con el método de Newton-Raphson. Se propone
un estimador de la multiplicidad de las raices que permite predecir la misma durante el
proceso iterativo. El objetivo de conocer la multiplicidad es neutralizar en gran medida las
dificultades inherentes a las raices multiples y recuperar la convergencia cuadratica del
método de Newton al permitir utilizar su variante acelerada (Burden y Faires, 2004; Gerald y
Wheatley, 2000; Mathews y Fink, 1999). La potencialidad y efectividad del algoritmo se
ilustra mediante un experimento numérico aprovechando las facilidades que brinda el
ambiente de MATLAB (Mathews y Fink, 1999; Nakamura, 1997).

2 NEWTON ACELERADO: MULTIPLICIDAD Y ORDEN DE CONVERGENCIA

Una técnica fundamental de los algoritmos numéricos utilizados en computacion cientifica
para obtener ceros o raices de ecuaciones es la de iteracion. Como su nombre lo indica, se
trata de repetir un proceso hasta que se obtiene un resultado. Un método iterativo genera una
sucesion xy, Xj...X,, Xu+1... que converge a una raiz » de la funcion f{x). El método iterativo
mas utilizado para la obtencion de raices de ecuaciones no lineales es el de Newton-Raphson,
o simplemente de Newton, debido a su simplicidad y velocidad de convergencia (Burden y
Faires, 2004; Gerald y Wheatley, 2000, 2003; Mathews y Fink, 1999). Estad dado por la
funcién de iteracion:

Xn+1 = Xn = f(Xn) / f(xn)- (1)
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Cuando el método converge el error en cada nueva iteracion, e,+; = | x,07 — 7 |, €s
asintoticamente proporcional al error en la iteracion anterior, e, = | x, — r |, elevado a una
potencia p que se denomina orden de convergencia, o sea

| Xps1—F| =4 | x,—r|7". ()

Se dice que el método de Newton es de orden 2, p = 2, porque converge cuadraticamente a
raices simples, aunque dependiendo de las caracteristicas de la funcion podria converger con
un orden mayor. En términos practicos con la convergencia cuadratica se verifica en forma
aproximada que el nimero de digitos significativos exactos se duplica a cada iteracion, lo que
hace al método de Newton muy eficiente y explica su gran popularidad. En una raiz de
multiplicidad m la convergencia es lineal, p = 1, y se verifica asintéticamente que el error en
una iteracion, e,+; = | x,+; — |, €s proporcional al error en la iteracion anterior, e, =|x, —r |,
de acuerdo a la relacion

| Xp1—7|=(m-1)/m|x,—r1]. 3)

Aparentemente las Ec. (2) y (3) so6lo tendrian importancia conceptual porque el error y la
multiplicidad no son conocidos de antemano para los problemas practicos. Sin embargo,
como se demuestra mas adelante una variante de las mismas puede ser usada para estimar la
multiplicidad y el orden de convergencia durante el proceso iterativo. El conocimiento de la
multiplicidad permite restablecer la convergencia cuadratica con el algoritmo acelerado de
Newton

Xnt1 =Xn - m fxn) /f(xn), 4)

que obviamente sélo es de aplicacion practica si se conoce la multiplicidad m, que en general
no es conocida de antemano. Si la Ec. (4) no es de aplicacion porque no se conoce la
multiplicidad pero se sabe que el orden de convergencia es lineal, p = 1, puede acelerarse la
convergencia aplicando el método de Aitken que consiste en la ecuacion

2
xn+1,mejorada = Xp2 — (xn—2 - xn—l) / (xnﬂ - 2xn +xn—1): (5)

la cual permite mejorar la estimacion x,+; practicamente sin costo computacional ya que solo
necesita informacion de las estimaciones anteriores, sin necesidad de nuevos calculos de f{(x)
v f(x). Cuando la Ec. (5) se aplica a cada dos iteraciones de Newton el proceso se conoce
como método de aceleracion de Steffensen. Obviamente la Ec. (5) s6lo es de aplicacion
practica si se sabe que la convergencia es lineal, p =1, lo que también en general no es sabido
de antemano.

Se muestra a continuacion que a partir de las Ec. (2) y (3) es posible obtener estimadores
practicos tanto para la multiplicidad como para el orden de convergencia. La Ec. (3) puede
manipularse despejando la diferencia entre dos iteraciones sucesivas, utilizada normalmente
como cota del error verdadero, resultando

| Xpr1 —Xu| = |7 -Xn |/ m, (6)
que indica que la diferencia entre dos estimaciones sucesivas es proporcional al error
verdadero en la iteracion anterior. Sustituyendo la Ec. (6) en la (2) se deduce una expresion

alternativa que relaciona diferencias entre estimativas sucesivas:

*
|xn+1_xn| :A |xn_xn-1|p, (7)
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donde A* =4 m?". Aplicando la Ec. (7) a dos iteraciones sucesivas es posible eliminar 4*y
obtener una expresion para el orden de convergencia p. Haciendo Ax,+; = | x,+1 — X, |, para dar
un aspecto mas compacto a la expresion, se obtiene el estimador para el orden de
convergencia dado por

p= 10g (| Axp1 /Axn D / IOg (l Ax, / Axny |)a (8)

que permite estimar p a partir de la tercera iteracion. Logicamente esta estimacion vale como
las anteriores asintoticamente, o sea p tiende al valor verdadero cuando x tiende a la raiz.

Por otro lado aplicando la Ec. (2) a dos iteraciones sucesivas y restando las dos ecuaciones
resultantes se demuestra la relacion equivalente

| Xpt1 —Xn | = (m-1)/m | X, — Xp1), )

de la cual puede despejarse un estimador practico para la multiplicidad a partir de la segunda
iteracion dado por
m=1+ (| Axy1]) /(| Axy - Axipr]). (10)

Como conclusion, la estimacion de la multiplicidad eventualmente confirmada por la
estimacion del orden de convergencia, permite utilizar el método de Newton acelerado en las
raices multiples. De esta manera cada raiz multiple es obtenida en un unico proceso iterativo
con convergencia cuadratica y se atentan las dificultades debidas a la indeterminacion y
discontinuidad que ocurre en las proximidades de estas raices con la consiguiente mejora de la
eficiencia computacional.

3 UN CASO DE APLICACION DE DEFLACION

A efectos de mostrar el desempefio numérico de la metodologia de deflacion de funciones
en combinacion con los estimadores de multiplicidad y orden de convergencia presentados en
la seccion anterior se desarrolla un caso de aplicacion. El mismo consiste en la obtencion de
las raices de la funcion

f(x) =exp(0.25x°-2.25x* +6x—4)— 1. (11)

En las graficas de la Fig. 1 se muestra la funcioén original y sus versiones deflactadas, Las
graficas con linea continua corresponden a la funcion original. Puede inferirse que posee una
raiz simple en » = 1 y una raiz doble en » = 4. La grafica con linea a trazos de la izquierda
corresponde a la funcion reducida o deflactada, f{x)/(x-4)%, que como se observa ya no posee
la raiz doble en » = 4, y la grafica punteada muestra la funcion deflactada nuevamente por la
raiz simple en r = 1, f{x)/[(x-4)*(x-1)], que como puede verse ya no posee raices en el
intervalo. Alternativamente, la grafica con linea a trazos de la derecha permite observar a la
funcion deflactada, f(x)/(x-1), con la raiz simple eliminada y la grafica con linea a punteada
muestra nuevamente la funcion con las dos raices eliminadas. Estas graficas muestran que el
método de Newton puede converger a raices distintas dependiendo de la estimacién inicial xy
por lo que las raices podran ser obtenidas en una secuencia diferente pero con el mismo
resultado final.
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Figura 1: Gréficas de f(x) = exp(0.25 x *-2.25 x > + 6 x — 4) -1 y el efecto de la deflacion.
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En la Tabla 1 y la Fig. 3 se compara el desempefio de tres variantes del método de Newton
y se muestra el funcionamiento de los estimadores de multiplicidad y orden de convergencia
utilizando como condicidn inicial xy= 2.2 en todos los casos. Adicionalmente la evolucion de
los estimadores se muestra graficamente en la Fig. 4.

Newton Newton mas Newton Newton después de la
Aitken Acelerado deflacion
n X P m n X n X n X m
0 2.20000000 0 2.20000000 | 0 2.20000000 | 0 2.20000000
1 4.50249767 1 450249767 | 1 4.50249767 | 1 0.72245893
2 429217298 1.10 | 2 429217298 | 2 4.29217298 | 2 1.17166504 1.44
3 4.15709430 0.19 2.80 | 3 4.15709430 | 3 4.15709430 | 3 1.02360511 1.49
4 408119552 1.30 2.28 | 4 4.08119552 | 4 4.08119552 | 4 1.00059704 1.18
5 4.04122729 1.11 2.11 5 4.04122729 | 5 4.04122729 | 5 1.00000040 1.03
6 4.02076565 1.04 2.05 5 3.99676767 | 6 4.00030401 | 6 1.00000000 1.00
7 4.01042007 1.02 2.02 | 6 4.00000173 | 7 4.00000002
8 4.00521925 1.01 2.01 7 4.00000000
9 4.00261192 1.00 2.01
10 4.00130653 1.00 2.00
11 4.00065341 1.00 2.00
12 4.00032674 1.00 2.00
13 4.00016338 1.00 2.00
14 4.00008169 1.00 2.00
15 4.00004085 1.00 2.00
16 4.00002042 1.00 2.00
17 4.00001021 1.00 2.00
18 4.00000511 1.00 2.00
19 4.00000255 1.00 2.00
20 4.00000128 1.00 2.00

Tabla 1: Comparacion del desempeiio del método de Newton y de los estimadores de multiplicidad y orden de
convergencia
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En las tres primeras columnas de la Tabla 1 se observa convergencia a la raiz doble en
r = 4 y en la cuarta columna a la raiz simple en » =1. En la Fig. 3(a) se comparan las
velocidades de convergencia del error relativo correspondiente a la raiz doble para el método
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de Newton, la combinacién de la formula de Aitken con el método de Newton acelerado y el
método de Newton acelerado. Se puede apreciar el cambio brusco de la lenta convergencia
lineal a la rdpida convergencia cuadratica a partir de la quinta iteracion. Como condicién de
cambio de método se utilizd6 que los estimadores redondeados al entero mdas proximo se
repitan en dos iteraciones sucesivas y que la solucidon presente por lo menos dos cifras
significativas exactas aproximadamente. Cabe aclarar que como la aplicacion de la formula de
Aitken tiene un costo computacional despreciable no se la considerd una iteracion adicional
por lo que la quinta iteracion aparece repetida en la segunda columna de la tabla y en la figura
correspondiente, se puede observar que la aplicacion de la formula permitio mejorar la
convergencia aunque su influencia no parece muy significativa. La Fig. 3(b) muestra
claramente la velocidad de convergencia cuadratica para el método de Newton en la raiz
simple en » = 1 después de la deflacion de la funcidn y a partir de la misma condicion inicial
que para la raiz doble.
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Figura 2: Velocidad de convergencia. (a) Newton: “x ", Newton modificado: --«-- y Newton modificado mas
Aitken: -0-, para la raiz doble en 4. (b) Newton: -0-, para la raiz simple en 1 después de la deflacién.

En la Fig. 4 se encuentran graficados la estimacién de la multiplicidad y el orden de
convergencia en funcion del nimero de iteraciones para el método de Newton. Para la raiz
doble en r = 4, Fig. 4 (a), se observa una rapida convergencia a la multiplicidad m = 2 y al
orden de convergencia p = 1, mientras que para la raiz simple en » = 1, Fig. 4, (b) la
multiplicidad tiende a m = 1 y el orden de convergencia a p = 2, de acuerdo a lo esperado
teoricamente. Cabe observar que en rigor la obtencién del orden de convergencia no es
imprescindible aunque contribuye a confirmar la convergencia de la multiplicidad ya que
debe existir una coherencia entre ambos parametros.
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Figura 4: Estimativa de la multiplicidad (m: -o- ) y del orden de convergencia (p: --x--) para la raiz doble (a) y
para la raiz simple (b)

4 CONCLUSIONES

Se propuso una metodologia para la generalizacion del concepto de deflacion para
funciones no lineales trascendentes utilizando el método de Newton Raphson. El aporte
principal de la metodologia propuesta consiste en la prediccion numérica de la multiplicidad
durante el proceso iterativo lo que permite solucionar los problemas provocados por las raices
multiples. También se propuso un estimador del orden de convergencia, lo que brinda
informacion complementaria que sirve para confirmar la estimacion de la multiplicidad. El
funcionamiento de la metodologia fue ilustrado mediante experimentos numéricos con un
caso de aplicacion.

El conocimiento de la multiplicidad contribuye a potenciar la utilizacién de deflacion de
tres maneras diferentes. En primer lugar permite que el método de Newton recupere su
convergencia cuadratica en las raices multiples disminuyendo el costo computacional. En
segundo lugar permite que las raices multiples puedan obtenerse en un Unico proceso
iterativo en vez de un proceso para cada una de las raices, disminuyendo todavia més el costo
computacional. Finalmente, hace que pierda importancia la combinacion de indeterminacion y
discontinuidad que se produce en la cercania de una raiz multiple haciendo que la técnica de
deflacion gane en robustez.
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