Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecéanica Computacional Vol XXVIII, pags. 2733-2744 (articulo completo)
Cristian Garcia Bauza, Pablo Lotito, Lisandro Parente, Marcelo Vénere (Eds.)
Tandil, Argentina, 3-6 Noviembre 2009

INVERSION DE MEDICIONES EXPERIMENTALES DE DISPERSION
DE LUZ MEDIANTE EL MODELO DE “HARD SPHERES’ PARA LA
CARACTERIZACION DE SISTEMASPOLIMERICOS

Fernando A. Otero®, Gloria L. Frontini® y Guillermo Elicabe®

4 nstituto de Investigacién en Ciencia y Tecnologia de Materiales, Consgjo Nacional de
Investigaciones Cientificasy Técnicas (CONICET) y Universidad Nacional de Mar del Plata, Juan B.
Justo 4302, 7600 Mar del Plata, Argentina, foterovega@fi.mdp.edu.ar, gfrontin@fi.mdp.edu.ar,
elicabe@fi.mdp.edu.ar, http://mww.intema.gov.ar

"Departamento de Matemédtica, Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Mar del Plata,
Juan B. Justo 4302, 7600 Mar del Plata, Argentina, http://mwww.fi.mdp.edu.ar

Palabras Clave: Andisis Inverso, Sistemas de Particulas, Distribucion de Tamafio de
Particul as, Estimacion Paramétrica.

Resumen. En este trabajo resolvemos € problema inverso de estimar la Distribucion de Tamafios de
Particulas (DTP) y concentracion de particulas de distintas muestras experimentales de sistemas
poliméricos a partir de mediciones de dispersion de luz estética (DLE). A diferencia de trabgjos
anteriores, en € presente trabgjo empleamos un modelo de solucion anditica (Vrij, 1979) para
particul as esféricas representadas mediante las denominadas “hard spheres’. El uso de este modelo no-
lineal se justifica por dos razones distintas: en primer lugar, por las caracteristicas de los sistemas
analizados; en los mismos, las particulas esféricas poseen una zona de deplexion adyacente responsable
de que las mismas exhiban un comportamiento similar a de esferas con un radio de interaccién mayor
a verdadero, efecto considerado por las “hard spheres’ del modelo empleado. En segundo lugar, este
modelo permite —a diferencia del modelo de aproximacion loca monodispersa (Pedersen, 1994)— €
calculo directo e independiente de la fraccion de volumen de particulas asociada a la concentracion del
sistema

La inversion de datos es resuelta mediante un esgquema de optimizacion paramétrica no-lineal. Dos de
los parametros calculados (g y Ro) corresponden a los usados por la denominada funcion log-normal
para describir la DTP buscada; un tercer parametro h corresponde a la fraccion de volumen de
particulas que corresponde a un parametro real del sistema; € cuarto pardmetro estimado C es €
cociente entre radios de las “hard spheres’ y de las particulas esféricas reales y e Ultimo pardmetro K
proporciona a ladiferencia de longitud de scattering Dr entre € medio y las particulas. Los resultados
obtenidos son comparados con los halados en un trabgjo anterior tomados como referencia (Soulé y
Elicabe, 2008). Se emplea asmismo, un esquema de Monte Carlo para establecer los errores en los
parametros estimados en cada caso.
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1 INTRODUCCION

Materiales formados por particulas suspendidas en un liquido aparecen en aplicaciones

industriales diversas. Estos sistemas de particulas se caracterizan mediante el conocimiento de
la Distribucion del Tamafio de Particulas (DTP) y la concentracion volumétrica de estas
Ultimas en la muestra.  Se han realizado exitosamente mediciones desde 50 nm hasta varios
micrometros usando Dispersién de Luz Estética (DLE). Mediante esta técnica se registran
mediciones de luz dispersada a varios angulos. La interpretacién de estos datos requiere
modelos de diversa complgjidad de acuerdo a las caracteristicas de la muestra, tales como su
concentracion y polidispersidad, para luego recuperar pardmetros asociados a la DTP y
concentracion del sistema. El modelo mas simple inferido es e obtenido bagjo € denominado
régimen de Mie, € cual supone una dispersion de luz smple e independiente producto de un
sistema diluido (van de Hulst, 1981; Bohren and Fuman, 1983). Sin embargo, en los casos
donde la concentracion de particulas es ata, debe considerarse € problema de dispersion de
luz multiple y dependiente y resulta necesario € uso de modelos de mayor complejidad
(Bertram, 1996; Hobbie and Sung, 1996; Schnablegger and Glatter, 1995). Se ha observado en
trabgjos anteriores (Pedersen, 1994; Soulé and Elicabe, 2008; Otero et al., 2008) que
empleando un modelo de aproximacion local monodispersa (ALM) que toma en cuenta los
efectos de interferencia entre las particulas pero simplifica los célculos considerando una
correlacion espacial de particulas de acuerdo a sus tamafios, es posible recuperar
satisfactoriamente la DTP. Sin embargo, € uso de este modelo supone la estimacion de un
parametro adiciona p de fraccion de volumen aparente que no posee significado fisico. Como
consecuencia, la concentracion de particulas no puede ser hallada, al menos en una medicién
en escalarelativa como ocurre experimental mente.
En particular, en los casos en que las particulas pueden ser modeladas como esferas rodeadas
por una zona de deplexion adyacente, es posible plantear un modelo para particulas
concentradas suponiendo que las mismas pueden describirse mediante las Ilamadas “hard
spheres’. Entonces, empleando la aproximacion de Percus-Yevick puede obtenerse una
solucion analitica exacta como las dadas por Vrij (1979) y por Blum and Stell (1979). Ademas
dado que en este modelo existe una dependencia no lineal entre las magnitudes medidas y los
parametros buscados, esto permite halar tanto la distribucion de las particulas esféricas en
funcion dd radio como € nimero de particulas por unidad de volumen de modo
independiente.

El andliss de las muestras experimentales de poli-isobutileno (PIB) en metacrilato de
isobornilo (IBoMA) mediante microscopia electronica de barrido (MEB) indica que en
principio seria adecuado aplicar € modelo de “hard spheres’ (MHS) en este caso. Esto se debe
a que en e mecanismo de generacion de estas muestras aparece una zona de gradiente de
difusion de particulas que se asemeja ala mencionada zona de deplexion del modelo.

El proposito de este trabagjo es resolver e problema inverso de obtener parametros de la
DTP y la concentracién de particulas del sistema tras aplicar e MHS a las mediciones
experimentales realizadas y comparar dichos resultados con los obtenidos empleando €
modelo ALM y mediante MEB.

2 DESARROLLO

2.1 El modelo de*Hard Spheres’

La secciédn cruzada diferencial de scattering (SCDS) por unidad de volumen es un parametro
fisico del sistema de particulas proporciona alas intensidades de luz dispersadas (o espectro
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de luz dispersada) Is de acuerdo a:

da) _  Is@)A

aw EOZ(Ad/Dz) Kils(q) (1)

donde E, es la magnitud del campo eléctrico incidente, D esla distancia de lamuestra al
detector, Aq es €l areade detector y K; es la constante de instrumental que engloba todos los
parametros, mientras que la variable g hace referencia al médulo del vector de dispersiéon de
luz calculado por

4pny, . g
PR (2)

donde n, es el indice de refraccion del solvente, | ,eslalongitud de ondade laluz incidentey

q ese angulo de dispersion de luz.

Laintensidad de luz dispersada |, dada una mezcla de particul as esféricas de diferentes
tamarios, ser& proporcional ala solucion completa para la seccion cruzada diferencia de
scattering bajo la aproximacion P-Y empleando “hard spheres’. Esta Ultima puede expresarse
mediante e modelo de Vrij como:

4C) - - b (3)
donde
o (0°)) i = (b(@? 1Ty + (00 2Ty
9<d“y >T3T3 <b(q)d3f >(Tsz* +T1*T2) (4)
+3b(@ay )Ty +7T)
+3<d 5fy >(TZT3* +T2*T3),
y
D(q) = (1_<—:;3>F(F11F22 - F12F21)(F11* F22* - F12* le* ) (5)
con

Ti(q) = FuFp - FoFy
T2(0) = Py db(@)e™ )- Fia(b(c)e™) (6)
To(a) = Frp(b(a)e™ - Fi(db(g)e™ )

Fuu(q) =1- <d3>+<d3f eix>

Fio(a) =(d“fe”)
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(7)
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L os corchetes usados en € caso genera indican que
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donde A es d valor de lafuncion A evaluada para el tamafio de las particulas de tipo k, con
Np® es la densidad del nimero de particulas de tipo k y M es el nimero de distintos tipos de
particulas en la muestra. Dr es la diferencia de densidades de longitud de scattering entre

medio y particulas Por otro lado R¥ y R, hacen referencia respectivamente a los radios de
las particulas y a los radios de las “hard spheres’ correspondientes a las de tipo k donde
tipicamente RY < R.¥ debido a que el modelo considera que la interaccion de las particulas
estd dado por esferas de mayor tamafio, justamente las “hard spheres’, las cuales son

generalmente relacionadas a los radios propios de las particulas mediante RY =C.DR 0 bien

R =R® +DR. Es importante sefidar que para el caculo del llamado factor de forma b(q) se

usa sin embargo, como se ve en la ec. (9), e valor verdadero de los radios correspondientes a
los distintos tipos presentes en la muestra. A partir de los parametros y variables mencionados
puede calcularse la fraccion de volumen de las particul as de acuerdo a:

o9 ) (10

1

h=2°
3

T Qoz

De modo andlogo, reemplazando R por R.<¥ enlaec. (10) puede obtenerse hhs, esto esla
fraccion de volumen de las “hard spheres”.

2.2 AnéalisisInverso

El andlisis inverso del espectro de dispersién de luz es realizado mediante un esquema de
optimizacion paramétrica no-lineal para estimar la DTP y la concentracion de particulas del
sistema. Se considera que la DTP puede ser bien descripta por la funcién log-normal calculada
a partir de la estimacién de dos pardmetros g y R, de acuerdo alaec.(11). La concentracién
de particulas h es un pardmetro que afecta de manera no-lineal a modelo y puede entonces

estimarse independientemente.

% 2
£(R) = (9 /2) o dlioa(RIRy)] (12)
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Ademas son estimados un pardmetro C correspondiente a cociente entre € radio de
interaccion de las esferas del modelo y € radio verdadero de las particulas. Es importante
destacar que también se utiliz6 en lugar de C, un parametro de gjuste DR como se vio en la
seccion anterior, pero a obtener peores gjustes a las mediciones experimentales su uso fue
descartado. El Ultimo parametro K es usado para gjustar las amplitudes del modelo alas de los
datos experimentales y que es el cociente entre el cuadrado de la diferencia de longitud de
scattering Dr entre particulas y medio y la constante de instrumenta de la ec.(1) de acuerdo a

(12)

Si bien en principio es posible obtener Dr de la ec.(14) esto en la préactica no ha sido
posible debido a que las diferencias en |os arreglos experimental es para cada muestra, no puede
hallarse un Ki de referencia.

Dado que la idea fundamental del andlisis ha sido evaluar € uso del modelo para sistemas
poliméricos del tipo empleado, se pretende hallar un éptimo global dentro de todo el espacio
de parametros y sin usar mayor informacion a priori. No obstante, los valores de los
parametros se ven acotados por limitaciones fisicas del problema que llevan a plantear una
optimizacién bagjo restricciones. En particular la concentracién de particulas en e volumen es
0< h <1y un limite dado por € rango de radios de las particulas y e propio método de DLE
entre aproximadamente 0.05 y 1 micrones. Tampoco tiene sentido considerar desviaciones
menores a un décimo de la discretizacion en DR ni considerar C menores a la unidad.

Siguiendo las consideraciones mencionadas se resolvio € problema mediante un esquema de
minimizaciones sucesivas e iterativas para N condiciones inicides para cada parametro
distribuidas uniformemente en € espacio de parametros. La primera minimizacién no-linea de
laec.(13) se efectlia siguiendo € algoritmo de Nelder-Mead.

Min [1-"@h.o.C.R)- 1> (13)

g,Ryh.C

En la misma se plantea un problema de minimos cuadrados contrastando las mediciones
experimentales normalizadas 1,5 con respecto a las del modelo 1" para K=1. El uso de
mediciones normalizadas iniciamente supone dos ventgas. En primer lugar, se estima un
parametro menos (K) con lo que e problema de optimizacion se smplifica y en segundo lugar,
reduce € niimero de condicionesinicialesde N° a N*reduciendo € costo computacional. Esto
es asimismo posible por € hecho de que K solo afecta la magnitud de las intensidades
generadas por e modelo.

La segunda optimizacion de la ec.(15) emplea ahora las mediciones experimentales en
escala absoluta bajo e esgquema de Levenberg-Marquardt donde € valor de K inicial para cada
condiciéninicial es obtenido como

. IFO (14)
14 (@h,9.C. Ro)|

donde los pardmetros hallados en la ec.(13) para cada condicion inicial son usados en ambas
ecs. (14) y (15). Luego los residuos de los vaores de los parémetros hallados para cada
condicion inicial son comparados, descartandose los de mayor residuo de acuerdo a un criterio
de seleccion respecto del residuo minimo hallado. El dltimo paso es un agoritmo de busgueda
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lineal en el entorno de los valores de pardmetros seleccionados. El valor considerado Optimo es
el de menor residuo fina obtenido.

1,9, Ry, C.K) - 15°(a) (15)

Min

9,Ryh,C.K

2.3 Andlisisde Monte Carlo

Los errores asociados a la estimacion de cada parametro han sido cal culados empleando un
andlisis de Monte Carlo realizando 50 simulaciones de mediciones ruidosas para cada muestra
experimental partiendo de los resultados experimentales como condiciones iniciales. Estas
simulaciones se generaron a partir ded MHS empleando los valores de los parametros
estimados en cada medicion analizada, sumando un nivel de ruido de distribucién uniforme del
orden del experimental siguiendo latablal. Losvalores observados en esta tabla son en todos
los casos relativos a las intensidades de gjuste del modelo.

Muestra Dis_persi 6n | Pico Ruido
Ruido
50PIB025 0.0219 0.0791
50PIB025 replica | 0.0237 0.0730
50PIB5 0.0298 0.1459

Tabla 1: Nivel de ruido en las mediciones experimental es.

3 RESULTADOSOBTENIDOS

3.1 Estimacién Paramétrica a partir de datos experimentales

A continuacion se muestra una tabla con los valores de los pardmetros estimados de los
datos de las mediciones experimentales. En los casos analizados, la optimizacién numérica
tuvo una convergencia desde diferentes condiciones iniciales hacia diferentes minimos, de los
cuales se seleccionaron los de menor residuo con sentido fisico. En latabla 2 se muestran los
parametros estimados Ro y g de la distribucion log-normal de la ec.(11), junto alafraccion de
volumen de particulas h, € cociente de radios C y la constante de proporcionalidad K. Es

importante sefidar la existencia de subdptimos con una norma de residuos muy proxima a la
del éptimo elegido. Se obtuvo asimismo un gran gjuste a las mediciones realizadas como se
observaen lafigural
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Figural. Ajustes del modelo alas mediciones experimental es.
para(a) 50PIB25 (b) 50PIB25 replica (c) 50PIB5
Muestra Ro[pum] g[l/mllcrones C K hhs Residuo
50PIB025 0.1730 2.3022 0.0420 2.2125 12.7050 0455 | 0.0252
50PIB025 replica | 0.1915 3.3058 0.0339 2.1289 11.6516 | 0.3271 | 0.0081
50PIB5 0.3333 9.0388 0.0743 1.3662 8.2210 0.1895 | 0.0338

3.2 Estimaciéon Paramétrica a partir de mediciones ruidosas smuladas

Tabla 2: Parametros estimados en las mediciones experimentales.

En todos los casos |os parametros estimados a partir de datos experimentales se encuentran
dentro de los errores del andlisis de Monte Carlo. En lastablas 3, 4 y 5 se muestran los valores
medios de estas estimaciones con un error del doble de la desviacion estandar estimada.

Para las muestras de 50PIB25 originales se recuperaron DTPs con variaciones en su radio
medio de hasta un 8% y dispersiones que varian menos del 15%. Como consecuencia, las
distribuciones recuperadas presentan formas como las que puede observarse en los graficos de
barras de error de la figura 2. Por otro lado, la fraccién volumétrica estimada varia cerca del
40% mientras las estimaciones de C varian arededor del 20%.

50PIB025 Rm[pm] s [um] h C K
Estimeciones 0.1957 + 0.0954 + 0.0423 + 2.2109 + 12.7330 +
0.0132 0.0058 0.0154 0.2826 1.8578

Tabla 3: Rango de valores de parametros estimados en las simulaciones ruidosas para 50PIB25
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Figura2. Gréfico de barras de error de 2s paralas DTPs recuperadas de las
simulaciones ruidosas de 50PIB25. En rojo, la distribucion obtenida con los datos
experimental es,en linea punteada distribucién media obtenida usando las simulaciones.

Para las muestras de 50PIB25 replicadas |as distribuciones recuperadas poseen variaciones
en su radio medio de apenas un 4% y dispersiones similares que varian alrededor del 3.55%.
Nuevamente, el andlisis de errores indica que € mayor parametro que se ve afectado es €l de la
fraccion de particulas estimada, con un error del orden del 18% mientras que las estimaciones
de C varian arededor del 6%.

50PIB025 replica | Rm[um] s [um] h C K
Estimeciones 0.2095 + 0.0832 + 0.0332 + 2.1254 + 11.7510 +
0.0170 0.0022 0.0044 0.1076 0.8184

Tabla 4: Rango de valores de parametros estimados en las simulaciones ruidosas para 50PIB25_replica
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Figura3. Gréfico de barras de error de 2s paralas DTPs recuperadas de las
simulaciones ruidosas de 50PIB25 (replica). En rojo, la distribucion obtenida con
los datos experimentales, en linea punteada distribucion media obtenida.

L os resultados obtenidos para las muestras de 50PIB5 son las de mayor error y esto concuerda
con lo esperado ya que se trata de las mediciones con més nivel de ruido y ademés en estas
muestras € minimo hallado no esta claramente diferenciado de los minimos locales. En este
caso, las distribuciones recuperadas presentan una variacion significativa, divididas en dos
clases bien diferenciadas. DTPs relativamente anchas de radio medio del orden de entre 0.30 'y
0.34 micrones y DTPs angostas de radio medio cercano a 0.40 micrones como se observaen la
figura 4. Por esto, las dispersiones de las distribuciones recuperadas tienen variaciones de més
de 60%, mientras que es aln mayor la dispersién en las fracciones volumétricas con
variaciones del orden del 100% de su media como puede verse en latabla 5.

50PIB5 Rm[pm] s [um] h C K
Estimeciones 0.3445 + 0.0849 + 0.0933 + 1.3452 + 7.7011 +
0.0404 0.0494 0.0626 0.0982 2.1904

Tabla 5: Rango de valores de parametros estimados en |as simulaciones ruidosas para 50PIB5
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Figura4. Gréfico de barras de error de 2s paralas DTPs recuperadas de las
simulaciones ruidosas de 50PIB5. En rojo, la distribucion obtenida con
los datos experimentales, en linea punteada distribucion media obtenida.

4 COMPARACION CON RESULTADOSPREVIOS

En la tabla 6 se muestran los resultados obtenidos en conjunto con los publicados
anteriormente por Soulé y Elicabe (2008). Puede notarse que los pardmetros que describen la
DTP son similares a los hdlados en la referencia, mientras que los valores de la fraccion
volumeétrica resultan mas acordes a los obtenidos por MEB. Los valores de h estimados para

el modelo ALM que se observan en la tabla corresponden en realidad a un parametro aparente
sin sentido fisico.

h

Muestra Rm[um] s [um]

DEL DLE MEB | DLE DLE MEB | DLE DLE MEB

Modelo | Modelo Modelo | Modelo Modelo | Modelo

ALM MHS ALM MHS ALM MHS
50PIB25 0.24 0.1929 0.23 | 0.12 0.095 0.12 0.29 0.0420 | 0.085
50PIB25 replica 0.24 0.2066 0.19 | 0.0835 | 0.0881 | 0.091 | 0.35 0.0339 | 0.077
50PIB5 0.34 0.3426 0.31 | 0.0817 | 0.0903 | 0.11 0.35 0.0743 | 0.15

Tabla 6: Comparacion de parametros estimados mediante el MSH con los reportados en Soulé'y Elicabe (2008)
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5 CONCLUSIONES

Las distribuciones haladas empleando los datos experimentales en la optimizacion parecen
razonablesy en relativa concordancia con los obtenidos anteriormente (Soulé y Elicabe, 2008).
Existe ademés gran similitud entre los pardmetros hallados para las muestras de 50PIB25
original y replicada, lo cual resulta bastante razonable. A esto se le suma € gran gjuste del
modelo a los espectros medidos experimentalmente, con lo que es posible considerar a MHS
como adecuado para € andliss de estas muestras. El uso de este modelo en lugar del
aproximado ALM queda justificado por la estimacion de la concentracion de particulas del
sistema h que, S bien corresponden a subestimaciones de los valores calculados mediante

MEB, mantienen el orden dado por éstos ultimos.

El mayor inconveniente encontrado en €l uso del MHS es la obtencién de suboptimos algunos
de ellos cercanos en sus valores de residuos. El andliss de simulaciones muestra aln para
errores infimos la existencia de subdptimos por 10 que se puede suponer que los mismos se
deben a la no-linedidad del modelo. Estos subdptimos pueden afectar € andlisis de errores
ocasionando una alta dispersién en las estimaciones de mediciones smuladas como se observo
en e andlisis de la muestra de 50PIB5. En las mediciones de 50PIB25 (origind y réplica)
también aparecia un minimo cercano en residuo a seleccionado que fue descartado por su
carencia de sentido fisico. EIl método parece encontrarse en este sentido limitado por la
eleccién de un rango determinado en e parametro C ya que los minimos hallados parecen
diferenciarse de acuerdo a intervalo de C estimado. Como e modelo supone una relacion
entre h y C mediante la fraccion de volumen hhsde las “hard spheres’, estos dos parametros

guedan relacionados de manera inversamente proporcional. Como consecuencia de la
restriccion de hhsa valores menores a 1, quedan limitados los posibles valores de C. Los

valores estimados de este parametro con sentido fisico de las mediciones experimentales se
encuentran en un rango entre 1.36 y 2.22, mientras que los resultados de las ssmulaciones
extienden € intervalo avaores entre 1.23 y 2.5.

El andlisis de Monte Carlo realizado mostré que la fraccion de volumen h resulta la de mayor

sensibilidad a error en las mediciones. Esto puede explicarse por la bagja sensbilidad del
modelo a este parametro en la generacion del espectro de luz dispersado, esto hace que
pequefias variaciones en las mediciones de dicho espectro se propaguen en grandes errores en
la estimacion de h . También se vio que e mayor error en las estimaciones corresponde a las
mediciones més ruidosas (50PIB5) donde fueron encontradas diferentes soluciones eligiendo
entre ellas la de menor residuo con sentido fisico.
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