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Resumen: Los entramadas Smétricos, plancsy espaciales, con elementos de directriz reda e
inclinacion cualquiera, forman pate de innumerables disefios de aplicacion destinadcs a
satisfacer los requerimientos actuales de las ingenierias civil, mecanica, naal y
aeroespacial.

En un escaldon e necesidades asociadas cabe dtar e conocimiento exhauwstivo de las
vibraciones libres de barrasinclinadas con dstintas restricaones en sus exremos.

En e presente estudio las vibraciones axisimétricas de las estructuras citadas ©n andizadas
mediante un modelo simplificado de una bara inclinadacon e extremo inferior fijjo en €
espacio y d extremo superior guiado,es dedr, conla pasibilidad e moverse en unaranua o
hendidura vertical sin fricaon.

Por otra pate, € efedo del esfuerzo axial inducido duante la vibracién de una bara resulta
apredable solamente aiandolas amplitudes de la vibracién lateral, son g-andes comparadas
con la dmension minima del elemento estructural. Ademas, es sabido gie las frecuencias de
las vibraciones axiles on de mayor orden gque aquellas de las vibraciones laterales (ver, pa
gemplo, L.W. Rehfield, Internationd Journal of Sdids and Structures, Vol..9, 581590
(1973)). De alli que, para vibraciones de pequefia anplitud noestan acopladas, como se las
identifica cominmente en las teorias convenciondes.

Dela adicacion cH principio de Hamilton d funciond energético se obtienen das ecuaciones
no lineales, que para vibraciones pequeiias y funciones de primer orden, se identifican con las
usadas sparadamente para vibraciones axilesy laterales.

Como resultado, se obtienen las eauaciones de freawencias para dstintos casos de
vinculaciones extremas, asi como se suministran en forma de Tablas los valores numéricos de

las primeras tres freauencias naturales, siempre en funcion ce los parametros involucradas.
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1. INTRODUCCION

Consideremos una barra prismética, inclinada y elastica de longitud L y que eta
representada en la figura 1. Sean x e y las coordenadas axia y transversal, con el origen
locdizado en el centroide de la secadn transversal del extremo inferior. El extremo superior
satisfacela wndcidn e que d desplazamiento haizontal en e mismo, resultante de los

desplazamientos U y V , esnulo;

Usena +Vcosa =0 en X=L @)
B
Figurala Figuralb
Ademas expresamos:
X:i; U :g; V:! (2a-c)
L L L

La energia dnéticadel sistema es:

Ec:AELtJ:JO' ¥§+E}8£§ijdt 3

23? [lot
donck A esel areadelasecciontransversal, E esel moduo de dasticidad, y en la aal
Eg
p* = 4
yLZ ( )

siendo g la acéeracion ¢k la gravedad y y el peso espedfico de la barra. Por otro lado, la
energiapatencial del sistema paravibradonesfinitas, eslasiguiente:
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_AEL:SfPU 10V H 1ipv s
IgHGX 2|j6x 0 H ?‘!Eg?édxiblt ©)

_ L

A ©

siendol e momento de inerciarespecto a ge z
La condcion e restriccion (1) se puede tomar en consideraddn wsando e multi pli cador de

Lagrange que simbdlizamos con A. Entonces, un funcional equivalente ala funcion de
L agrange se puede obtener como sigue:

donce:

t1
F.=E.-E,-AE L}\I[U sena +V cosa |, dt (7)
t

Cuando aplicamos e principio de Hamilton a este funcional, y asumimos que los

desplazamientos virtualesdU ydV son ndos para aiaquier intervalo de tiempd[ty, t1], se
obtienen las sguientes dos eauaciones nolinedes:

2
10U _0pu 1pAVIH o

B7 o7 ox[ox | 2Da X0 H (83
10V, 0PU 1VARY U IGVARY 1oy
B* ot? +0XHOX Z%QHOX Hox +2D oxOPa R =0 (8b)
En vistade la mndcion (1), asumimos:
U:fUl+€2U2+[D]I (93)
V =&V, +&%V, +I (9b)

en lascuales & esla anplitud.

Para pequefias amplitudes, es decir & >> &2, y empleandolas funciones de primer orden U
y Vi1, se obtienen las sguientes eauaciones:

19%U, 9%,
B* ot>  ox’

=0 (10a)

1039



S. Maiz, M. Maurizi, C. Rossit

1 0%, 1 a%.
————=0 (10b
B° ot R* ox
Ambas onidénticas a las usadas sparadamente en vibradones axiales y transversales de
una barra® Y%,

Para la barra AB que nos ocupa, con e extremo inferior A fijo en e espado y empleando
andlisis variadonal, se obtienen las sguientes condciones de borde:

U,=0 en x=1 (11a)
L+Asena =0 en x=1 (11b)
(o)
V,=0 en x=0 (12a)
N g6 ®™isg en x=0 (12b)
0X 0X
%:O 0 62\21 =0 en x=1 (13a-b)
0X 0X
‘?;ﬁ—RZA cosr =0 en x=1 (130)

alas que se agregala wmndcion:
U,semo +V,cosa =0 en x=1 (14

En conseauencia, €l multiplicador de Lagrange A puede interpretarse fisicanente wmo la
reaccion haizontal adimensionalizada en €l extremo superior B. Esta nueva incognita A,
involucrada en las condciones (11b) y (13c), estd compensada por la condcion adicional (14).

2. ECUACIONESDE FRECUENCIAS
Sean:

U, (X,t) = u(x)sen(pt) (158)

V, (x,t) =v(x)sen(pt) (15b

Sustituyendo estas dos funciones en |as ecuadones (10), oltenemos:
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0°u  [k* QO _
7 TE =0 (16)

4
OV _kv=0 (168
En las cuales:
PR
k = (17)
B

Con p simbadlizamos la freauencia drcular natural del sistema que nos ocupa y con k €
coeficiente de freauencia. Por otra parte, las condciones (11) a(14) devienen en:

u=0 en x=0

(183)
ou
—+Asena =0 en x=1 (18b)
0X
v=0 en x=0 (19
2
@:Oéa—\;:o en x=0 (20a-b)
0X 0X
2
No062V=0 enx=1 (21a:b)
0X 0X
3
g \;—Rz)\cosazo en x=1 (22)
0X
usena +vcosa =0 en x=1 (23

Teniendoen cuentalas condciones (18), lasolucion ce laecuacion (16a) es:

u(x):—/\—Rsenatan 2 (24)
e

A su vez, lasolucion general de laecuadon (16b) es:
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v(x) = C,senkx) + C, cos(kx) + C, senhkx) + C, coshkx) (25)

Donce Cy, Cy,, C3y C4 son constantes de integracion e seran determinadas para cala uno
de los casos de barras vinculadas que acontinuacion se anali zan.

3. BARRA INCLINADA CON EXTREMOSARTICULADO-"ARTICULADO"

Para estetipo de barrasy cumpliendocon las condciones de borde(19), (20b), (21b) y (22),
lasolucion cela(25) resulta:

R? coda )sentk)ser(kx)+ ser(k )senHkx)]

V(X) =- A
k®[senHk)cogk)- cosHk)ser(k)|

Por dltimo, sustituyendo las ecuadones (24) y (26) en la ondcion (23), y para A 0,
obtenemos la siguiente ewiadon e frecuencia:

an?(a)+ 2co cos? (ar )senHk)ser(k) _
t . t%%[sent(k )eodk) - cosh(k)ser(k)] 0 @0

Los resultados de esta ewadon ce frecuencias son presentados en la Tabla 1, done los
cinco (5) primeros valores de k estan calculados en funcion e a y dorde d pardmetro R
asume las magnitudes 200, 100y 50.

S a=0,laewacion (27) sereduce a

2
COSE% E= 0 (28)

(26)

6 sen(k)=0 (29)
para k # 0. Ambas s satisfacen respedivamente para:
k:\/nR’\/SnR’J&TRW (30
2 2 2
y k =m, 2m,3m,... (31)

gue son respectivamente los coeficientes de freaencias de las vibradones axiles y
transversal es desacopladas de una viga articulada— “articulada™”".
Por otra parte, cuando a = 71/2 la ewacion (27) exige que:

k 2
SenEE E: 0 y entonces (32

1042



S. Maiz, M. Maurizi, C. Rossit

k = /iR, /21R,+/31R, ... 6 (33
tanh(k) = tan(k) y en consecuencia (39)
k =0;3,927;7,069;10,210;... (35)

En este cao, las frecuencias de vibradon desacopladas, tanto axiles como transversales,
respedivamente, son |as correspondentes aunaviga aticulada— libre>”.

En el caso del valor k = 0, incluido en (35) debe aclararse que tiene sentido fisico toda vez
gue corresponck d movimiento de aerporigido ce la estructurainestable.

4. BARRA INCLINADA CON EXTREMOSARTICULADO-"EMPOTRADQO"

Si se awumplen las condciones (19), (20b), (21a) y (22), la solucion ce la ewiadon (25)
resulta

v(x) = —AR? coda )(cosHk)serfkx) - codk)sentfikx))(2k® codk)costkx)) 36)

La condcidn (23), para A # 0, suministra la ealacion ce freauencia para d caso que se

andliza:
tan?(a )+ cot%rj % @tan(k) ~tanh(k))=0 (37)

Esta expresion, pra k # 0y a = 0, también se reduce ala ewadon (34) para las
vibradones transversales y ala ecuacion (28) paralas vibradones longitudinales.
Enel caso que a =11/2, la ewiad6n (37) dalugar paravibradones transversaes a:

tan(k) - o (39)
y en conseaiencia,
=1L 3o (39
2 2 2

En e caso delos modas longitudinales responck ala ecuacion (32).

Estas resultan ser las frecuencias de vibrad6n ce una viga aticulada-“guiada’>’. Los
resultados numeéricos de las cinco primeras freauencias, correspondentes alas eauadones (37)
y (38), aparecen listadas en la Tabla 2.

5. BARRA INCLINADA CON EXTREMOSEMPOTRADO-" ARTICULADQO"

Cuando se satisfacen las condciones (19), (20a), (21b) y (22), la solucidén ce la ecuacion
(25) tiene la siguiente forma:
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=2 1 codecosh)] (code)+ costifsered-sentod)-
(et rsentd)cofi)-costio) ]

Al aplicar la omndcion (23), y para A # 0, resultalasiguiente ewiacion de freauencias:

tan(a )+ cot%k—%—ﬁ(ser(k cosHk)- cogk)senHk)) _ ~0 n

(1+ codk)cosHk))

Los autovalores que se obtienen de esta ecuaddn se presentan en la Tabla 3 para las
primeras cinco frecuencias de vibradon. Para d caso limitede a =0 y k#0, la ewacion
(41) sereduce ala mnocidaecuaddn (34) y ala(28).

En € otro caso limite, cuando a = 11/2, oltenemos, para modas transversales:

1+codk)cosHk)=0 (42)

apartir del cual:
k =1.8754.694,7.855... (43

y nuevamente la ewacion (32) para los modcs longitudinales, valores citados en las
referencias [5] paralaviga enpotrada-libre.

6. BARRA INCLINADA CON EXTREMO INFERIOR EMPOTRADO Y EXTREMO
SUPERIOR EMPOTRADO EN ROTACION.

Si se satisfacen las condciones (19), (204), (21a)y (22), lasolucion (25) resulta ser:
= —a co% @22 (serfk)coslfk)+ co&(k)senl(k))Er
[(serfk) + senfkJserfiod) - senic) - (codk) - costik))(cogkn) - costfiod)

A continuadoén, y apartir dela ondcion (23), la ewiaddn ¢k frecuencias obtenida es:

an®(a)+co 1+ cogk)cosHk)) ~ \
t tE&%’[(ser(k COSf'(k COS(k)8en}(k)) =0 (45)

Los resultados de esta ewadon, correspondentes a las primeras cinco frecuencias,
aparecen tabulados en la Tabla 4.
Cuando a =0, lamismasereduce a

1+cogk)cosik)=0 (46)

(44)

dela ad
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k =4.730 7.853 10.996.... (47)

0 ala ewaddn (28), como aparece registrado en las referencias [5] para vigas dodemente
empotradas.

Asimismo, cuandoa = 71/2 ohtenemos, paramodas transversales:
tan(k)+ tanh(k) =0 (48)
por lo tanto
k =2.365 5.498 8.639 ... (49

y también responce ala mnocida ewiadon (32), para los modos longitudinales, como se dta
en las referencias [5-7] para vigas empotradas-guiadas.

7. RESULTADOS

Tabla1: Primeros cinco coeficientes de frecuencia
paraviga ARTICULADA-*ARTICULADA” en funcion de a

a 0° 150 30° 450 60° 75° 90°
ke 3142 | 3141 | 3,139 | 3,135 | 3,123 | 3,054 | 3,927
R=50 ko 6,283 | 6,279 | 6,262 | 6,219 | 6,085 | 5463 | 7,06¢
ke 8,862 | 8,819 | 8689 | 8454 | 8038 | 7,393 | 10,21C
Ka 9,425 | 9,455 | 9,536 | 9,661 | 9,836 | 10,063 | 12,53:
ke | 12,566 | 12,566 | 12,566 | 12,564 | 12,561 | 12,551 | 13,35.
ke 3142 | 3,141 | 3,141 | 3,140 | 3,137 | 3,120 | 3,927
ko 6,283 | 6,282 | 6,279 | 6,270 | 6,243 | 6,088 | 7,06¢
R=100| ke 9,425 | 9,421 | 9,405 | 9,365 | 9,238 | 8,564 | 10,21(
ke | 12,533 | 12,405 | 12,222 | 11,949 | 11,471 | 10,643 | 13,35.
ke | 12,566 | 12,677 | 12,801 | 12,935 | 13,090 | 13,259 | 16,49:
ke 3,142 | 3,142 | 3,141 | 3,141 | 3,140 | 3,136 | 3,927
ko 6,283 | 6,283 | 6,282 | 6,280 | 6,274 | 6,238 | 7,06¢
R=200| ke 9,425 | 9424 | 9421 | 9413 | 9,390 | 9,254 | 10,21(
ke | 12,566 | 12,564 | 12,556 | 12,534 | 12,465 | 12,034 | 13,35.
ks | 15,708 | 15,700 | 15,670 | 15,591 | 15,342 | 14,341 | 16,49:
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Tabla 2: Primeros cinco coeficientes de frecuencia
paraviga ARTICULADA-“EMPOTRADA" en funcion de a

a Qe 15° 30° 45° 60° 75° 90°
k1 3,927 3,925 3,918 3,901 3,851 3,584 1,571
R=50 ko 7,069 7,053 6,994 6,844 6,439 5,464 4,71z
ks 8,862 8,820 8,689 8,463 8,169 7,933 7,854
Ka 10,210 | 10,235 | 10,310 | 10,437 | 10,623 | 10,855 | 10,99¢
Ks 13,352 | 13,343 | 13,312 | 13,240 | 13,073 | 12,757 | 12,53¢
k1 3,927 3,926 3,925 3,920 3,908 3,840 1,571
ko 7,069 7,066 7,056 7,029 6,947 6,476 4,71z
R=100 ks 10,210 | 10,198 | 10,150 | 10,025 9,645 8,568 7,854
K4 12,533 | 12,468 | 12,279 | 11,960 | 11,513 | 11,121 | 10,99¢
Ks 13,352 | 13,392 | 13,500 | 13,654 | 13,843 | 14,040 | 14,137
k1 3,927 3,926 3,926 3,925 3,922 3,905 1,571
ko 7,069 7,068 7,066 7,060 7,041 6,935 4,71z
R=200 ks 10,210 | 10,208 | 10,200 | 10,180 | 10,117 9,723 7,854
Ky 13,352 | 13,346 | 13,324 | 13,265 | 13,069 | 12,094 (| 10,99¢
ks 16,493 | 16,466 | 16,364 | 16,110 | 15,506 | 14,511 | 14,137

Tabla 3: Primeros cinco coeficientes de frecuencia
paraviga EMPOTRADA-“ARTICULADA" en funcién de a

a Qe 15° 30° 459 60° 75° 9Q°
k1 3,927 3,926 3,923 3,915 3,891 3,760 1,87¢
R=50 ko 7,069 7,061 7,032 6,956 6,733 5,910 4,694
ks 8,862 8,841 8,769 8,621 8,354 8,007 7,85¢E
Ka 10,210 | 10,223 | 10,265 | 10,348 | 10,501 | 10,764 | 10,99¢
Ks 13,352 | 13,347 | 13,332 | 13,294 | 13,191 | 12,892 | 12,53¢
k1 3,927 3,926 3,926 3,924 3,918 3,886 1,87¢
ko 7,069 7,067 7,062 7,049 7,009 6,773 4,694
R=100 ks 10,210 | 10,204 | 10,181 | 10,120 9,928 9,075 7,85E
Ky 12,533 | 12,500 | 12,392 | 12,183 | 11,800 | 11,244 | 10,99¢
ks 13,352 | 13,373 | 13,437 | 13,549 | 13,723 | 13,968 | 14,137
k1 3,927 3,927 3,926 3,926 3,924 3,917 1,87¢
ko 7,069 7,068 7,067 7,064 7,055 7,004 4,694
R=200 ks 10,210 | 10,209 | 10,205 | 10,195 | 10,165 9,981 7,85E
K 13,352 | 13,349 | 13,338 | 13,309 | 13,218 | 12,657 | 10,99¢
ks 16,493 | 16,479 | 16,429 | 16,299 | 15,935 | 14,885 | 14,137
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Tabla4: Primeros cinco coeficientes de frecuencia paraviga
EMPOTRADA-“EMPOTRADAEN ROTACION” en funcion de a

a 0° 15° 30° 450 60° 75° 90°
ke 4,730 | 4,727 | 4,715 | 4,686 | 4595 | 4,144 | 2,36F
R=50 ko 7853 | 7,821 | 7,708 | 7,448 | 6,902 | 5,980 | 5,49€
K 8,862 | 8,850 | 8813 | 8757 | 8,698 | 8,655 | 8,63¢
ke | 10,996 | 11,009 | 11,054 | 11,142 | 11,298 | 11,552 | 11,781
ke | 14,137 | 14,114 | 14,032 | 13,847 | 13,481 | 12,925 | 12,53¢
ke 4,730 | 4,729 | 4,727 | 4,720 | 4,699 | 4,580 | 2,36E
ko 7853 | 7,849 | 7,834 | 7,796 | 7,673 | 7,017 | 5,49€
R=100| k |10,996 | 10,975 | 10,897 | 10,697 | 10,179 | 9,142 | 8,63¢
ke |12,533 | 12,500 | 12,396 | 12,219 | 12,001 | 11,836 | 11,781
ke | 14,137 | 14,159 | 14,226 | 14,347 | 14,535 | 14,778 | 14,92¢
ke 4,730 | 4,730 | 4,729 | 4,727 | 4,722 | 4,694 | 2,36F
K 7853 | 7,852 | 7,849 | 7,841 | 7,815 | 7,663 | 5,49€
R=200| ks |10,996 | 10,993 | 10,983 | 10,957 | 10,873 | 10,353 | 8,63¢
ke | 14,137 | 14,129 | 14,100 | 14,020 | 13,756 | 12,663 | 11,781
ke | 17,279 | 17,206 | 16,998 | 16,624 | 15,972 | 15,183 | 14,92¢

8. CONCLUSIONES

Las luciones ohbtenidas en € estudio de las vibraaones de barras inclinadas resultan

exadas sempre que las amplitudes consideradas san pequefias. Cuando éstas n
moderadamente incrementadas, es deseable asumir las funciones U, y V.. Estas  pueden
obtener mediante la sustitucion e las sries (9) en las eauaciones (8), dando como resultado
dos eauadones smilares alas eauaciones (10).

El tratamiento desarrollado en el presente trabajo puede ser aplicado a otras estructuras con
miembros inclinados, par emplo, cuando se trata de materiali zar la secaon meridiana de un
cono truncado. De dli que la seauencia operativa puede ser seguida awando se andizan
vibradones de cdcaras y cubiertas conicas.
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