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Resumo. O objetivo deste trabalho € identificar os modos ndo-lineares de vibragdo através das secdes
de Poincaré em sistemas estruturais que apresentam o fend6meno de acoplamento entre os modos de
flambagem. Uma caracteristica usual de estruturas com acoplamento modal € a existéncia de diversas
simetrias. Estas simetrias levam nfo s6 a coincidéncia de cargas criticas, mas também a coincidéncia
de freqii€ncias naturais, levando a ressonancias internas, e a existéncia de mais modos de vibragdo
que o nimero de graus de liberdade, os chamados modos ndo-lineares de vibragdo. O conceito original
de modos ndo-lineares € considerado como uma extensao dos modos lineares, e tem se tornado uma
ferramenta util na andlise de vibragcdes ndo-lineares. Conforme o conceito original, os modos ndo-
lineares sdo movimentos sincronos que apresentam uma relacdo bem definida entre as coordenadas
generalizadas, isto é, todas as coordenadas generalizadas executam movimentos de mesmo periodo,
passando pela posicdo de equilibrio e alcangando seus deslocamentos maximos simultaneamente. O
conceito original de modos ndo-lineares foi modificado nas dltimas décadas e hoje se define um modo
ndo-linear como um movimento em vibragdo livre que se realiza em uma variedade bidimensional
invariante inserida no espaco de fase do sistema. Como as variedades sdo invariantes, isso significa
que, se as condi¢des iniciais estdo em uma dessas variedades, o movimento correspondente
permanece nesta variedade. A vantagem dessa defini¢do é que ela incorpora a defini¢do original como
um caso particular e € apropriada para sistemas conservativos e ndo-conservativos. Uma forma
eficiente de se determinar numericamente a existéncia dos modos ndo-lineares sdo as secdes de
Poincaré. Aplicando as técnicas de aproximacdo das secdes de Poincaré, pode-se determinar
analiticamente o fluxo global do sistema dindmico suficientemente préximo ao modo normal, e assim
obter-se uma descricdo completa e mais detalhada dos modos ndo-lineares e de sua estabilidade. O
presente trabalho revela que é possivel identificar todos os modos nao-lineares de vibracao através das
secoes de Poincaré. A metodologia computacional empregada para a determinacdo das secdes de
Poincaré é de baixo custo computacional e pode ser estendida para outros sistemas estruturais
discretos.
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1 INTRODUCAO

A busca por estruturas mais econdmicas tem levado a sistemas estruturais cada vez mais
leves e, conseqiientemente, a elementos estruturais mais esbeltos. Quando se aumenta a
esbeltez de um dado elemento estrutural, o seu mecanismo de colapso pode sofrer
significativas mudangas qualitativas. Por exemplo, a medida que uma coluna se torna mais
esbelta, em vez da ruina ocorrer por se atingir a capacidade de carga da se¢do, esta pode
ocorrer por perda de estabilidade e conseqiiente aparecimento de grandes deflexdes. Assim,
para se projetar uma estrutura esbelta, deve-se usar o chamado critério de estabilidade.

Em elementos estruturais esbeltos, a ndo-linearidade geométrica é muito importante e da
origem a varios fendmenos que nao sao encontrados em sistemas lineares. Estes fendmenos
incluem a existéncia de multiplas configuracdes de equilibrio (estdveis e instaveis) e de pontos
de maximo e minimo ao longo do caminho nao-linear de equilibrio (pontos limite) onde a
estrutura pode exibir saltos dinamicos.

A compreensio do fendmeno de flambagem em sistemas estruturais passa pela
determinacgdo da carga de flambagem (carga critica e modo critico), da soluc¢ao pré-flambagem
(solu¢do fundamental) e das solucdes pds-flambagem (solugdes pds-criticas e solucdes
secundarias), Croll e Walker (1972).

A pedra fundamental da anélise estrutural moderna pés-flambagem € o trabalho de Koiter
(1967), onde se mostra a influéncia de imperfei¢des geométricas iniciais no comportamento
pos-flambagem de sistemas estruturais, na capacidade de carga da estrutura e na reposta
estrutural ndo-linear. A teoria inicial pés-flambagem de Koiter foi posteriormente detalhada e
aplicada por, entre outros, Chilver (1972), Croll e Walker (1972) e Thompson e Hunt (1973)
na Inglaterra e Budiansky (1974) e Hutchinson (1974) nos Estados Unidos. Estes trabalhos
sdo a base da moderna teoria de estabilidade estrutural (El Naschie, 1990; Bazant e Cedolin,
1991). O principal mérito desta teoria consiste em explicar como a andlise pds-flambagem
pode ajudar no entendimento do comportamento nao-linear de estruturas suscetiveis a
flambagem.

Isto € particularmente importante na andlise de sistemas sujeitos a bifurcacdo simétrica
instavel e assimétrica. Nestes sistemas, para cargas inferiores a carga tedrica de flambagem
tem-se, supostamente, que o sistema estd em uma configuracdo segura, ja que o equilibrio,
segundo uma andlise local da estabilidade, é estivel. Contudo isso ndao € completamente
verdade. O sistema pode flambar para niveis de carga muito inferiores a carga critica devido
ao efeito simultineo de imperfeicdes iniciais e perturba¢des dinamicas. Para niveis de
carregamento inferiores a carga critica tais sistemas exibem mais de um ponto de equilibrio,
sendo a posi¢do de equilibrio estavel pré-flambagem rodeada por pontos de sela, pontos de
equilibrio instdvel, que definem a fronteira do vale potencial pré-flambagem. Assim se as
perturbacdes ultrapassarem a fronteira do vale pré-flambagem, a resposta pode divergir para
uma nova posi¢ao de equilibrio ou para infinito. Neste caso a estrutura perde a estabilidade
para cargas inferiores a carga critica da estrutura. Esta regido segura decresce com o aumento
da carga estdtica e se torna nula no ponto critico, assim a carga critica é apenas um limite
superior da capacidade de carga da estrutura. As imperfeicdes diminuem a carga tedrica de
flambagem e ao mesmo tempo mudam a topologia da energia potencial do sistema,
diminuindo a regido segura e mudando conseqiientemente seu comportamento dinamico nao-
linear e sua estabilidade global (Gongalves et al., 2007). Estruturas sujeitas a bifurcacao
simétrica instavel ou assimétrica sdo conhecidas como estruturas sensiveis a imperfei¢cdes.

O entendimento do comportamento global de sistemas estruturais com varios graus de
liberdade com comportamento pés-critico instdvel € particularmente importante, pois tais
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sistemas podem ainda apresentar acoplamento modal, ou seja, a interacao de diferentes modos
com cargas de flambagem muito préximas ou iguais, levando ao surgimento de novos e
inesperados caminhos de equilibrio.

Existem muitas estruturas para as quais a diferenca entre as cargas criticas associadas a
diferentes modos de flambagem € muito pequena ou nula. Tais estruturas apresentam
freqiientemente o fendmeno de acoplamento modal ou interacdo modal. Essencialmente, o que
acontece € que duas solugdes pds-criticas distintas, cada uma delas associada a um modo de
flambagem, emergem de dois pontos criticos que s@o muito proximos ou coincidentes. Em
virtude da ndo-linearidade, podem surgir novas solucdes pods-criticas associadas a solucdes
acopladas com comportamento muitas vezes distinto do comportamento associado as solucdes
desacopladas (Augusti, 1964; Chilver e Johns, 1969; Croll e Walker, 1972; Thompson e Hunt,
1984; Bazant e Cedolin, 1991), mudando substancialmente o comportamento da estrutura.

O acoplamento modal é um fendmeno de grande importancia na andlise da estabilidade de
estruturas, particularmente no estudo da estabilidade de placas, cascas, perfis de chapa
dobrada a frio e alguns poérticos, como mostram os trabalhos de Bazant e Cedolin (1991),
Brubak e Hellesland (2007), Chen e Yu (2006), Dinis et al. (2007), Kiymaz (2005),
Kolakowski (2007), Quin et al. (2007) e Tvergaard (1973), dentre outros. Um caso extremo &
a casca cilindrica sob compressao axial, que pode exibir para certas geometrias um nimero
infinito de cargas de flambagem coincidentes (Brush e Almroth, 1975; El Naschie, 1990;
Pignataro et al., 1991; Thompson e Hunt, 1984).

Em alguns casos, a solu¢ao segura pré-flambagem pode ser circundada por varios pontos
de sela, conduzindo a vdrias bifurcagdes locais e globais e, conseqiientemente, a uma
topologia complexa no espaco de fase. O comportamento deste tipo de estrutura pode tornar-
se ainda mais complexo se houver freqii€ncias naturais coincidentes ou quase coincidentes,
levando o sistema a uma possivel ressonancia interna (Del Prado, 1999; e Gongalves e Del
Prado, 2005).

Muitas das solucdes apresentadas na literatura, em virtude da solucdo modal adotada,
necessitam considerar um nimero elevado de modos para se obter a convergéncia do caminho
pos-critico (Yamaki, 1984). Entretanto, varios estudos nas dltimas décadas revelam que, desde
que sejam retidos os modos corretos que expressam o necessdrio acoplamento modal e a
conseqiiente quebra de simetria, podem-se construir modelos simplificados com um nimero
razoavelmente pequeno de graus de liberdade que sejam capazes de descrever
qualitativamente e quantitativamente o comportamento ndo-linear de sistemas estruturais.
Contribui¢des neste sentido foram apresentadas por Batista (1979), Antonini (1981), Cowell e
Hunt (1985), Hunt et al. (1986), Gongalves (1987), Santee (1988) e Del Prado (2001).

Na literatura pode-se destacar o modelo cldssico de Augusti (1964), por representar uma
grande classe de problemas estruturais com interacdo modal. O estudo detalhado deste modelo
pode ser encontrado em Croll e Walker (1972), Bazant e Cedolin (1991), Del Prado (1999) e
Raftoyiannis e Kounadis (2000), dentre outros. O modelo de Augusti apresenta duas cargas
criticas iguais associadas a dois modos de flambagem distintos. Quando considerados
desacoplados, esses modos levam a um comportamento pés-critico estdvel (bifurcagcao
simétrica estdvel). Porém, quando se considera o acoplamento entre os dois modos, as
solucdes pos-criticas desacopladas tornam-se instaveis e surgem novas solugdes pds-criticas
instaveis que passam a delimitar as oscilacdes da estrutura no vale pré-flambagem.

Embora existam muitos trabalhos publicados sobre acoplamento modal na presenca de
cargas estdticas, sua influéncia no comportamento dindmico tem sido objeto de poucos
estudos, sendo esta uma drea que precisa ser mais pesquisada devido a sua importancia na
engenharia estrutural. A andlise da instabilidade dinamica, apesar de sua grande importancia
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técnica, tem recebido pouca atencdo na literatura. Na verdade pouco se conhece ainda hoje
sobre o comportamento ndo-linear e perda de estabilidade de estruturas sob cargas dinamicas.

No ambito da dindmica ndo-linear de sistemas com interacdo modal e sujeitos a bifurcacdes
instaveis, a regido segura da solucdo fundamental é delimitada pelas 6rbitas dos pontos de sela
das solucdes poés-flambagem e corresponde ao vale potencial pré-flambagem. O objetivo do
projeto estrutural é preservar a integridade da configuragao pré-flambagem. Porém, muitas
vezes, a identificacdo desta regido segura ndo € trivial, particularmente quando se tem a
presenca de imperfei¢cdes geométricas e perturbacdes dindmicas. Assim, para quantificar a
integridade dinamica destes sistemas, € necessdria uma andlise paramétrica da evolugdo destas
regides seguras (bacias seguras de atragdo) no espago de fase (Lansbury e Thompson, 1992;
Rega e Lenci, 2005; Soliman e Gongalves, 2003). Para sistemas conservativos, a andlise da
regido segura € realizada usando-se as ferramentas e conceitos da mecanica Hamiltoniana
(Arnold, 1989; Greenwood, 2003; Meirovitch, 2003).

Uma caracteristica usual de estruturas com acoplamento modal é a existéncia de diversas
simetrias (Hunt et al., 1986). Estas simetrias levam n@o s6 a coincidéncia de cargas criticas,
mas também a coincidéncia de freqii€éncias naturais, levando a ressonancias internas, € a
existéncia de mais modos de vibragdo que o nimero de graus de liberdade, os chamados
modos ndo-lineares de vibracdo. O conceito de modos nao-lineares, apresentado inicialmente
por Rosenberg (1961, 1962, 1966), é considerado como uma extensao dos modos lineares, e
tem se tornado uma ferramenta util na andlise de vibra¢des ndo-lineares. De acordo com
Rosenberg, os modos nao-lineares sdo movimentos sincronos que apresentam uma relagao
bem definida entre as coordenadas generalizadas, isto é, todas as coordenadas generalizadas
executam movimentos de mesmo periodo, passando pela posi¢ao de equilibrio e alcancando
seus deslocamentos méaximos simultaneamente. O conceito original de modos nao-lineares
apresentado por Rosenberg foi modificado por Shaw e Pierre (1991) que definiram um modo
ndo-linear como um movimento em vibra¢do livre que se realiza em uma variedade
bidimensional invariante inserida no espaco de fase do sistema. Como as variedades sdo
invariantes, isso significa que, se as condi¢des iniciais estdo em uma dessas variedades, o
movimento correspondente permanece nesta variedade. A vantagem dessa defini¢do é que ela
incorpora a definicdo de Rosenberg como um caso particular e é apropriada para sistemas
conservativos e nao-conservativos. Vakakis tem também contribuido bastante para o
entendimento dos modos nao-lineares e sua aplicacio em engenharia (Vakakis, 1991;
Vakakis, 1997). Outras contribui¢des importantes incluem os trabalhos de Nayfeh (1995),
Manevitch (2001) e Adrianov (2008). No Brasil, devem-se destacar os trabalhos de Mazzilli e
colaboradores na determinacdo de modos nao-lineares, usando o método dos elementos finitos
(Mazzilli e Baracho Neto, 2002).

O objetivo do presente trabalho é mostrar que € possivel identificar todos os modos nao-
lineares de vibragdo através das secdes de Poincaré. Explicitando que a metodologia
computacional empregada para a determinacdo das se¢des de Poincaré é de baixo custo
computacional e pode ser estendida para outros sistemas estruturais discretos.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

A Figura 1(a) ilustra o modelo de Augusti. O modelo é um pé€ndulo espacial invertido
composto de uma barra rigida de comprimento [/, com uma massa m acoplada na
extremidade superior e rotulada na base, com os deslocamentos laterais restritos por duas
molas lineares rotacionais, k, e k,, que se encontram inicialmente em dois planos

perpendiculares e giram com a propria barra. Os angulos 6, ¢ €, medem as deformagoes das
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molas rotacionais e foram escolhidos como os dois graus de liberdade do modelo (Figura

1(b)).

(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 1: Modelo de Augusti

A energia potencial total do sistema é dada por:

V_lwpz la)pz
2 A

V= > ==
ml> 2 A

6>+ 0, -, (1-+/1-sin’ 6, —sin>,) (1)

onde P=mg, A=P/Pcr, a)p2 =g/l (freqiéncia natural de um péndulo simples),

kim*=w/A, k =k, =k e Pcr; = Pcr, = Pcr=k/1.

J4 a energia cinética é dada por:

(91 cos@;sinb, + 6, cosb,sinb, )2
cos’ 6, +cos’* 6, —1

= mj;z =% 6,> cos® 6, +6,” cos” 6, +

=l

2)

A mecanica Lagrangiana descreve o movimento de um sistema mecanico por meio de sua
configurac@o no espaco. Na mecanica, a funcao:

(91 cos@sinb, + 6, cos ,sin6, )2
cos’ 6, +cos* 8, —1

L(6,,6,) =7_“—\7=% 6> cos’ 6, +6,” cos’ 6, +
3)

2 2
(1) a
%7"012 —%7"922 +@," (1—+/1-sin’ 6, —sin> 6, )

¢ conhecida como a funcdo de Lagrange ou Lagrangiano, onde 6, s3o as coordenadas
generalizadas, Q as velocidades generalizadas, 0L/d8, = p, as forgas generalizadas e

8L/ 06, = p. as quantidades de movimento generalizadas.

As equacdes de movimento do sistema sdo obtidas, usando o principio de Hamilton, onde a
evolucdo de 8, com o tempo € relacionada as equacdes de movimento de Euler-Lagrange:
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ia(f)_a(T)Jra(V) 0
dt 00, 06, 06,

“4)

Para o modelo de Augusti as equacdes de movimento em termos das coordenadas
generalizadas 6, e 6,, sdo dadas por:

(91 (—cos” 8, cos” 8, +cos* 8, cos” 8, +cos” 8, cos” 8,)
+6,(—cos6,senb, cos B,send, +cos® B;send, cos B,senb,
+cos@,senb, cos® B,send,) + 6, (—cos H,send, cos* 6,
+cos@,send, cos” 6,) + 6, (cosf,send, — 2cos f;send, cos” 6,
—cos’ @sené, +2cos’ 6, cos” G,senb, +cos, cos* G,senb,)

.. 5
+6,6,(2cos” 6, cos,senf, —2cos* G, cos 6’2sen6’2)) )

2

w cos@send
+ a7”(01—¢1)—a)p2 ettt

(1-2cos26,
\/1—sen26’1 —sen’6,

—2cos’ @, +cos* 6, +cos* 6, +2cos’ 6, cos> 6, )=0

(6,(—cos® 8, cos 8, +cos* 8, cos” 6, +cos> 6, cos* 6,)

+6,(—cos 6,sen, cos ,5en b, +cos’® G sené, cos B,sen 6,

+cos@,send, cos’ B,send, ) +6,” (—cos” 6, cos f,senb,

+cos’ 6, cosb,senb,) + 6, (cosB,sen, —2cos’ 6, cos ,sené,

—cos’ 8,sené, +2cos” 6, cos’ G,senb, +cos” 6, cosB,senb,) 6)
+6,0,(2cossené, cos” 6, —2cos b;senb, cos” 6, ))

2

(0] cosd,senfb.
+ 7p(92_¢2)_(0p2 2 2

\/1—sen26’1 —sen’6,

(1-2cos* 6,
1

—2cos’ @, +cos* 6, +cos* 6, +2cos’ 6, cos 6, )=0
O sistema de equacdes de movimento de Lagrange (5-6) é equivalente ao sistema de 2n
equacdes de primeira ordem, conhecidas como equagdes de Hamilton, a saber:
oH 0 = oH
00, "oap,’
onde H ¢é o Hamiltoniano, que, com base na dupla transformacdo de Legendre, pode ser
escrito como

D, = i=12 (7)

H=p6+p,6,-L (8)

Assim, para o modelo de Augusti, obtém-se:
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H = __ senfsend, N _ senfsenb,
P PP cos @, cosb, Po| i cosé, cosb,

2 2
1 senésend, ) sen6,send, )
-— -p—————| cos" G +|p—-—p,———| cos” @
2 (pz P cos g, cos 02] VTP cos g, cos b, ?

I 6sen @
+ p2 — pl w COS elsenel
i cos @, cosb,

)

2
+ pl—pzw cosB,send, | /(cos> 6, +cos’ 8, —1)
cos @, cosb,
s 10,
+Ea 2 (01_¢1)2+5 2 (02_¢2)2

~0,’ (\/1—sen2¢§1 —sen’@, —\/l—senzﬁ1 —sen’d, )

Esta expressdo mostra a equivaléncia das equagcdes de Lagrange e Hamilton (Arnold,
1989). Para um sistema mecanico onde o Lagrangiano ¢ dado pela equacdo (3), e 7 € uma
fungdo quadrética das velocidades generalizadas, o Hamiltoniano, H , é a energia total do
sistema, isto é, H = 2T — (T - V) =T +V.

Se o sistema mecéinico é um sistema conservativo, isto €, se todas as forcas generalizadas
sdo obtidas pela derivacdo de uma funcdo potencial que € uma funcdo das coordenadas
generalizadas e nao apenas uma funcao explicita do tempo, entdo a energia total do sistema €
constante.

3 ANALISE DE ESTABILIDADE

Considerando k, =k, =k, o modelo de Augusti apresenta duas cargas de flambagem
coincidentes, Pcr; = Pcr, = Pcr=k/l. O comportamento ndo-linear pés-flambagem neste
caso € descrito pelas equacdes ndo-lineares acopladas:

cos @, sin @
6~ A—————==0 (10)
\/l—sm 6, —sin” 6,
0, sin 6
0,4 cos 6, sin G, 0 an

J1-sin’ 6, —sin> 6,

A Figura 2 mostra o caminho fundamental (8, =6, =0), que € estdvel até a carga critica
estatica (4, =1.0) e os quatro possiveis caminhos pés-flambagem: dois caminhos instaveis
ascendentes, que correspondem as duas solug¢des desacopladas (com 6, ou 6, sendo zero) e

dois caminhos ortogonais a 45° instdveis descendentes, que sdo as solugdes do sistema
acoplado (10-11). A interacdo dos modos de flambagem leva ao aumento da sensibilidade a
imperfeicdes. Se, por exemplo, k, fosse muito maior que k,, somente um caminho estdvel

ascendente pds-flambagem emergiria para Pcr, =k, /l, e problema seria insensivel a
imperfei¢cdes. E importante observar que a interagdo entre os modos de flambagem 6, ¢ 6,
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produzem caminhos instdveis descendentes e sensibilidade a imperfei¢des, contudo um modo
sozinho ndo produz sensibilidade a imperfei¢cdes.

2 Desacoplado :'
* s Desacoplado

151.5 ’
Figura 2: Caminhos pés-flambagem.

Entdo, como ilustrado na Figura 3, onde a superficie de energia potencial é projetada no
plano 6, x6, para 41=0.9, para qualquer valor de A4 entre zero e um existe uma soluc@o

estdvel, a solucdo pré-flambagem, cercada por quatro selas de mesmo nivel de energia.

1.5 r

01

Figura 3: Curvas de igual energia potencial para A = 0.9 . PS: Selas. PMi: Posigdo estével correspondente a um
minimo local (configurag¢do pré-flambagem).

Grande parte do comportamento global e dindmica de um sistema estrutural pode ser
compreendida pela estrutura topoldgica de suas funcdes de energia total e potencial. Contudo,
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em um sistema dindmico conservativo n-dimensional (n > 2), é dificil fazer uma analise
direta da estrutura geométrica do espago de fase e dos limites da bacia n-dimensional. As
bacias seguras sao objetos de mesma dimensdo do espaco de fase, em nosso caso quatro
dimensdes. Portanto, nao pode ser totalmente visualizadas aqui. Informagdes tteis podem, no
entanto, ser derivadas de observacdes em secdes de 2- e 3-dimensdes e pela geometria das
variedades invariantes estdveis e instaveis que emergem das selas.

As quatro 6rbitas heteroclinicas que conectam as quatro selas simétricas, Figura 3, separam
as condig¢des iniciais que levam o sistema a oscilar no entorno da configuragao de equilibrio
pré-flambagem daquelas que divergem para o infinito. O conhecimento destas fronteiras ajuda
0 projetista a separar o espaco de fase no dominio seguro e no dominio inseguro.

Entdo, as quatro orbitas heteroclinicas levam a um hipervolume que delimita as condic¢des
iniciais levando a solucdes limitadas no entorno da solucdo trivial pré-flambagem, isto é, o
interior desta regido € preenchido por uma familia continua de trajetdrias estaveis. A equagao
desta superficie pode ser obtida pelo principio de conservagdo de energia, igualando a soma
das expressoes (1) e (2) ao valor da energia total de uma das selas, isto é:

T(6,.6)+V(6,)=C,, (12)
0.4
2
02
04 02 O 02 04
o1
—02]
—0.4]

(a) Plano 6, X6,

(c) Plano 6, X 92 (d) Plano 91 X 92

Figura 4: Quatro secdes 2D da regido pré-flambagem segura. 4 =0.9 e ®,=10/s.

Quatro secdes em 2D desta regido 4D sdo mostradas na Figura 4 para um dado valor da
freqi€ncia natural do péndulo @,. Esta regido 4D ¢ definida como a bacia segura da

configuragdo pré-flambagem. Este hipervolume seguro decresce rapidamente em todos os
planos quando a carga estdtica aumenta e desaparece no ponto critico. Como os sistemas
estruturais sdo geralmente levemente amortecidos, a resposta da estrutura real vai somente se
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distanciar um pouco do caso conservativo. Uma andlise desta regido fornece informacdes
sobre os deslocamentos e velocidades maximas admissiveis. Elas também podem ajudar no
controle de vibracdes, pois dao o limite superior das perturbacdes admissiveis. A Figura 5
mostra quatro projecdes das variedades invariantes estdveis e instaveis das quatro pontos de
selas que circundam e delimitam a regido pré-flambagem segura. Dois pares de oOrbitas
heteroclinicas, cada par conectando duas selas opostas em +45°, sdo observadas.

1 02
0.5 01| / RN
\\
| N | v/
B
D
5
0.5 0.1 .
-1 I I I 02 I I I
1 0.5 0 05 1 -1 05 0 0.5 1
0 01
(a) Plano 6, X6, (b) Plano 6, X6,
02 02
1 A ) s | ~ /
0.1 . / N / 0.1
\\
+~ ] / — ]
o =]
S0 o 0
D D
3 5
0.1 . 0.1 ’
W \J s N
0.2 ‘ I I 02 \ T \
1 0.5 0 0.5 1 02 0.1 0 0.1 0.2
0, do; / dt
(c) Plano 6, X6, (d) Plano 6, X6,

Figura 5: Variedades estdveis e instdveis das quatro selas que circundam a regido pré-flambagem segura.

A=09c¢ @, =1.0/s.

4 ANALISE EM VIBRACAO LIVRE

Considerando k, =k, =k, o modelo de Augusti apresenta duas freqiiéncias naturais
iguais. Linearizando as equagdes de movimento (5) e (6), as freqii€ncias naturais do modelo

sao:
1
w=0,=0, ;—1 (13)
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4.1 Modos nao-lineares de vibracao

O teorema da superposi¢ao € a pedra fundamental da teoria de sistemas lineares (Boivin et
al., 1995). Este teorema permite a andlise modal em sistemas dindmicos lineares com base no
conceito de modos lineares de vibracdo. Em contrapartida, é precisamente esta forma de
recombinacdo das coordenadas modais que falta para os sistemas dindmicos nao-lineares.
Conseqilientemente, uma superposicao das repostas modais individuais ndo pode ser feita para
um sistema estrutural ndo-linear.

Em sistemas lineares, pelo principio de superposi¢ao, um modelo dindmico em larga escala
pode ser reduzido a um modelo de menor dimensao, representado pelos modos de vibragdo
dominantes, utilizando as ferramentas usuais da andlise modal, pois os modos sao
dinamicamente independentes. Porém, para sistemas nao-lineares, estas ferramentas ndo sao
diretamente aplicdveis e deve-se usar outra forma para compreender e analisar a dindmica dos
sistemas ndo-lineares.

O conceito apresentado por Rosenberg (1961) de modos ndo-lineares é considerado como
uma extensdo dos modos lineares, e tem se tornado uma ferramenta util na andlise de
vibragdes nao-lineares. De acordo com Rosenberg, os modos ndo-lineares sio movimentos
sincronos que apresentam uma relacdo bem definida entre as coordenadas generalizadas, isto
€, todas as coordenadas generalizadas executam movimentos de mesmo periodo, passando
pela posicao de equilibrio e alcancando seus deslocamentos méximos simultaneamente. Esses
conceitos sdo formalizados segundo as defini¢des:

Defini¢@o 1 (Rosenberg 1962, 1966)

Um sistema conservativo autonomo discreto de n graus de liberdade descrito por um
conjunto de equagdes na forma

X = fi(x,x9,..,x,) i=12,..n (14)

onde x; representa os deslocamentos medidos a partir de um estado de equilibrio, e as
fungdes ndo-lineares f, sdo as forcas que agem sobre o sistema, estd oscilando em um modo,

se ele estd vibrando em unissono, ou seja:
1) O movimento de todas as coordenadas é periodico e de mesmo periodo, isto é:

x,(H)=x,t+T), i=12,...,n. (15)

onde o periodo T é uma constante;
2) Existe um tempo t =t, em que todas as massas passam pela posicdo de equilibrio, ou

seja:
xi(to)zxio, i=12,..,n. (16)

3) Todas as coordenadas alcangcam seus valores extremos no mesmo instante de tempo, ou
seja, existe um tempo t =t, #t, no qual todas as velocidades tornam-se nulas, isto é:

X(t)=0, i=12..n. (17)

4) Para um re€ [1,2,...,n] fixo, em qualquer instante de tempo as coordenadas do sistema
devem ser relacionadas por equacoes funcionais da forma:

x5 =PR(x,), i=12..n i#r (18)

onde P. é chamado de fun¢do modal para o modo ndo-linear r.
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Sendo assim, em um modo, as oscilacdes de todas as coordenadas podem ser
parametrizadas por uma tunica coordenada, ja que, segundo o conceito de Rosenberg (1962),
(a) todas elas executam movimentos periddicos (ndo necessariamente harmodnico) com o
mesmo periodo; (b) todas elas passam por suas posicdes de equilibrio estitico a0 mesmo
tempo, e (c) todas elas atingem seus deslocamentos maximos ao mesmo tempo. Assim, a
possibilidade de definir as posicdes de todas as massas por meio de qualquer uma delas
permite uma reducao de ordem muito eficiente para o problema como um todo.

O modo linear pode ser, por essa definicdo, visto como um caso particular do modo nao-
linear, onde as fun¢des modais na expressao (18) sdo fungdes lineares.

Rosenberg também define dois tipos de modos nao-lineares, similar e ndo-similar:

Defini¢@o 2 (Rosenberg 1962, 1966)

Se as linhas modais correspondentes ao modo ndo-linear forem retas tem-se que o modo é
similar. No caso geral onde as linhas modais sdo curvas, o modo é ndo-similar.

Portanto, quando um sistema se movimenta em um modo similar, esse movimento ocorre
ao longo de uma linha reta passando pela posicdo de equilibrio no espago n-dimensional do
sistema, ao passo que o movimento ndo-similar ocorre ao longo de uma curva no mesmo
espaco.

O movimento do modo similar que ocorre em um sistema em vibracdo livre pode ser
matematicamente reescrito como:

i=12,..,ni#r;c, =1 (19)

sendo que essas relagdes lineares devem ser satisfeitas pelas coordenadas x; para todos os
tempos, onde ¢, sdo n—1 quantidades escalares desconhecidas. Tem-se, ainda que as

equagdes (19) caracterizam um autovetor que define a forma planar das variedades (manifold)
invariantes. O modo linear é um caso particular de modo similar.

Esse conceito original de modos ndo-lineares foi modificado nos ultimos anos. Shaw e
Pierre (1991) propuseram uma definicdo dos modos nao-lineares, na qual ndo somente os
deslocamentos generalizados, mas também as velocidades devem ser consideradas. De acordo
com eles um modo ndo-linear € um movimento em vibracdo livre que se realiza em uma
variedade bidimensional invariante inserida no espaco de fase do sistema. Como as variedades
sdo invariantes, isso significa que, se as condic¢des iniciais estio em uma dessas variedades, o
movimento correspondente permanece nesta variedade. A vantagem dessa defini¢do é que ela
incorpora a definicdo de Rosenberg como um caso particular e é apropriada para sistemas
conservativos e ndo-conservativos. Formalmente estes conceitos podem ser expressos por:

Defini¢do 3 (Shaw e Pierre, 1994)

Uma variedade invariante de um sistema dindmico é um subconjunto S do espaco de fase,
tal que se um conjunto de condicoes iniciais for dado em S, a solugdo permanece em S ao
longo de todo o tempo.

De acordo com a definicdo 3, a variedade invariante de um modo ndo-linear é uma
superficie bidimensional no espaco de fase do sistema. Esta variedade deve conter o ponto de
equilibrio e ser tangente ao correspondente auto-espaco do sistema linearizado (Jiang et al.,
2005). Nessa formulacdo um par de coordenadas, deslocamento-velocidade, € escolhido como
coordenadas governantes, caracterizando o movimento modal ndo-linear individual que ocorre
em tal variedade. Assim todos os graus de liberdade restantes sdo descritos como coordenadas
dependentes, compostas da mesma forma por pares de coordenadas, deslocamento-velocidade.
Estes conceitos podem ser reescritos formalmente pela defini¢ao:

Defini¢do 4 (Shaw e Pierre, 1994, e Shaw et al., 1999)
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Um modo para um sistema ndo-linear é um movimento que ocorre em uma variedade
bidimensional invariante no espaco de fase do sistema. Esta variedade passa através do
ponto de equilibrio estdvel de interesse e, nesse ponto, é tangente ao auto-espagco
bidimensional do sistema linearizado. Nesta variedade, o sistema dindmico é governado por
uma equacdo de movimento envolvendo um par de varidveis de estado, ou seja, comporta-se
como um sistema de um grau de liberdade.

Uma forma eficiente de se determinar numericamente a existéncia dos modos ndo-lineares
sao os mapas de Poincaré. Segundo Vakakis (1991), a aplicagdo dos mapas de Poincaré para o
estudo da dinamica nao amortecida de sistemas discretos foi apresentada inicialmente por
Month (1979, 1980). Nessas referéncias, técnicas de aproximagdo dos mapas de Poincaré sao
apresentadas. Aplicando tais técnicas, pode-se determinar analiticamente o fluxo global do
sistema dinamico suficientemente préximo ao modo, e assim obter-se uma descricdo completa
e mais detalhada dos modos nao-lineares e de sua estabilidade.

Os resultados nas secdes anteriores mostram que a energia potencial ndo-linear do modelo
aqui analisado ¢é altamente distorcida quando comparada com a do sistema linearizado. Assim
o nivel de energia, associado a um dado conjunto de condi¢des iniciais tem uma notavel
influéncia nas vibracdes do sistema perturbado. Na expressdo (12) pode-se observar que no
ponto de equilibrio estdvel a energia total é nula. Quando o nivel de energia aumenta e
aproxima-se do relativo aos pontos de sela associados a fronteira de escape, a complexidade
da vibragdo livre do sistema aumenta consideravelmente.

Fixando a energia total do sistema, pode-se restringir o fluxo do sistema dindmico a uma
fronteira tridimensional isoenergética. Isso é obtido quando se fixa H = h, expressdo (12),
onde ~ € um nivel de energia adotado. Se a fronteira tridimensional isoenergético, é cortada
por um plano bidimensional (2D) e se o fluxo € transversal a este plano (Guckenheimer e

Holmes, 1984; Vakakis, 1991), a secao transversal resultante z ¢é bidimensional e define o

mapa de Poincaré.
Para compreender o comportamento do sistema, foram escolhidos dois planos para

representar os mapas de Poincaré, a saber: 6, X6, e 6, x6,. Para obter tais mapas de Poincaré
tem-se que os respectivos planos de corte e as respectivas sec¢des de Poincaré, z , sdo

definidas por:

m={6,=0} > Y =16,=0.6, >0}~ {H =1} (20)

m=1{6,=0} > Y ={6=0.6 >0}n{H =1} Q1)

A restri¢do quanto ao sinal da velocidade, 92 em (20) e 91 em (21), se deve ao fato de que
o mapa de Poincaré deve preservar a sua orientacdo (Guckenheimer e Holmes, 1984; Vakakis,

1991).
4.2 Resultados da analise numérica

Usando as expressoes (1), (2) e (12), para avaliar H = h, tem-se que as condi¢des iniciais
de 6, e 6,, correspondentes aos pares iniciais (6,,6,) e (6,,6,), sao dadas, respectivamente,
por:
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P
5 52 wpz 2 2 ’
0, =4 -6 —791 +20,"(1-cos 6, )+2h (22)

2 %
5 ) a)p 2 2
6=+ -6, ——-6,"+20, (1-cos®,)+2h (23)

onde somente as velocidades positivas sdo consideradas.

A regido ocupada pela se¢do de Poincaré nos planos em estudo (6, X 91 e 6,x 92) ¢ definida
pelo conjunto de pontos para os quais 92 e 91 sejam positivos. Os limites destas regides sao
obtidos pela condicdo de que os radicandos de (22) e de (23) sejam nulos, o que leva a:

2

1

. w
h 25912 %7”912 ~w,’(1-cos6,) (24)
1 ) 1a)p2 2 2
h=§6’2 +§702 —a)p (l—COSQZ) (25)

A dinamica dentro destas regides € obtida pela integragdo das equagdes (5) e (6) para as
condic¢des iniciais de (91,91) que satisfacam as restricdes em 6, e 92, e para as condi¢des
iniciais de (6,,6,) que satisfacam as restricdes em 6, ¢ 6,.

A vibracdo livre de um sistema correspondente a um modo é um movimento periddico e,
portanto, a secdo de Poincaré de um modo é um unico ponto e sua estabilidade pode ser
determinada examinando-se as trajetérias correspondentes as condi¢des iniciais na vizinhanca
do ponto. Se o ponto correspondente a um modo aparece como um centro, rodeado de curvas
fechadas, o modo € orbitalmente estdvel. Ao contrdrio, se o ponto aparenta ser uma sela, entdo
o modo € orbitalmente instdvel. Uma curva fechada representa a intersecdo de um toro
invariante com a sec¢do de Poincaré.

Na Figura 6 apresentam-se as se¢des de Poincaré para um nivel de energia igual a 5% da
energia dos pontos de sela (baixo), 50% da energia dos pontos de sela (médio) e para o nivel
de energia dos pontos de sela (alto, valor extremo), considerando 4 =0.9 e ®, = 1.0/s.

E interessante observar como a regido onde a dindmica esta confinada, Figura 6, coincide
com as secdes bidimensionais da regido segura pré-flambagem, Figura 4. Para maiores
magnitudes de &, a resposta associada a qualquer conjunto nio trivial de condi¢des iniciais
diverge para o infinito.

Quando o nivel de energia € nulo as secdes de Poincaré nos planos 6, X6, e 6,x6, se
reduzem a um ponto. O ponto (0.0, 0.0) na se¢do de Poincaré 6, X6, representa o modo de
vibragdo linear desacoplado no plano 6,x6, e o ponto (0.0, 0.0) na se¢do de Poincaré 6, x6,

representa 0 modo de vibracado linear desacoplado no plano 6, X 91 .
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Figura 6: Segdes de Poincaré. @ =@, =1/3, 1=09 ¢ @, =1.0/5s.
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Para niveis de energia baixos e médios verifica-se a existéncia de movimentos quase-
periédicos representados pelas curvas fechadas em torno da origem, pontos POl

(6, = 91 =0.0)e P02 (6, = 92 =0.0), respectivamente Figuras 6(a) e 6(b), que, correspondem
aos modos de vibrac¢do ndo-lineares desacoplados, respectivamente, no plano 6, ><92, Figura

7(a), e no plano 6, x 91 , Figura 7(b), que emergem naturalmente dos modos lineares.
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(b) Ponto P02

Figura 7: Comportamento no dominio do tempo dos pontos POl e P02. @, = @), = 1/3, 4A=09 ¢
®,=1.0/5.

Contudo, verifica-se para niveis baixos e médios de energia o surgimento de duas selas e
dois novos centros, que correspondem a quatro novos modos de vibracdo, dois instdveis e dois
estaveis. Os dois modos estdveis (pontos P11 e P21 — Figura 6(b.1), e pontos P12 e P22 —
Figura 6(b.2)) correspondem aos modos nao-lineares que surgem do acoplamento modal, com
o sistema vibrando com 6, e 8, em fase (P11 e P12) e com 6, e 6, fora de fase (pontos P21
e P22), como se pode verificar na Figura 8. J4 as selas (pontos PS11 e PS21 — Figura 6(b.1), e
PS12 e PS22 — Figura 6(b.2)) representam os dois modos acoplados de vibracdo instaveis que
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dividem os centros presentes nas se¢des de Poincaré. A nomenclatura Pij denota o ponto i da
secdo em 6. Em virtude da simetria do modelo de Augusti, os modos ndo-lineares aparecem

sempre aos pares e representam o mesmo tipo de oscilacao.
O terceiro nivel de energia corresponde ao nivel de energia dos quatro pontos de sela,
Figura 4, e € o maior nivel de energia com significado para andlise da estabilidade. Na Figura

6(c) uma grande complexidade dinamica € observada no interior dessas regides, com um
conjunto difuso de pontos que indicam uma dinamica cadtica.
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Figura 8: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P11, P21,P12e P22. @, =@, =1/3, A =09 ¢
®,=1.0/s.

Na Figura 9 mostra-se o comportamento das secdes de Poincaré para alguns pontos
especificos, a saber: PS11, PQ11 e PC11. Como mencionado anteriormente o ponto PS11
representa um ponto de sela e sua secdo de Poincaré é exatamente a fronteira que delimita as
solucdes estaveis. O ponto PQI11 representa o comportamento de um movimento quase-
periédico em torno de um ponto fixo que corresponde a um modo de vibragdo e, por fim, o
ponto PC11 mostra o comportamento para um ponto pertencente a uma regiao de caos. Como
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observado na literatura sobre sistemas dindmicos Hamiltonianos (Vakakis, 1991), o caos surge
inicialmente na vizinhanca de um ponto de sela e, aos poucos, vai preenchendo todo o espago
de fase a medida que cresce o nivel de energia.

0.2 0.2 0.2
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6, 61 61
(a) Ponto PS11 — 50% da energia (b) Ponto PQ11 — 50% da energia

da sela da sela (c) Ponto PC11 — energia da sela

Figura 9: Secoes de Poincaré dos pontos PS11, PQ11 e PC11. @, = @, = 1/3,4=09¢ W, = 1.0/s.

Os modos ndo-lineares, decorrentes dos pontos P11 (P12 € igual) e P21 (P22 ¢ igual), que
surgem devido ao acoplamento modal do sistema sdo similares, pois, como se verifica na
Figura 8, tais modos apresentam uma relacdo linear entre as coordenadas 6, e¢ 6,. E

importante observar que estes dois modos ndo-lineares estdveis estdo contidos nos planos das
variedades dos pontos de sela, Figuras 4 (a) e 5(a).

Nesse contexto, verifica-se que o modelo de Augusti pode ser desacoplado em um dos
planos das variedades dos pontos de sela, ou seja, pode-se representar o modelo através de um
modelo reduzido com um grau de liberdade. Mas, para isso, faz-se necessdrio obter-se a
funcdo linear que representa o modo similar, expressao (19). Percebe-se que os pontos de sela
que possuem os deslocamentos com sinais iguais localizam-se em uma diagonal a 45° do
eixo 6, e que aqueles que possuem sinais opostos ficam sobre a diagonal de —45° do eixo

6,. A partir dessa observagdo, pode-se aplicar uma mudanca de coordenadas que permite

obter as equagdes de movimento desacopladas, nos eixos auxiliares u e v, ou seja, as
equacdes nos planos das variedades dos pontos de sela, como mostra a Figura 10.

Ao

Figura 10: Coordenadas auxiliares.

Observando a Figura 10, pode-se deduzir que as fungdes lineares que representam os
modos similares sdo:
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0=—,0 =—,60,=—¢ 6, =—, considerando v=v=0. 26
TR TR TR R (20)
6, = d ,91= 4 ,6’2=_V eézz;v,considerandouzuzo. (27)

V2 V2 V2 V2
sendo que as expressoes (26) fornecem a equacdo de movimento desacoplada no plano uXxu e
as expressoes (27) fornecem a equag@o de movimento desacoplada no plano vXxv.

Na Figura 11 apresentam-se as relagdes freqiiéncia-amplitude para o modelo de Augusti. A
Figura 11(a) mostra a relagdo ndo-linear, freqiiéncia-amplitude, que representa o
comportamento dos modos nao-lineares desacoplados estaveis que surgem dos modos lineares
(freqiiéncia linear) e tornam-se nao-lineares pelo movimento do sistema, sendo que tais modos
apresentam um comportamento hardening, ou seja, com ganho de rigidez. O comportamento
de 6, € igual ao de 6,. Ja a Figura 11(b) apresenta a relagdo ndo-linear que representa o
comportamento dos modos nao-lineares similares estaveis que surgem devido ao acoplamento
modal do sistema, onde se observa um comportamento softening, ou seja, com perda de
rigidez. O comportamento de v € igual ao de u. Para o modelo tem-se ressonancia interna
1:1, sendo neste exemplo @, = @, =1/3. Todas as curvas tém inicio neste valor.

1.6 16
1.4 — 1.4 —
12 12
1 1
<3 7 4 B
—< 08 _E 08—
= 4 B 1
0.6 0.6
0.4 —| 04—
0.2 02—

L N R L R I R R EL B
0 01 02 03 04 05 06 07 0 01 02 03 04 05 06 07
(0] (0]
(a) Modo ndo-linear estivel desacoplado para o (b) Modo néo-linear similar estdvel acoplado para o
modelo com 2GL modelo com 1GL

Figura 11: Relagdes freqiiéncia-amplitude. @, =@, =1/3, A =09 e ®,=10/s.

Mostra-se na Figura 12 as relagdes freqiiéncia-amplitude geradas pelos pontos de sela
(PS11, PS21, PS12 e PS22). Observa-se que os pontos de sela sao movimentos periddicos
resultantes do acoplamento de dois modos de vibragcdo, decorrente da ressonancia interna do
sistema. Neste caso, como mostram Jiang et al. (2005), o comportamento € bem mais
complexo. Neste caso, a deducdo da variedade invariante que contem este movimento deve
ser obtida usando-se como sementes tantos pares de coordenadas deslocamento-velocidade
quantos forem os modos envolvidos na vibracdo (multi-mode invariant manifold). No presente
caso, onde se observa a interacdo de dois modos, tém-se dois pares de coordenadas e a
variedade invariante tem quatro dimensdes. Neste caso cada coordenada pode apresentar uma
relacdo freqiiéncia-amplitude diferente, bem como diferentes freqiiéncias de vibrag¢do. Essas
relacdes foram obtidas através da determinacdo direta da relagdo freqiiéncia-amplitude pela
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reposta no tempo, tendo como condig¢des iniciais as coordenadas dos pontos de sela da se¢do
de Poincaré para niveis crescentes de energia. Como foram determinados poucos pontos as
curvas dos modos instdveis sdo aproximadas. Estas relagdes poderiam também ser obtidas
através do chamado shooting method, juntamente com técnicas de continuagao (Silva, 2008).

1.6 1.6
1.4 — 1.4 —
1.2 — 1.2
1 1
% B % 4
<08 Tfosf
o g hd 8
0.6 — 0.6 —|
0.4 B 0.4 —|
4 L4 - \\
! ®
02 — ! 0.2 \
4 1 . \
] 1
O T ‘ T ‘ T ‘AI | T ‘ T ‘ T O T ‘ T ‘ T ‘=| ‘ T ‘ T ‘ T
0 01 02 03 04 05 06 07 0 01 02 03 04 05 06 07
[Q] (O]
(a) Modos instaveis - PS11 e PS21
1.6 1.6
1.4 — 1.4 —
1.2 1.2
1 1
*fosf %087
e i [==] i
0.6 — 0.6 |
0.4 — 0.4 — B
i . 1 v
0.2 \ 0.2 !
] ‘| 7 :
0 T T 0 — T
0 01 02 03 04 05 06 07 0 01 02 03 04 05 06 07
[0] (0]

(b) Modos instaveis - PS12 e PS22

Figura 12: Rela¢des freqiiéncia-amplitude dos modos acoplados instdveis dos pontos de sela PS11, PS21, PS12 e
PS2. @ =w,=1/3, 1=09 c @, =1.0/s.

5 CONCLUSOES

No modelo de Augusti, em func¢do do acoplamento modal, gerado por cargas de flambagem
iguais ou préximas, existe a possibilidade de perda de estabilidade para cargas inferiores a
carga critica de flambagem, desde que as perturbacdes excedam os limites da regido em torno
da configuracdo fundamental, cuja fronteira é limitada pelos pontos de sela associados as
solucdes pods-criticas instdveis. Esta regido, que constitui a bacia de atracdo da solucdo
fundamental de equilibrio e delimita a magnitude das oscilacdes, decresce a medida que o
carregamento estdtico cresce, tornando-se zero no ponto de bifurcacdo (carga critica). Assim,
a medida que cresce o carregamento, reduz-se substancialmente o conjunto de possiveis
condi¢des iniciais que levam a estrutura a retornar, apos a perturbacdo, a configuragcao
fundamental de equilibrio cuja estabilidade e integridade se deseja preservar.

As simetrias inerentes a estrutura, juntamente com o acoplamento modal, dao origem a um
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nimero de modos nao-lineares superior ao nimero de graus de liberdade. Particular atengao
deve-se dar a identificacao de todos os modos nao-lineares, tanto estdveis quanto instaveis, e a
relacdo freqiiéncia-amplitude associada a cada modo. Esta anélise permite compreender como
tais modos controlam, limitam e explicam a dindmica dos modelos sob vibra¢do forcada. Em
especial, a determinag¢do dos modos nado-lineares permite reduzir em certos casos o modelo a
um oscilador nao-linear desacoplado com um grau de liberdade, facilitando a andlise.
Portanto, a andlise ndo-linear desta classe de estruturas deve obrigatoriamente incluir a
determinacdo e caracteristicas dos modos ndo-lineares e a identificacdo das variedades
invariantes dos pontos de sela associados a regiao segura.
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