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Resumo. Em modelagens viscoelasticas, em geral, a viscosidade do material ¢ considerada fazendo-se
uso de fungdes de fluéncia ou relaxagdo. Neste trabalho, se apresenta uma estratégia para o
desenvolvimento de modelos viscoelasticos que se baseia na imposi¢ao do modelo reoldgico sobre as
equacdes de equilibrio, resultando em uma equagdo de movimento semelhante aquelas encontradas em
formulagdes dinamicas. Com isso as solicitagcdes sdo aplicadas integralmente e os incrementos sdao
definidos como incrementos de tempo e ndo incrementos de forga, aplicando-se algoritmos de
integracdo temporal adequados para a solu¢cdo do problema. Sdo obtidas e implementadas expressdes
para 3 modelos viscoelasticos: Kelvin-Voigt, Boltzmann ¢ Burger. Exemplos sdo apresentados para
validacdo da estratégia proposta, simulando o comportamento de placas laminadas com cinematica de
Reissner-Mindlin através do Método dos Elementos Finitos (MEF).
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1 INTRODUCAO

O comportamento de varios materiais, como concreto, polimeros e compdsitos
poliméricos, ¢, em geral, dependente do tempo, ou seja, exibem um comportamento
viscoelastico (Hashin, 1965; Lemaitre e Chaboche, 1998; Mesquita, 2002; Huang et al. 2005;
Ye et al. 2009, entre outros). Esse comportamento ¢, na maioria das vezes, negligenciado nas
formulagdes numéricas devido a complexidade de considera¢do, ou devido a algumas
simplificagdes adotadas que permitem desconsiderar tais efeitos.

Neste contexto, ¢ interessante que o comportamento ao longo do tempo seja incorporado
adequadamente nas formula¢des numéricas para melhorar a representagdo de determinados
materiais ¢ as analises em determinadas aplicagdes onde este se torna indispensavel.

Viarios pesquisadores t€ém estudado o comportamento temporal desses materiais, buscando
sua representacdo através de métodos numéricos, sendo a maior parte dos trabalhos baseada
em fungdes de forma e relaxagdo, obtendo-se com isso uma relagdo constitutiva dependente
do tempo (Hashin, 1965; Christensen, 1982; Telles, 1982; Lemaitre e Chaboche, 1998;
Munaiar Neto, 1998; Jo et al. 2005; Wang e Birgisson, 2007; Bandyopadhyaya et al. 2008; ).

Este trabalho apresenta uma estratégia simples para o desenvolvimento de modelos
numéricos viscoeldsticos com base na imposi¢do dos modelos reologicos sobre as equagdes
de equilibrio (Mesquita et al. 2001; Mesquita, 2002; Mesquita ¢ Coda, 2002,2003; Paccola et
al. 2004; Huang et al. 2005), apresentando algumas generalidades em relagcdo aos citados
trabalhos, com relagdo as propriedades viscosas adotadas.

Com isso obtém uma equacdo de movimento semelhante aquelas encontradas em
formulagdes dinamicas, que ¢ adequadamente integrada com a utilizagdo de algoritmos de
integragdo temporal para a solucdo do problema. Os incrementos sdo entdo incrementos de
tempo, sendo a carga aplicada integralmente no modelo, € ndo em incrementos como nas
formulagdes usuais.

Apresentam-se os desenvolvimentos para os modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e
Burger, com suas particularidades. As implementagdes sao realizadas em codigo de elementos
finitos para andlise de placas laminadas segundo a teoria de Reissner-Mindlin, onde as
rotagdes sdo desacopladas dos deslocamentos verticais, levando-se, portanto, em consideracao
o efeito de cisalhamento nas deformagdes (Paccola 2004).

Ao final do trabalho sdo apresentados exemplos para validacdo das formulagdes
apresentadas e conseqiientemente da estratégia de desenvolvimento de tais formulacdes.

2 MODELOS REOLOGICOS VISCOELASTICOS

Devido a complexidade da representacdo do real comportamento dos materiais ¢
indispensavel a adocdo de modelos simplificados que proporcionem solucdes suficientemente
proximas do comportamento destes. Neste sentido, os chamados modelos reologicos
estabelecem a relagdo existente entre tensdo e deformacdo para alguns materiais especificos,
em geral de comportamento simples, e que podem ser associados para a obtencdo da
representacdo de materiais com comportamento mais complexo.

A maneira usual adotada para descrever o comportamento viscoeldstico de um solido ¢ a
utilizagdo de modelos reoldgicos definidos no espago uniaxial, ¢ uma representacdo simples
usada com freqiiéncia para descrever o comportamento viscoelastico de materiais ¢ o modelo
de Kelvin-Voigt. Existem outros modelos mais completos e que podem ser derivados do
modelo de Kelvin-Voigt associado com outros modelos existentes.

Neste trabalho sdo abordados os modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Burger, sendo
cada um apresentado em item especifico na seqiiéncia.
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2.1 Modelo de Kelvin-Voigt

r

Esse modelo ¢ obtido da associacdo em paralelo de uma mola e de um amortecedor,
podendo representar apenas a resposta elastica adiada do modelo, ou seja, ao longo do tempo
e sem comportamento instantdneo (Mesquita e Coda, 2002), Figura 1.
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Figura 1: viscoelastico de Kelvin-Voigt

Neste modelo as deformagdes na mola (&1), no amortecedor (&) e totais (&) sdo iguais.
E=¢ =g, (1)
A tensdo total (o) no modelo ¢ dada pela soma da tensdo atuante na mola (o1) com a
tensdo atuante no amortecedor (o).
o=0,+0,. 2)
As tensoOes atuantes na mola e no amortecedor sao dadas por:
o,=E ¢ =E:¢,
O, =1:& =1, :¢.

3)

onde E; ¢ a matriz constitutiva elastica e 71 ¢ a matriz constitutiva viscosa, sendo que esta
ultima pode ser obtida como apresentado em Mesquita e Coda (2002).

Da Eq. (3) nota-se a dependéncia da tensdo viscosa com a velocidade de deformacdo do
amortecedor (&, ). Pode-se escrever a velocidade de deformagao no modelo como:

E=& =6, (4)
Reescrevendo-se a Eq. (2) com as Eq. (3) e Eq. (4) tém-se a expressao da relagdo tensdo x
deformacao do modelo de Kelvin-Voigt dada por:
oc=FE :¢+n:c (5)
A Eq. (5) serd introduzida posteriormente na equagdo de equilibrio para a obtengdo da
representacao integral do método dos elementos finitos.
2.2 Modelo de Boltzmann

O modelo de Boltzmann consiste em uma mola (trecho 1) conectada em série com o
modelo de Kelvin-Voigt (trecho 2), onde a mola ¢ usada para representar a resposta elastica
instantanea e o modelo de Kelvin-Voigt para representar a resposta elastica adiada (Wang e
Birgisson, 2007), Figura 2.
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Figura 2: Modelo viscoelastico de Boltzmann

Este modelo fica caracterizado pela igualdade das tensdes nos trechos, elastico (o1) e
viscoelastico (o07), sendo estas iguais a tensao total (o) no modelo.

c=0,=0,. (6)
As tensoes em cada trecho s3o dadas por:

o,=E:¢ =0, )

o,=E,:6,+n,:¢,=0.

onde, novamente, os E; sdo as matrizes constitutiva eldstica e 7; ¢ a matriz constitutiva
viscosa, das molas e do amortecedor respectivamente.

A deformacao total (&) no modelo ¢ dada pela soma da deformacao atuante na mola (&1)
com a deformacao atuante no trecho referente ao modelo de Kelvin-Voigt (&). Sendo assim, a
taxa de variacdo da deformacdo no tempo, ou velocidade de deformagdo, também pode ser
escrita como a soma das velocidades em cada trecho. Com isso tem-se:

E=¢&+&,,

C (8)
E=& +&,.
Manipulando-se as Eq. (7) e Eq. (8) pode-se escrever a velocidade de deformagdo para o
trecho 2 como:
& =é-6=-E':0. 9)
Retornando para a Eq. (7) pode-se reescrevé-la em fungdo apenas da deformacdo e da
velocidade de deformagdo totais no modelo como:
0'=E2:(5—E1_1:0)+772:(¢é—E1"':d). (10)
Escrevendo-se a expressdo para a tensao total no modelo em fun¢do das outras varidveis
tém-se:
1

0'=(I+E2:El"')_ (E2:5+772:5'—772:E1"1:d). (11)

Para a taxa de variacdo de tensdo no tempo adota-se uma aproximagao por diferengas
finitas, que ¢ dada por:
o-0

6= 3 12
A (12)

onde o5 ¢ a tensdo total no modelo calculada no passo de tempo anterior e At € o intervalo
de tempo adotado na andlise. Esta parcela ¢ apresentada de forma diferente da encontrada nos
trabalhos de Mesquita (2002) e de Mesquita e Coda (2002), onde por simplificagdo assume-se
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a igualdade para os coeficientes de Poisson para ambos os trechos. Esta simplificagdo nao ¢
aqui adotada e, portanto, as matrizes dos dois trechos podem apresentar comportamentos
diferentes, no que diz respeito aos valores de coeficientes de Poisson.

Introduzindo-se a Eq. (12) na Eq. (11) e rearranjando os termos, pode-se reescrever a
expressao para a tensdo total do modelo no instante atual como:

a1 Ny 1 :
(7:(|+E2:E1'+A—t772:Ellj :(E2:5+772:5+A—t772:E11:05j. (13)

Esta Eq. (13) ¢ que serd introduzida posteriormente na equacdao de equilibrio para a
obtencdo da representacao integral do método dos elementos finitos.

2.3 Modelo de Burger

O modelo de Burger ¢ representado por um arranjo do modelo de Kelvin-Voigt ¢ do
modelo de Maxwell conectados em série, Figura 3: Modelo viscoeldstico de Burger.
Comparado ao modelo de Boltzmann, o amortecedor adicionado do modelo de Burger ¢
usado para representar o comportamento de fluéncia dos materiais viscoelastico (Wang e
Birgisson, 2007). Portanto, o modelo de Burger ¢ capaz de representar o comportamento
instantdneo do material (trecho 1) e a resposta elastica adiada (trecho 2), bem como o
acréscimo continuo de deformagdo ao longo do tempo (fluéncia) em virtude do amortecedor
em série (trecho 3).

Maxwell Kelvin-Voigt
E.
E. L
S MW = =20

=

LE
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€

Figura 3: Modelo viscoelastico de Burger

Este modelo fica caracterizado pela igualdade das tensdes nos 3 trechos.
o =0,=0,=0,. (14)
As tensdes em cada trecho sdo dadas por:
o, =1n:¢ =0,
o,=E,:¢,=0, (15)
o,=E,:g,+n,:¢,=0.
Onde, novamente, os E; sdo as matrizes constitutivas elasticas e os m; sdo as matrizes
constitutivas viscosas, das molas e dos amortecedores respectivamente.
A deformacao total (&) no modelo ¢ dada pela soma das deformagdes atuantes na mola (&),
no amortecedor (&) e no trecho referente ao modelo de Kelvin-Voigt (&). Sendo assim, a taxa
de variagdo da deformag¢do no tempo, ou velocidade de deformacdo, bem como a aceleragdo

da deformagao, também podem ser escritas como a soma das velocidades e das aceleragdes,
respectivamente, em cada trecho. Com isso tem-se:
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E=¢+¢&,+¢&,
E=&+E,+&, (16)
E=§& +& +&,.

Manipulando-se as Eq. (15) e Eq. (16), e usando a idéia apresenta na Eq. (9), pode-se
escrever a velocidade e a aceleragdo de deformagdes para o trecho 3 como:

. . . -1, -1, -
&=-¢-&=¢-n 0-E; 0,

(17)

& =E-8—-&=E-n":6-E':6.
Retornando para a Eq. (15) pode-se reescrevé-la em fungdo apenas da deformacdo e das
velocidade e aceleragao de deformacgao e tensao totais no modelo como:
o =E, 2(6"—7]1_1 :o-E,' :a')+173 :(é—nl_1 :6—E,' :6). (18)

Isolando-se a tensao total no modelo em fun¢ao das demais variaveis tém-se:
-1

0'=(E3:771‘1) (E3 é—Ey B io+niE-nin ! io-n: B :6). (19)

Assumindo-se aproximagao por diferencas finitas para a taxa de variagao de tensao no
tempo e para a taxa de variacao da velocidade de tensdes no tempo:
. _ 00,
At
. o0—-20,+0,,
o= 2
At

2

(20)

onde o € a tensao total no modelo calculada no passo de tempo anterior, os.1 ¢ a tensao
total no modelo calculada no passo anterior ao passo de tempo S e At € o intervalo de tempo
adotado na analise. Novamente, esta parcela ¢ apresentada de forma diferente da encontrada
nos trabalhos de Mesquita (2002) e Mesquita e Coda (2002), onde por simplificagdo assume-
se a igualdade para os coeficientes de Poisson para ambos os trechos, podendo, portanto, tais
valores serem assumidos diferentes em cada trecho para o presente trabalho.

Introduzindo-se a Eq. (20) na Eq. (19) e rearranjando os termos, pode-se reescrever a
tensdo total do modelo no instante atual como:

-1
a0 1 _ a1 _ ) ..
az(E3 :7711+E(| +E,: B+, :7721+E773 ; EIID (Eyié+myiE+

21)
L, 1 LE-l 2 e,
_Em B o +E | +E,:E +n,:1, +E773 B |ioy).
Para simplificagdo da representagdo da Eq. (21), adota-se:
1 _ 4002 _
@zE(I +E,:E '+ +En3 : Ellj
(22)

-1
_ _ 1 _ _ 1 _
= _—[E3 :7711+_t[| +E3IE11+77317721+—t7733E11jj

Portanto, a Eq. (21) por ser reescrita como:
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- : L1 -
0'=:,:(E3:5+773:£—E773:E1':O'S_1+®:Gs). (23)

Esta Eq. (23) ¢ que serd introduzida posteriormente na equagdo de equilibrio para a
obtencdo da representacao integral do método dos elementos finitos.
3 REPRESENTACAO INTEGRAL PARA OS MODELOS APRESENTADOS

A representacdo integral de um corpo em equilibrio estatico via método dos elementos
finitos pode ser obtida a partir da equagdo de equilibrio estatico de uma porg¢ao infinitesimal

do solido:
.1 B
Div(c' )+b =0, (24)
o' =o.

onde b representa as for¢as de volume. Ponderando o erro produzido pela Eq. (24) quando
se adota uma aproximacdo para a solugdo exata, utilizando como funcdo ponderadora a
fun¢do de deslocamento virtual ou e posteriormente integrando-se no dominio:

j Su.(Div(c) +b)dQ =0. (25)

Integrando-se por partes o primeiro termo da Eq. (25), recai-se em uma parcela de dominio
e uma de contorno:

j Su.Div(c)dQ = j Su.o.ndQ- j grad(Su): o dQ. (26)
Q r Q

onde n define o vetor normal a superficie.
Sabendo-se que:

on=p,

grad(ou) = oe. (27)

onde p sdo as forcas de superficie e d¢ a deformagdo virtual, postula-se o principio dos
trabalhos virtuais para o problema estatico, sendo este o ponto de partida para a obtengao da
representacdo integral do método dos elementos finitos.

[ou.pdr—[sz:0dQ+[subdQ=0. (28)
r Q Q

Portanto, basta impor as relagdes reoldgicas combinadas e apresentadas para cada um dos
modelos desenvolvidos no item 2 para se obter tais representagdes.
3.1 Modelo de Kelvin-Voigt

Impondo-se a relagdo reologica da Eq. (5) na Eq. (28), obtida da ponderagao da equagdo de
equilibrio dada pela Eq. (24), tem-se a representagdao integral viscoeldstica que leva em
consideracdo o modelo de Kelvin-Voigt dada por:

J.é'u.de—I&;: E, ing—_[5€3U1 :édQ+J5u.bdQ=O. (29)
T Q Q Q

Nota-se que a unica diferenca para a representacao usual ¢ a terceira integral da Eq. (29),
que ¢ a parcela responsavel pelo comportamento viscoso.
Para se resolver o problema viscoso deve-se integrar no tempo o sistema de equacdes que
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sera gerado da Eq. (29) quando da introducdo da aproximacdo algébrica para os
deslocamentos. Para tanto ¢ necessario que se insira a aproximagao no tempo para a taxa de
variagdo de deformagdo existente nesta equagdo. Assumindo a aproximagdo por diferencas
finitas para tal taxa, assim como foi feito para as taxas de tensdao anteriormente:

E—¢€

== 30
A (30)

onde & ¢ a deformacdo total no modelo calculada no passo de tempo anterior e At € o
intervalo de tempo.
Inserindo a Eq. (30) na Eq. (29) tem-se:

1 1
ou.pdl—=|0c:E, :6dQ——|0g:n, :6dQ+—|0c:1n :6.dQ+ | SubdQ=0. (31
1 p iels At;[gmg Atigmgs i (31)

As segunda e terceira integrais formardo a matriz de rigidez do problema, sendo que as
demais deverdo contribuir para o vetor de carregamentos.

3.2 Modelo de Boltzmann

Seguindo o mesmo raciocinio para o0 modelo de Boltzmann, impde-se a relagao reoldgica
da Eq. (13) na Eq. (28), obtendo-se a representacdo integral viscoeldstica para o modelo,
inclusive com a aproximagao temporal para as deformagdes, dada por:

[Su.pdr+ [subdQ+
r Q

_ 32
—I5g'(I+E 'E"‘+L77 'E"lj 1'(E '5+L77 '(5—5 )+L77 'E_I'O'deIO o
) : 21 AtZ'l : 2" AtZ S AtZ'l'S :
A parcela referente a matriz de rigidez ¢ dada por:
1 - 1
S| 1 +E,:E'+—n,:E" | :|E,ie+—n,:&|dQ 33
i [ 2+ 5y Atnzlj(z Atnzj (33)
A parcela que contribui no vetor de carregamentos ¢ dada por:
J&u.de+J5u.bdQ+
T Q
(34)

: U N L L e,
E[6}9.(I+E2.E1 +E772.E1 : Enz.gs—E%.El 1o, [dQ

3.3 Modelo de Burger

Da mesma forma, para o modelo de Burger, impde-se a relagdo reologica da Eq. (23) na
Eq. (28), obtendo-se a representagdo integral viscoelastica para este modelo, dada por:

j&u.pdl“+j§u.bd§2+
r Q

1 (35)
—J.&e:E:(E3 e+, :é—Em o, +0:0,)dQ=0.
Q
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Assumindo-se a aproximagdo por diferengas finitas para a taxa de variagdo de deformacgao
no tempo e para a taxa de variagdo da velocidade de deformagao no tempo, similar ao adotado
para as tensoes na Eq. (20), e introduzindo-se tal aproximagao na Eq. (35) tém-se:

Iéu.de+I5u.b dQ+
r Q

E—¢ c-2¢c.+¢ 1
—|6¢:E:| E,: Sl4p | 28 Tl — p i Elio +@:0.)dQ=0.
g'[ ( 3 ( At j 75 ( At j At ERR= s—1 5)

(36)

onde & ¢ a deformagdo total no modelo calculada no passo de tempo anterior, &1 € a
deformacao total no modelo calculada no passo anterior ao passo S e At ¢ o intervalo de tempo
adotado na analise.

A parcela referente a matriz de rigidez ¢ dada por:

1 1
oc: Bl —E,:e+—n,:¢|dQ 37
i (At3 el j (37)

A parcela que contribui no vetor de carregamentos ¢ dada por:
J'5u.de+I5u.bdQ+
r Q

1 1 1 (38)
Rl . . _ E-L. Q-
i&g._.[m E3.55+At2 1 1 (2¢, gH)+At773.E1 o ®-0'5de

4 EXEMPLOS

A formulagao descrita foi implementada em codigo de elementos finitos para analise de
placas laminadas segundo a teoria de Reissner-Mindlin, onde as rotagdes sdo desacopladas
dos deslocamentos verticais, levando-se, portanto, em consideracdo o efeito de cisalhamento
nas deformacgdes (Paccola, 2004). Sao utilizados elementos finitos triangulares com ordem de
aproximacao cubica para deslocamentos. A seguir sdo apresentados exemplos de validagdo e
aplicagdes gerais para os 3 modelos viscoeldsticos.

4.1 Chapa tracionada

O primeiro exemplo ¢ cldssico e muito utilizado para verificagdo do comportamento de
modelos viscoeldsticos por possuir solucdo analitica simples e facil de ser obtida (Mesquita,
2002). Trata-se de uma barra simples tracionada, aqui representada por uma chapa submetida
a um carregamento distribuido em sua face livre, para comparacio das solugdes numérica e
analitica. A geometria da estrutura e a discretizagdo do modelo sdo apresentadas na Figura 4,
sendo os valores das propriedades fisicas apresentados na Tabela 1. Sdo fornecidos apenas os
valores do modulo de elasticidade E e do coeficiente de Poisson x para cada trecho dos
modelos por se tratar de material isotropico.

\ _
p =
[
0,005
100 mmil | E kN/mm?2

‘ L = 800 mm ‘

Figura 4: Geometria e condi¢des de contorno para a chapa
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Trecho Kelvin-Voigt | Boltzmann Burger

E, E 11 22,58 22,58 22,58
u 0 0 0 0
E - 11 - -

E» " - 0 - -

E, E - - 11,29 11,29
v - - 0 0
E 500 - - -

i I 0 _ _ _
E - 500 10261,68 | 10261,68

"y - 0 0 0,2
E - - 512,08 512,08

"y - - 0 0,2

Tabela 1: Propriedades fisicas (kN ¢ mm).

A resposta para o deslocamento horizontal do ponto A da Figura 4 ¢ apresentada na Figura
5, para o modelo de Kelvin-Voigt, comparada com a resposta analitica para o problema
uniaxial, portanto com coeficiente de Poisson nulo. Observa-se uma excelente concordancia
entre o resultado numérico e o analitico, comprovando a eficiéncia da abordagem aqui
apresentada.

0.4+

=
£
k=]
=
@
E Analitico
3 Numeérico
1
w
@
(a)]
0.0 I 1 1 s !
0 100 200 300 400

Tempo (dias)

Figura 5: Modelo de Kelvin-Voigt — deslocamento horizontal no ponto A

Analogamente, as Figura 6 e Figura 7 apresentam as comparagdes entre as respostas
analiticas e as numéricas, para o deslocamento horizontal também no ponto A, para os
modelos de Boltzmann e Burger respectivamente. Observa-se novamente uma excelente
concordancia entre o resultado numérico e o analitico, comprovando a eficiéncia da
abordagem aqui apresentada, também para estes modelos.
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£ —— Analitico
3 Numérico
pe]
w
)
(=]

0.1

0.0 . T T 1

0 100 200 300 400

Tempo (dias)

Figura 6: Modelo de Boltzmann — deslocamento horizontal no ponto A

Na Figura 7 pode-se observar também o resultado para o deslocamento horizontal do ponto
A para diferentes passos de tempo adotados na analise para o modelo de Burger. Verifica-se
que os resultados sdo estaveis até mesmo para passos de tempo maiores, € que a resposta final
elastica ¢ sempre alcangada para qualquer um dos valores adotados de At.

0.8 5
0.7 4
e 0.6
£
£ o054
f=) Analitico
S 041—2 - | o At=0.1dia
8 s At=0.5dia
8 v At=1dia
& 024 ! ! + At =2 dias
Q 1{ At = 5 dias
0.1+ - - o At =10 dias
00 T T T T
0 100 200 300 400

Tempo (dias)
Figura 7: Modelo de Burger — deslocamento horizontal no ponto A — variagdo de At
Na Figura 8 apresenta-se uma comparacao entre os valores de deslocamento horizontal do
ponto A, para o modelo de Burger, assumindo primeiramente coeficiente de Poisson nulo para

todos os trechos do modelo e posteriormente assumindo coeficiente de Poisson igual a 0,2
para os amortecedores.
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Figura 8: Modelo de Burger — variagdo do coeficiente de Poisson dos amortecedores

As Figura 9 e Figura 10 apresentam, respectivamente, os valores de deslocamentos
horizontais e verticais, comparando-se o comportamento do modelo de Burger para
coeficientes de Poisson 0,0 ¢ 0,2.

7 0B33E-001 7 DEEEE-00
82839E_DD] -- = -_ amagvml
5.4934E-001 ] §.4980E-001
4.7129E-001 S 4.7126E-001

n=0,0 3.9271E-001
3.1417E-001
2.3563E=001
1 5709E-001

7.8543E-002
0.0000E+000

3.9274E-001
31419E-001
2.3564E-001

15710E-001
I T .O545E-002
0.0000E+000

Figura 9: Deslocamento horizontal

2.1968E-003
1.7087E-003
1.2205E-003
u = 050 7.3228E-004
2.4410E-004
-2 4409E-004
-7.3226E-004
=1 2205E-003
-1.7087E-003

-2.19668E~003

Figura 10: Deslocamento vertical

4.2 Exemplo 02

Este exemplo trata de uma placa simplesmente apoiada, formada por 3 camadas e
submetida a um carregamento uniformemente distribuido (Owen e Figueiras, 1983).
Aproveitando-se da simetria do problema, % da placa ¢ modelado utilizando 10x10 divisdes
de elementos finitos triangulares. Os resultados de deslocamento vertical no centro da placa
sdo obtidos e apresentados para duas das configura¢des de geometria de Owen e Figueiras
(1983), onde foram utilizados elementos finitos derivados de elementos tridimensionais,
assumindo deformacdo cisalhante constante ao longo da espessura. Para tanto os autores
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propuseram uma expressao para determinacao do fator de correcdo para distribui¢do da tensao
de cisalhamento (k), em fun¢do das caracteristicas da secdo transversal do laminado,
caracteristicas fisicas ¢ geométricas das laminas que compdem o conjunto. Estes fatores de
corre¢ao foram também utilizados no presente trabalho.

A geometria do problema, bem como as caracteristicas gerais do material empregado nas
camadas da placa podem ser verificadas na Figura 11.

A Tabela 2 exibe os valores de o; utilizados para determina¢do das caracteristicas dos
materiais de cada camada para as configuragdes de secao transversal adotadas, bem como os
valores do fator de correcdo para a distribui¢do do cisalhamento e a resposta elastica obtida de
Owen e Figueiras (1983). As grandezas fisicas utilizadas para as camadas sdo obtidas em
funcdo das grandezas apresentadas na Figura 11, multiplicadas pelos valores de o; acima
referidos. As grandezas e respostas sdo apresentadas desacompanhadas de unidades como
encontradas na referéncia utilizada para comparacao dos resultados.

Y Segho teansversa] Dados gerais para o exemplo:
D C Caso 01:
A . .

;L//'___ Ex=3.4156; Ey=1.7931;

474 Gy=1 Gy, = 0.608;

Gyz = 1.015; viy = 0.44

a=10.0; hygra = 1.0

q=-1.0;

Laminagdo (0° 0°, 0°) com “x”

Figura 11: Geometria do problema e propriedades dos materiais

Op | Oy | O3 h1 hz h3 k Ref.

Caso0O1 |50 1 |10]0,1]0,8]0,1]0,1473 | 28,43

Caso02 |10 1 |10]0,1 ]0,6]0,3]0,2449 | 3492
Ref. — Owen e Figueiras (1983)

Tabela 2: Fatores o, € k.

A Tabela 3 contém os fatores de multiplicacdo utilizados para determinar os parametros de
cada trecho dos modelos empregados nas analises, lembrando que cada camada é composta
por um material diferente. Foram usados 100 passos de tempo com At de 1 dia, totalizando
100 dias de analise.

Trecho | Kelvin-Voigt Boltzmann Burger
E| 1,0 1,0 10,0
E, - 1,0 -

Es - - 1,0
Ny 10,0 - -
N, - 15,0 750,0
N; - - 15,0

Tabela 3: Fatores de multiplicacdo para cada trecho.

O resultado de deslocamento vertical no centro da placa, para os casos 01 e 02 de
composicdo das camadas, ¢ apresentado nas Figura 12, Figura 13 e Figura 14,
respectivamente para os modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Burger e estdo de acordo com
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o esperado para o comportamento do laminado em cada um dos modelos viscoelasticos.

Deslocamento vertical Deslocamento vertical

Deslocamento vertical

-40 4
-35 4
-304
-25 4
-20 4 :
45 Caso 01
Caso 02
-10 I
-5 {
0 Ll 1 L} 1 1
0 20 40 60 80 100
Tempo (dias)
Figura 12: Modelo de Kelvin-Voigt
=70 4
60 -
50
-40
-30 4
Caso 01
-20 -
Caso 02
104
D T T T T 1
0 20 40 60 80 100
Tempo (dias)
Figura 13: Modelo de Boltzmann
-40
_30 /
-20 |
Caso 01
—— Caso 02
-10 |
0 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Tempo (dias)
Figura 14: Modelo de Burger
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4.3 Exemplo 03

Este exemplo, utilizado como benchmark, apresenta o comportamento viscoeldstico de um
cilindro de didmetro igual ao comprimento, submetido a um carregamento concentrado
simétrico e diametralmente oposto na posi¢ao L/2 do eixo do cilindro, como ilustra a Figura
15

C Dados gerais para o exemplo:

P=-4N;
/ E=3x 10" N/m2;

L G=15x10"N/m2;
R=3m;
h=0.03m;
L=6m;

parede rigida v=03;

Figura 15: Geometria, condi¢des de contorno, dados gerais e discretizagdo

Os parametros de geometria e propriedades fisicas gerais, bem como a discretizagdo
utilizada na andlise sdo apresentados na Figura 15. A Tabela 4 contém os fatores de
multiplicacdo utilizados para determinar os parametros de cada trecho dos modelos
empregados nas analises. Foram usados 400 passos de tempo com At de 0,5 dias, totalizando
200 dias de analise.

Trecho | Kelvin-Voigt Boltzmann Burger
E 1,0 2,0 2,0
E, - 1,0 -

Es - - 1,0
N, 15,0 - -
N, - 15,0 300,0
N; - - 15,0

Tabela 4: Fatores de multiplicagdo para cada trecho.

A malha utilizada para discretizagdo de 1/8 do cilindro, usando-se da simetria do
problema, conta com 520 elementos com aproximagdo cubica de deslocamento, totalizando
2425 nos, e foi escolhida com base em estudo de convergéncia realizado em Paccola (2004).

Os resultados de deslocamentos nas dire¢des x, y e z sdo apresentados na Figura 16.
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Figura 16: Deslocamento nas dire¢des X, y € z
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O comportamento viscoelastico do deslocamento na direcdo y no ponto de aplica¢do da

carga “P” ¢ apresentado nas Figura 17, Figura 18 e Figura 19, respectivamente para os
modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Burger.

Deslocamento (m)

1.0+

-0.8 4

-0.6

-0.4-

£ 4

0.0

¥ T v ¥ 1
50 100 150 200
Tempo (dias)

Figura 17: Deslocamento vertical no ponto de aplicacdo da carga — Modelo de Kelvin-Voigt

E 0.8

Deslocamento (

4.2 5

-0.6 4

0.4 -

-0.2 4

0.0

50 100 150 200
Tempo (dias)

Figura 18: Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga — Modelo de Boltzmann

Deslocamento (m)

20~
1.5 T s
.-/,’—’_F
1.04
054/
00 T T T v T ¥ 1
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Figura 19: Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga — Modelo de Burger
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E facil observar que resposta elastica analitica ¢ recuperada ao final dos passos de tempo
para o modelo de Kelvin-Voigt. Para o modelo de Boltzmann, como era esperado, o
deslocamento no ponto de aplicacdo da carga ¢ igual a 1,5 vezes o valor da resposta analitica,
por ter-se adotado o dobro do médulo de elasticidade na parcela de deformagao imediata, em
relacdo a parcela viscoelastica (modelo de Kelvin-Voigt). Para o modelo de Burger, verifica-
se que a deformacdo imediata ¢ proxima a obtida para o modelo de Boltzmann, como era
esperado, sendo um pouco superior devido a deformacdo do amortecedor, que diferencia um
modelo do outro, responsavel pelo comportamento de fluéncia dos materiais.

5 CONCLUSOES

Acredita-se que a estratégia para desenvolvimento de modelos viscoeldsticos aqui
apresentada pode ser considerada simples e eficaz, com base nos resultados obtidos nos
exemplos apresentados. Salienta-se que esta ¢ uma abordagem diferente da abordagem que
utiliza fungdes de fluéncia e relaxacdo, sendo uma opcdo para consideragdo do
comportamento viscoso nos modelos numéricos. Os desenvolvimentos aqui apresentados
podem ser estendidos para outros modelos viscosos, inclusive com consideracdo de
plasticidade, seguindo a metodologia apresentada.
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