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Resumo. A andlise de vigas sobre base eldstica submetidas a cargas estaticas e dindmicas tem grande
importancia na engenharia estrutural e fornece ferramentas tteis para resolver problemas praticos como
o projeto de fundagdes e vias férreas, entre outros. Um caso particularmente importante € o estudo do
comportamento dindmico destes elementos estruturais na presenga de cargas mdveis. Apresenta-se
neste trabalho a anélise de vigas prismaticas de comprimento infinito repousando sobre uma fundagéo
elastica do tipo Winkler, submetida a acdo de cargas moéveis e forcas axiais de compressdo.
Consideram-se cargas concentradas e uniformemente distribuidas em um trecho finito de magnitude
constante ou com variagdo harmonica. A viga é descrita pela teoria linear de Euler-Bernoulli (teoria
classica de vigas) e de Rayleigh (considerando inércia rotacional). A fundagdo é descrita por uma lei
constitutiva ndo-linear com nao-linearidade cibica. Para o caso linear se obtém uma solucio analitica
exata usando transformadas duplas de Fourier. Emprega-se também o método de Galerkin para a
andlise do problema linear e ndo-linear. Para isto, usam-se séries de Fourier como funcdes de
aproximacgdo, sendo o problema resolvido analiticamente no dominio do tempo no caso linear e
mediante integracdo numérica das equacdes de movimento, no caso ndo-linear. Apresenta-se no caso
linear uma analise paramétrica, comparando os resultados obtidos pelo método de Galerkin com a
solucdo exata. Para o caso ndo-linear, estuda-se a influéncia da nao-linearidade da fundacdo, do raio de
giracdo da secdo da viga, da magnitude da forca axial compressiva, da velocidade de deslocamento da
carga transversal e da variagdo da amplitude da carga harmdnica nos deslocamentos da viga.
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1 INTRODUCAO

A andlise de vigas sobre base eldstica € um topico importante em engenharia civil e tem
grande importancia na analise de varios problemas praticos, como a andlise de vias férreas e
outros. Distintos pardmetros influenciam a resposta de vigas apoiadas em base eldstica tais
como rigidez da fundac@o, tipo de carregamento e rigidez relativa da viga. Hentéyi (1946) e
Vlazov (1960) estudaram a resposta estatica de vigas apoiadas sobre fundacdo eléstica.

Um aspecto importante na anélise de vigas sobre base elastica é a consideracdo de cargas
moveis, como no caso de estruturas de pontes e vias férreas. Fybra (1972) apresentou solucdes
analiticas para vérios casos de vigas sob cargas méveis. Na publica¢do de Graff (1975) realiza-
se estudos de cargas moveis agindo sobre cordas e vigas, enquanto Kim (2005) realizou uma
andlise linear paramétrica de uma viga de cumprimento infinito usando transformadas duplas
de Fourier. Um tépico de muito interesse € a consideracdo do comportamento ndo-linear da
fundacdo eldstica. Esta consideracdo torna mais complexa a formulacdo e, sobretudo, a
resolucdo do problema, tendo-se que recorrer a métodos aproximados para a sua resolucao.

A considera¢do da ndo-linearidade da fundacgdo através da adi¢cdo de um termo cubico ao
modelo de Winkler tem sido muito utilizada em diversos trabalhos. Nos tltimos anos, a nao-
linearidade da fundacdo tem sido considerada em problemas de vigas submetidas a cargas
moveis. Nguyen e Duhamel (2008) apresentaram uma metodologia para a utilizagao do método
dos elementos finitos (MEF) na andlise de vigas infinitas sobre fundacdo eldstica nao-linear
submetida a uma carga concentrada mével com variacao de amplitude harmdnica.

No presente trabalho € estudada uma viga prismdtica de comprimento infinito, repousando
sobre uma fundacdo eldstica de tipo Winkler, sob carga mével pontual e carga mével
uniformemente distribuida numa extensdo finita, considerando amplitudes constantes e
harmonicas para ambos os casos de carregamento. Além da carga vertical, é levada em conta a
atuacdo de uma forca axial centrada constante. Para a formulagcdo da equacgdo diferencial do
movimento da viga, usa-se a teoria de Euler-Bernoulli e considera-se tanto a inércia transversal
quanto a inércia rotacional. Adota-se uma mudancga da coordenada fixa do espaco para uma
movel e usa-se o0 método da dupla transformada de Fourier, anteriormente usada por Kim
(2005), para a obtencdo de uma solugdo analitica do caso Linear. A seguir, obtém-se uma
solucdo aproximada baseada no método dos residuos ponderados de Galerkin para o caso
Linear e Nao-linear. Em ambos os casos estuda-se o comportamento simétrico e nao-simétrico
da resposta.

Para o caso linear, apresenta-se uma andlise paramétrica comparando resultados obtidos com
a solucdo analitica e com a solugdo aproximada a fim de validar o método aproximado.
Validada a formulag@o aproximada para o caso linear, inclui-se na andlise a ndo-linearidade da
fundacdo e estuda-se o efeito desta em simultineo coma variagdo de pardmetros importantes
como a velocidade de deslocamento da carga, freqii€éncia do carregamento, inércia rotacional da
secdo e forga axial compressiva. Todos os célculos e as rotinas necessarias a obtencdo dos
resultados apresentados no presente trabalho foram obtidos com a ajuda do software de
modelagem e simula¢do matematica MAPLE na sua versao 11.0.
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2 FORMULACAO

2.1 Equacio diferencial do problema

Seja a por¢do de viga infinita de secdo transversal constante, apoiada sobre base elastica de
tipo Winkler (ver Figura 1), a qual se encontra submetida a acao de uma carga transversal g(x,t)
variando arbitrariamente no tempo e no espaco, € submetida também a uma forca axial de
magnitude constante P.

qix.t

P ;

Figura 1: Viga prismdtica de comprimento infinito, apoiada sobre fundagdo eldstica com amortecimento viscoso,
submetida a carregamento transversal e forca axial.

A equacao diferencial de movimento que governa o problema, em coordenadas fixas, sob a
hipdtese de viga-coluna de Euler-Bernoulli (considerando somente deformacio por flexdo), e
considerando um de amortecimento de tipo viscoso devido a presenca da fundagdo eldstica, €
dada pela seguinte expressao:

4 2 2
9 w(x,1) _p 0 w(x,1) m 0 w(x,1) ‘C ow(x,1)

= 1
ax4 axz atz o +kW()C,l‘) CI(XJ) ( )

EI

onde E € o mddulo de elasticidade, / € o momento de inércia da secdo transversal, P € a forca
axial (considerando for¢a de tracdo como positiva), k é o coeficiente de rigidez linear da base
elastica, C € o coeficiente de amortecimento, m é a massa por unidade de comprimento da viga
e w(x,t) é o deslocamento vertical. Na Eq. (1) € considerada apenas a inércia translacional. Se
for considerada também a inércia a rotagdo da secao, conhecida como a hipétese de viga-coluna
de Rayleigh, a equacdo que governa o problema passa a ser dada por:

4 2 2 4
EIa w(x,t)_Pa wix, 1) +m8 w(x,t)+caw(x,t) . o' w(ix,1)
o’ ox? or’ ot ax’or?

+hw(x, 1) = q(x, 1) (2)

onde r € o raio de giracdo da secdo transversal da viga.

Para representar o comportamento nao-linear da fundagdo € considerado um termo
adicional na equac@o de movimento do tipo cibico (Andrade, 1993; Serebrenick, 2004; Chien
& Chen, 2005), obtendo-se:

4 2 2 4
Ela w(x, 1) _Pa w(x, 1) +m8 w(x, 1) +C8w(x,t) o 9*w(x, 1)
ox* o’ or? ot ox’or’

+hw(x, 1)+ ks (w(x,0) = g(x.0) (3)
2.2 Solucao analitica para o caso linear

Se considerada uma carga transversal mével, com velocidade de deslocamento constante V,
€ possivel fazer uma transformacio de coordenadas, definindo uma coordenada de mével para
o espacgo dada por:
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n=x-vV 4)

Introduzindo a Eq. (4) na Eq. (2), a equacdo que governa o problema linear pode ser
reescrita da seguinte forma:

2 2 2 4 4 2
m{a v;(?,t)_zva w0 |29 w(n,r)}Lmr{a WD) o, 9wt 29 w(n,z)}r
t

anot on’ an’or’ on’ot on’
2 4 2
| D) _yy OWED) |y IWOLD) WD i 1y = i) )
ot an an an

Para resolver a Eq. (5), emprega-se inicialmente a transformada de Fourier, para isto define-
se:

W(E,Q) = j jw(n,z).e"’“e"’“’dndt e

—o00 —o00

0(&,Q)= [ [q,0).e7 e dndr (6)
Usando as Egs. (5) e (6), pode-se obter a transformada da resposta como:

. 0.2 7
W(fvg)_EI§4+P§2+k_m(_Q_Vf)z(l-i-r2§2)+iC(Q—V§) ( )

Finalmente o deslocamento transversal em coordenadas mdveis, w(7,¢), pode ser obtido
mediante a dupla transformada inversa de Fourier dada por:

— 1 T Q(ég"Q') ién it
W(”’t)_(zz)z_[o [0 EIE + PE +k—m(Q—VE 1+ PE) +iC(Q-VE) A (8)

A Eq. (8) fornece a resposta do sistema na fase permanente do movimento. Se a integral
dupla expressa na Eq. (8) ndo tiver solugdo analitica, pode-se obter sua solugdo através de
integracdo numérica. No presente trabalho € usada a técnica da transformada discreta rdpida de
Fourier e a sua correspondente inversa, FFT e IFFT, algoritmos usados para calcular a FFT e a
IFFT podem ser encontrados em Brigham (1974).

2.3 Solu¢ao aproximada linear pelo método de Galerkin considerando simetria na
resposta

Supde-se que a resposta do sistema w(#,t), pode ser expressa como um somatério de N
funcdes da seguinte forma:

w(n.t) =Y X, (T, (1) )

onde X,(#) € uma funcdo de aproximac¢do na coordenada mével, que cumpre com as condicdes
de contorno do problema e 7),(¢) € a amplitude modal, que € funcdo do tempo. Considerando
que a resposta da viga € simétrica, é possivel trabalhar com a metade de do dominio. Este pode
ser aproximado por um comprimento L o suficientemente longo para representar de forma
adequada a resposta da viga infinita. Define-se entdo a funcdo de aproximagdo genérica dada
por:

m (10)

X, (m = COS((anJ

L

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXIX, pags. 1505-1523 (2010) 1509

Substituindo a Eq. (9) e a Eq. (10) na Eq.(5), multiplicando ambos os lados das equagdes
por Xj(n), e integrando de com respeito a coordenada #, obt€ém-se o seguinte sistema
desacoplado de equagdes diferencias ordinarias dependentes do tempo:

2 L
M, 2040, SO s k1) = [aor.0X, s n=1-N an
0
onde:
@ 9°X (7,
M, = jm(X,,(ﬂ)— r? a"(?t)}Xn(ﬂ).dn
0 n
L 3
D, =[|2mv| s IX, 0D XD, e x o |x,op.dn
) on an
t ’X, () ,9'X, () 'X,(m) 90X, () X, (n)
K = V2 LA EARIPR n EI Al _p it _cy =2 X (m)d (12)

Resolvidas as integrais no espago, resolvem-se as N equacdes no tempo e encontram-se as
amplitudes 7,,(t), para se obter finalmente obter a resposta aproximada. Para isto consideram-se

condigdes iniciais nulas, i.e., em T,(0), e 97.(0), Esta aproximagdo s6 € vilida quando a
ot

velocidade da carga moével for suficientemente pequena de tal modo que o campo de
deslocamentos seja simétrico com relacdo a posi¢do da carga, tal como ocorre em uma viga
com carga estatica. Para velocidades altas, o campo de deslocamentos perde esta simetria.

24 Solucao aproximada linear pelo método de Galerkin considerando assimetria
na resposta

Quando as condi¢des do problema levam a uma perda de simetria na resposta, mesmo sendo
o carregamento simétrico, precisa-se trabalhar com todo o dominio. Neste contexto €
necessdrio adotar fungdes de aproximagdo que possam representar uma possivel assimetria na
deformada da viga. No presente trabalho € usada uma série completa de Fourier com N termos
para representar a possivel assimetria na resposta do sistema, ou seja:

W) =T, (1) + ﬁ:(cos(”f ., () + sen(% mT, (z)) (13)

n=1

onde T (t), T,,,(t) e T,,(t), indicam as 2N+ amplitudes dependentes do tempo a serem

determinadas.
Usando o mesmo procedimento que para o caso simétrico, substitui-se a Eq. (13) na Eq. (5)
e multiplica-se esta pela funcdo de peso é’j(n) , com j variando de zero até 2N, e integra-se de —

L até L. Obtém-se assim um sistema com 2N+ 1 equagdes. As fungdes de peso & ;(17) sdo dadas

pela seguinte expressao:

50(77) =1
‘.:::2;‘-1 (m = COS(%?]) ,j=1..n

«:2j<n>=sen<f7”m, j=l.n (14)
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Dado o tipo de func¢des de aproximagdo e sendo o intervalo de integracdo de —-L até L, a
equacdo gerada por & (17) € desacoplada, sendo os pares de equacdes associados as

coordenadas &, ,(17) e &, () acopladas entre si. O sistema de equagdes é determinado a
partir das seguintes expressoes:

L

a’ d
RO:J' —q(’r],t)+m[ﬁTO(f)]+kTo(f)*'C[ETO(I)) dn
-L ’

d2 Pﬂ: ] T2 |(t)

R, = m(dz ) 1(’)J 0

d
2 +k (t)+C[t aje |(’)J

+EJ1t4]4T2].71(z)_mrzvzn“f‘szfl(z) mV P, (1) CVRjT, (1)
L4

L 12 - L

2(d (d s(d
mriu?j? [dz 5= l(f)] 2mV7t](ET2i(t)j 2mr2V7t3](
+

L
_ ) fT“(t)jJL Jq(n,t)co{nmj m
L L L

. S m 7l (dz 2,(0) CVthsz_l(l‘)
L= m p 2/(t) +C 7 2j(t) +

L? L
d
PO T, A0 m V2 r? j? T, (1) 2mVﬂJ( at hai- l(t)]

+L7+kT (1) - B 3

amPve (L g

4 4 —
+EJ#147;j(t) mrzvznij Tzf(t)_-r " gdt Zjil(t)j JQ(T], 1) sen( Jn) n (15)
L L L -
onde Rj =0,comj=1.N

2.5 Equacao de Movimento Nao-Linear Adimensional

Com o objetivo de se ter uma sensibilidade da influéncia das grandezas estudadas na andlise
b

paramétrica, adimensionaliza-se a equacdo de movimento. Para isto define-se a seguinte
coordenada adimensional no espaco mével

¢ :% (16)
e os seguintes parametros adimensionais:
kL kyL° _V
Bi=— Bi= : fl - 5
El El L
r C PI?
P Z C=— [
m El"x
3
=2, =", 0, =9 (17)
L El EI
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Definindo o campo de deslocamento adimensional com respeito a coordenada do espaco
moével como w*({,1) =w(n,t)/ L e considerando os pardmetros adimensionais da equagio Eq.

(3), obtém-se a seguinte equacdo de movimento nao-linear adimensional:

W PwHLLD L PWEED | 2 wEED | o L[ dtwHE ) L 3twEE | 2w
T{ e e h e }T‘p { s e T T }
wH () L IPwH( D | WS *w*({,1) 3
C‘{ azé -/ Wagé } Wa;f -k Wa;zg +BwHEDE B C0) =) (18)

Para um carregamento distribuido, a correspondente funcio de carregamento adimensional
no espago mével é dada por:

q(§.H=0Q[H(+2)-H( -9)]f (1) (19)

onde f{¢), € a funcdo que define a variagdo da amplitude do carregamento ao longo do tempo.

2.6 Solucao para o caso nao-linear considerando simetria

Para os casos em que ha simetria da resposta, a aproximacao pode ser feita usando apenas a
metade do dominio discretizado. Como o dominio é adimensional, o intervalo de integracdo é
agora definido na coordenada adimensional {. Nesta caso, os limites de integracdo para
minimizar o residuo situam-se entre 0 e 1.

Supde-se que a resposta do sistema e a funcao peso sao dadas por:
N
w({.1)=2 X, ()T, () (20)
n=1

Substituindo a Eq. (20) em Eq. (18) se obtém o residuo a minimizar, R. Para a montagem do
sistema de equagdes, convém separar o residuo R em duas partes: uma, a parcela linear R, ,

cuja determinacdo é feita da mesma forma que para a anélise linear, e outra a parcela nao-linear
R,, . que € produto do termo ndo-linear da fundag¢do, obtendo-se um sistema de equagdes nao-

lineares dado por:
Equ +EqNLj =0, paraj=1I..N. 2n

com:
1 1
EqL,=[R,.X,d{; EqNL, =[Ry.X .d{ (22)
0 0

Eq. (21) define o sistema de equagdes diferencias a resolver, onde EqL; representa a parte
linear da equagdo e EgNL; representa o a parte ndo-linear, gerada pelo termo ndo-linear cibico

da fundagao el4stica.

Supondo uma resposta simétrica, a fung¢do de aproximacao € dada por:

2n-Drx

Xn(é/) = COS(T ;) (23)
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Da mesma forma que para o caso linear, dada a ortogonalidade de X, (7)., e considerando a

simetria da resposta, a parcela linear do sistema de equagdes definido em Eq. (21) fica
desacoplada, podendo ser escrita da seguinte forma:

o°'T oT
Eql, = Eql, =Ms, af’) Ds, gt“) 5,10~ j aC.nX,(Hdg, n=1.N (24)
onde:
] 2 Zazxn(é’)
Msn:.([Tl [Xn(é“)—p 2 j.Xn(é‘).dé‘

Ds, :f{ZTf £ (pz IX) —aX"(QJ+CI.X,,(Q}X”(Qd§

o’ o
‘ X, Q) 84X,1<§> X, o LXK, () (25)
I{ [ % e j s BT Gh s +,b’,x,,<o}x,,©d§
A parte ndo-linear do sistema de equagdes EgNL, ¢ definida por:
1/ N 3
EqNL =+f,| [ZX,,@T,,@)) X,()dg, J=1.N (26)
0 \.n=1

Neste caso a parcela ndo-linear do sistema de equagdes fica acoplada. O sistema final serd a
soma das parcelas linear e nao-linear.

2.7  Solucdo para o caso nao-linear considerando assimetria

Para velocidades muito pr6ximas ou superiores a velocidade critica, a resposta do sistema
perde simetria, mesmo tendo simetria no carregamento. Assim, € necessario usar a formulagao
que consegue descrever esta assimetria, usando a aproximacgdo por série completa de Fourier.
Além disto, é necessario considerar a integragao no intervalo de -1 a 1. Neste caso, a resposta
adimensional w({,t), é dada por:

w({, 1) = T(t)+z cos(nawl).T,, ,(t) + sen(nzl).Ty, (1)) (27)

n=1

onde T (¢), T,,,(t) e T,,(t) indicam as 2N+ amplitudes no tempo a serem determinadas.
Usando o mesmo procedimento que no caso linear, definem-se as fun¢des de ponderacdo:

v ({) =
V/ZJ 1(4)_COS(Jﬁ§) _] N
Vo, () =sen(inl) ;N (28

Substituindo Eq.(27) em Eq.(18), obtém-se o residuo a minimizar, que pode ser separado na
soma duas parcelas, como no caso simétrico ndo-linear: uma parcela linear e outra parcela nao-
linear. Assim, multiplicando o residuo pela fungéo de ponderagdo y;(¢) e integrando com

respeito ¢ , o sistema de equacdes toma a forma:

EqL ; + EgNL ; =0, paraj=0...2 N. 29)
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A parte linear EgL;, andlogo ao caso da andlise linear, fica desacoplada para j=0, e acoplada

por pares para j=1...2N, a saber:

1

d 2 d?
EqL,= CI(ETO(t)]+T1 ?To(t) +B, T(1) —q(&, 1) dn

-1

2

d
Equ2_]:TC4J 2j- ](l)+T [dz 2j-1

d
(t)j+B L (D +C (dz b ](l)j+P Tt j? T,, (1)

2

d 2.2 ,. . 2 (d
+T p>m’ [dz ajm 1(z)J T, f, T, (D-CfinjT,()-2T, flnj(Esz(t)j

d 1
—T P fl T, ](t)—Zlepzf, ) (Esz(t)}fq(C,t)cos(njC)dC
-1
EqL =T2(d2 (t)J+Cfn]T (O+P T PT, ()+7j T, (1)+C (ET (t))
2j U g2 2 1 2j 2j 1 2j

d d
_lefl T, (D+2T, flnj( p T,,_ 1(t)j+ﬁ T, (t)+T pim?j (dz 2j(t)]
STt AT, (n+2 T et AL o ¢ $) dg
PO T Zj(t) , P dt 2j—1(t) '[1q( 1) sen(mjC) (30)

As expressdes contidas em Eq. (30) compdem a parcela linear do sistema de equagdes a
resolver para a determinag@o das amplitudes no tempo T(7) .

A parcela ndo-linear do sistema de equagdes € dada por:

n=1

EqNL =B, (T(t)+z cos@ ) T, (1) +sen(nail). 2”(t))j. X,(0)d{,j=0.2N - (€29)

Representar a solucdo quando a resposta do sistema nao tem simetria demanda um niimero
maior de fungdes de aproximagdo que no caso simétrico, tornando extenso o numero de
operagdes contidas em Eq. (31). Portanto, € necessario realizar algumas manipulacdes
algébricas em Eq. (31) de tal forma a diminuir o nimero de operagdes. Um exemplo de
manuseio algébrico encontra-se no trabalho de Paullo (2010), onde € realizada uma
manipulagdo da parcela ndo linear reduzindo o nimero de operagdes a metade. O sistema final
de equacdes € resolvido numericamente através do método de integracdo de Runge-Kutta.

3 EXEMPLOS NUMERICOS

3.1  Exemplos da analise linear e validacao da formula¢ao aproximada

Na Tabela 1 sdo apresentados os parametros fisicos e geométricos da viga infinita a ser
utilizada nos exemplos apresentados nesta se¢do, supondo uma viga de secdo constante e de
material isotrépico.
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Parametro Simbolo Unidade Valor
Rigidez a flexdo El kNm’ 363.35
Massa linear m kg 297.5
Rigidez c/ia fundagao k MN/m? 7717
elastica
Coeficiente de cr MNs/ m? 300
amortecimiento Critico

Tabela 1: Propriedades fisicas e mecanicas do sistema a analisar.

3.1.1 Viga com carga mével de magnitude constante e distribuida uniformemente
em um trecho finito

Considera-se que o carregamento vertical € uniformemente distribuido num trecho finto de
comprimento a com intensidade constante g. A carga se desloca com velocidade constante V,
como ilustrado na Figura 2. A origem da coordenada moével encontra-se no centro do

carregamento.

A
z) \%
Wiy rang
———a
| T |
P T P
L -3 —

e e -
B SIS EE R

Figura 2: Viga submetida a carregamento mével uniformemente distribuido

Na Tabela 2, sdo mostradas as propriedades do carregamento aplicado a viga, usadas no
estudo paramétrico apresentado a seguir.

Parametro Simbolo Unidade Valor
Resultante da Carga 0 kN -40.0
Intensidade de carga g kN/m 297.5

Compfunento da a m 0.1525
extensdo da carga

Tabela 2: Propriedades do carregamento mével.

3.1.2 Resposta na fase permanente e influéncia do raio de giracio

A resposta do sistema na fase permanente do movimento tem uma configuragdo constante
na coordenada mével ao longo do tempo (ver Figura 3), i.e., a forma da deformada permanece
constante na coordenada moével, o que significa que, em coordenadas reais, a deformada se

desloca na mesma velocidade que o carregamento.
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Figura 3: Comparacéo do deslocamento vertical na fase permanente entre a solugdo analitica e Galerkin
(aproximacao simétrica), quando C=0.01Cr, V=130.0 m/s, P=-2MN N=15, L=3m.

A Figura 3 mostra também como o aumento do raio de giracdo da secdo da viga, r, se traduz
em um aumento no valor dos deslocamentos. Os resultados também mostram que a andlise pelo
método de Galerkin, com consideracdo de simetria na resposta, logra reproduzir com precisdao
as respostas obtidas mediante a solugfo analitica da viga infinita usando a transformada de

Fourier.

3.1.3

Influéncia da velocidade de deslocamento da carga

Na Figura 4 apresenta-se a varia¢do do valor do deslocamento maximo da viga em funcdo da
velocidade do carregamento para dois valores do raio de giragdo. Apresenta-se tanto a solugao
analitica quanto a aproximada para o caso de simetria na resposta.

Deslocamento vertical maximo (m)

0.0040

0.0035 +

0.0030

0.0025 +

0.0020

0.0015 +

0.0010 +

0.0005 +

= = = Analitico(r=0.08m)

—8— Galerkin(r=0.08m) —A— Galerkin(r=0.0m)

Analitico(r=0.0m) | |

150.00

Velocidade(m/s)

300.00

Figura 4: Variagdo do deslocamento vertical maximo em funcdo da velocidade da carga mével. C=0.05Cr, P=-
2MN e r = 0.08m. Aproximagdo simétrica.
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Na Figura 4, a soluc¢do por Galerkin considerando simetria aproxima de forma adequada a
reposta exata para valores de velocidade menores que a velocidade critica (velocidade onde o
deslocamento se torna maximo). No entanto, conforme o valor da velocidade se aproxima do
valor critico, o método de Galerkin considerando simetria se afasta da resposta exata, tendendo
a flecha maxima para infinito na vizinhanga da velocidade critica. Isto porque a resposta do
sistema perde a simetria quando o valor da velocidade de carregamento se aproxima da
velocidade critica.

0.8

08 \‘ 2 |

Deslocamento vertical (mm)

—— Analitico V= 127 m/s(0.8Ver)

— Analtico V= 153.5 m/s{1.0Ver)

—&— Analitico V= 260 m/s(1.60Ver)

-32 u
-4.500 -3.000 -1.500 0.000 1.500 3.000 4.500

Distancia(m)

Figura 5: Comportamento da deformada. Solucdo analitica para distintos valores de velocidade. C=0.05Cr, P=-
2MN e r = 0.08m.

Na Figura 5, pode-se observar que a configuracdo da deformada é simétrica com respeito ao
carregamento para uma velocidade igual a 80% da velocidade critica. Para uma velocidade
igual a velocidade critica o sistema perde simetria, localizando-se o deslocamento maximo a
esquerda da origem, i.e., apds a passagem do carregamento. Para um valor de velocidade
superior a velocidade critica (1.6Vcr), o sistema perde totalmente a simetria. Resposta similar
foi encontrada por Fryba (1972). Assim, para analisar sistemas submetidos a altas velocidades,
€ necessario utilizar fungdes que consigam representar a assimetria da resposta.

0.0035

0.0030 1 e

0.0025 -

0.0020

0.0015

0.0010 -

Deslocamento vertical maximo (m)

| Galerkin(r=0.08m) —#— Galerkin(r=0.0m) |

0.0005 -~~~ ~~ (N (N

Analitico(r=0.08m) — — - Analitico(r=0.08m)

| | |
| | |
0.0000 ; ; ;
0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00 300.00

Velocidade(m/s)

Figura 6: Deslocamentos maximos em funcéo da velocidade para distintos valores de . C=0.05Cr, P=2MN N=50,
L=8m. Aproximag¢do nao-simétrica.
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Na Figura 6, mostra-se a influéncia da velocidade no cdlculo dos deslocamentos maximos
para dois valores distintos de raio de giragdo, usando a formulagcdo aproximada com séries de
Fourier que considera a ndo-simetria na resposta. Verifica-se que a solucdo por Galerkin
consegue representar com boa precisdo os deslocamentos méximos na vizinhanca da
velocidade critica e superiores a esta. Também € observado que o valor dos deslocamentos
maximos aumenta e que o valor da velocidade critica diminui com o aumento do raio de
giracdo. Nota-se também que, para velocidades muito baixas ou muito altas, o raio de giragdo
tem pouca influéncia nos deslocamentos maximos.

3.2  Exemplos da analise nao-linear

3.2.1 Influéncia da Nao-linearidade da Fundacao para Altas Velocidades e Carga
Distribuida de Amplitude Constante

Nesta secdo € analisada a influéncia da nido-linearidade da fundacdo para os casos de
assimetria na resposta. Em virtude disso, é necessdrio adotar um trecho de integracdo maior
para conseguir descrever de forma precisa o comportamento do sistema submetido a altas
velocidades da carga mével. Portanto, nos exemplos analisados nesta se¢do adota-se um
comprimento de discretizacdo de L = 8m. Definem-se na Tabela 7-2 os pardmetros
adimensionais presentes na Eq.(17) e considerados nos exemplos desta secao.

Parametro Adimensional Simbolo Valor
Parimetro de massa T, 1.8313
Parametro de amortecimento critico Cicr 1018.6166
Parametro dfe r}gldc?z da fundacao :B1 8699279483
eldstica linear
Parametro de rigidez ndo-linear da 10
fundacgo elastica B; -33.67x10
Parametro de intensidade de carga 0, -369.8913
Parametro de extensdo da carga a 0.01905

Tabela 3: Parametros adimensionais para andlise do comportamento assimétrico.

A Figura 7 mostra a diferenca no campo de deslocamentos verticais obtidos pela anélise
linear e ndo-linear para o caso em que a velocidade da carga mével € igual e maior que o valor
critico linear. Pode-se observar que no caso de f._ f;.. a influéncia da nio-linearidade se reflete
em um aumento no valor do deslocamento maximo assim como em um ligeiro deslocamento
do mesmo para a esquerda. J4 para o caso de f;- 1.25f;., a ndo-linearidade adotada tem pouca
influéncia nos deslocamentos.
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Figura 7: Deslocamento vertical adimensional. C; = 0.04C;,,, P;=-35.69, N= 15, p =0. a) f; = 25.25(f;- fi:), b)
J1=20 (fi= 1.25f}0).

Na Figura 8 mostra-se a variacdo do deslocamento maximo em funcfo da variacdo da
velocidade, considerando a presenca de forca axial compressiva e a influéncia da inércia
rotacional. Observa-se que a influéncia da ndo-linearidade € importante na zona proxima a
velocidade critica. Para baixas velocidades e para velocidades muito maiores que a critica, as
respostas lineares e ndo-lineares sdo praticamente coincidentes. A diferenca entre o
deslocamento méximo linear e ndo-linear, indicada pela curva tracejada, reflete tal
comportamento. Isto é esperado ja que a Qﬁo—linearidade torna-se mais importante a medida

que os deslocamentos vao aumentando. E importante salientar que estes resultados estao
condicionados ao coeficiente de rigidez nédo-linear da fundagéo usado neste exemplo.
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Figura 8: Deslocamento maximo em funcdo da velocidade. C; = 0.04Ccr, P;=-35.69, N =15, p =0.01.

3.2.2  Analise nao-linear com carga uniformemente distribuida com amplitude
harmonica estacionaria (f; = 0).

Para o caso da uma carga harmonica estaciondria uniformemente distribuida, a resposta é
sempre simétrica. Portanto, podem ser usadas as expressoes deduzidas Eq.(24), Eq.(25) e Eq.
(26). Para os exemplos desenvolvidos nesta secdo, a integracao no espaco € feita considerando
L=10m e os parametros adimensionais apresentados na Tabela 4.

Parametro Adimensional Simbolo Valor
Parametro de Massa T 2.8614
Parametro de émortemmento Cicr 1018.6166
Critico
Parametro de Rigidez linear da
fundacdo eldstica ﬁl 2123847.53
Parametro de Rigidez Nao-linear 10
da fundacdo eléstica B; -212.38.x10
Parametro de intensidade de carga (o) -722.4439
Parametro de extensdo da carga a 0.01524

Tabela 4: Parametros adimensionais para andlise da viga com carga harmdnica.

Analisa-se agora o efeito da ndo-linearidade da fundag¢do no cdlculo dos deslocamentos
maximos no sistema quando hd variacdo da freqiiéncia de excitacdo do carregamento
harmonico. Sdo considerados dois valores de inércia rotacional.
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Figura 9: Variagdo do deslocamento méximo em fungdo de f: £;=0, P, =0, C;=0.05Ccr, [, = —212.38x10".

Na Figura 9 observa-se que, para o caso em que ndo € considerada a inércia rotacional, i.e.,
p = 0, amedida que aumenta a freqiiéncia da excitacao o valor do deslocamento maximo cresce
até atingir um maximo correspondente a freqiiéncia critica, que, para o caso linear, é de 81Hz.
No caso nao-linear o pico sofre um pequeno deslocamento para a esquerda, com 0 maximo
deslocamento ocorrendo para 77Hz.

Observa-se também, ainda na Figura 9, que, quando se considera um raio de giracdo de
p =0.04, o pico de ressonancia se desloca para a esquerda, ocorrendo o valor maximo para 61
Hz no caso linear e 59 Hz no caso ndo-linear. Além disto, h4& um aumento no valor do
deslocamento maximo com respeito ao sistema sem inércia rotacional. Também ¢é observada a
existéncia de um pico de menor valor localizado a direita do pico de maior valor. Isto mostra
que, para o valor de p adotado neste exemplo a inércia rotacional torna-se importante dando
origem a uma segunda freqiiéncia de ressonancia. Para altas freqii€éncias os deslocamentos
maximos do sistema com p=0.04 sdo menores que para o sistema sem inércia rotacional.

3.2.3 Analise nio-linear com carga uniformemente distribuida com amplitude
harmoénica mével (f; #0).

Nesta secdo é analisado o caso de carga harmdnica com velocidade de deslocamento ndo-
nula. Neste caso, a probabilidade de se ter assimetria nos deslocamentos é maior que no caso de
carga de amplitude constante, mesmo para baixas velocidades. Portanto, para os exemplos
desenvolvidos nesta se¢do sdo usadas as expressdes deduzidas em Eq.(29), Eq.(30) e Eq.(31),
que correspondem a andlise ndo-linear com assimetria na resposta. A integracdo no espago €
feita considerando os mesmos parametros adimensionais da Tabela 4.

A Figura 10 mostra a relagdo entre o deslocamento méximo e a velocidade, considerando
inércia rotacional e forga axial; para uma freqii€ncia de excitacdo de 50 Hz. Nesta figura pode
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ser observado que a ndo linearidade na fundacdo aumenta os deslocamentos maximos. Em
ambos os casos, linear e ndo linear, destaca-se a presenca de dois picos. O maior deles em torno
de f; = 70 e outro de menor tamanho para um valor de f; em torno de 235. Portanto,
identificam-se duas velocidades criticas para este caso, isto pela consideracdo da inércia
rotacional. A considera¢do da ndo linearidade de sinal negativo traduz-se em um incremento
acentuado no valor dos deslocamentos na vizinhanga da primeira velocidade critica.
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Figura 10: Deslocamento maximo em funcdo da velocidade: P1 =-8.933, C1 =0.05CIcr,
p=0.008, f = 50Hz.

4 CONCLUSOES

A formulacdo aproximada pelo método de Galerkin considerando simetria no campo de
deslocamentos mostra-se ttil para valores de velocidade menores que a velocidade critica onde
os deslocamentos atingem um valor mdximo. Além disto, a formulagdo simétrica leva a uma
menor quantidade de operagdes, levando a um baixo esforco computacional.

Os resultados da andlise linear mostram que, quanto maior o valor do raio de giracdo, maior
¢ o valor do deslocamento vertical maximo e que o valor da velocidade do carregamento tem
grande influéncia no valor do deslocamento maximo e na configuracdo deformada da viga. A
velocidade critica diminui quando se considera o efeito da inércia a rotacao.

Para velocidades baixas, o campo de deslocamentos é simétrico com relacdo ao eixo do
carregamento e se desloca na mesma velocidade que o carregamento. Quando a velocidade se
aproxima ou é superior ao valor critico o campo de deslocamentos torna-se assimétrico,
ocorrendo a amplitude maxima de vibragao apds a passagem do carregamento. Observa-se que
uma formulagcdo usando séries de Fourier completa consegue representar o comportamento
assimétrico do sistema.
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A formulacdo aproximada, usando o método de Galerkin e séries de Fourier, apresenta um
bom desempenho nos exemplos analisados e, portanto, apresenta condi¢des favoraveis para a
sua utilizac@o no estudo de casos que incluam ndo-linearidade nas equa¢des de movimento.

A consideracdo da nao-linearidade da fundagdo acrescentando um termo cubico a equagdo
de movimento se traduz em um incremento ou decremento dos deslocamentos maximos,
segundo o sinal do termo ndo-linear.

Para o caso de uma carga mével de amplitude constante, a ndo-linearidade negativa da
fundacao tem importante influéncia na fase transiente da vibracdo modificando a configuragcao
da mesma. Na fase permanente a influéncia se traduz em um incremento no valor dos
deslocamentos. Este incremento € pouco importante para valores de velocidades afastadas da
velocidade critica, mas torna-se importante na vizinhancga da velocidade critica.

Para o caso de uma carga harmonica, observa-se que a nao-linearidade modifica de forma
importante a fase transiente da vibragdo. Na fase permanente a influéncia da ndo-linearidade se
reflete apenas em um incremento no valor da amplitude de vibragdo. Ao se variar a freqiiéncia
da excitagdo, observa-se que o valor dos deslocamentos maximos aumenta quando aumenta o
valor da freqiiéncia, chegando a um valor maximo quando se atinge a freqii€ncia critica, e
diminuindo quando ultrapassado este valor, de forma similar que para a variacdo da velocidade.

Observa-se também que a ndo-linearidade diminui o valor da freqiiéncia critica. Além disto,
ao se aumentar o raio de giracdo, aparece uma segunda freqiiéncia critica com um menor pico
de ressonincia, o que reflete a influéncia da inércia rotacional na vibragao.

Para o caso de uma carga harmdnica mével, a influéncia da nio-linearidade se traduz em um
incremento nos deslocamentos, sendo este mais pronunciado quando o valor do carregamento ¢
préximo do valor méximo.
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