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Resumen. En este articulo se presenta el desarrollo de un modelo fenomenologico
de una Tobera de Laval, dispositivo que representa la etapa de aceleracion de
gases de combustion de una turbina a gas. Este modelo se basa en los balances de
energia, momento y continuidad de los gases de combustién que fluyen a través
de la Tobera de Laval. El modelo fenomenoldgico se lleva a un modelo en lenguaje
de control con el fin de realizar el analisis de estabilidad y plantear alternativas de
control e instrumentacion.
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1 INTRODUCCION

Se han venido utilizando en estas Ultimas décadas en Colombia como centrales
de apoyo a la generacion hidroeléctrica, y dadas sus condiciones de operacion
extremas necesitan de un continuo ciclo de mantenimiento predictivo evitando
detenerlas para una reparaciéon particular o articular de la planta (Diez, 2000)

La turbina a gas es un dispositivo térmico rotativo con una baja relacion
peso/potencia, diseflado para extraer energia de un gas que fluye a través de ella y
transformarla en potencia util. Para la generaciéon de energia mediante turbinas a
gas se debe realizar un proceso que inicia con la captacién de aire atmosférico que
es filtrado, seguidamente el aire es comprimido en sucesivas etapas hasta alcanzar
la presion de trabajo, luego es desviado hasta el sistema de mezcla de combustible
donde se alcanza una relacién aire/combustible necesario para dar paso al sistema
de combustion donde la temperatura de los gases es elevada, y donde se da
origen a un flujo de trabajo con alta presion y alta temperatura, este fluido es
direccionado a través de varias etapas de expansion que aprovechan su energia
para generar trabajo mecanico sobre un eje acoplado a un generador eléctrico,
donde mediante campos magnéticos convierte el movimiento mecanico en
corriente eléctrica en una bobina de cobre (Millan, 2001).

Con el fin de aumentar la vida util de los componentes de las turbinas se deben
identificar la evolucion de los fenomenos de fatiga, de formacién de depdsitos, de
corrosion y de desgaste en las condiciones transitorias de carga y descarga; es
necesario entonces, realizar el modelado de dispositivos que puedan emular las
condiciones de alguna de las diferentes etapas de una Turbina a gas para a realizar
estudios tales como de desgaste de materiales, ciclos de eficiencia y desempefio
entre otros. Para realizar estos estudios es necesario recrear las condiciones de la
etapa de aceleracion de gases de combustién, debido a los altos costos que
implica realizar los ensayos directamente con la turbina a gas. Entre los dispositivos
que pueden llegar a acelerar un fluido hasta las condiciones de velocidad
supersonicas se encuentra la Tobera de Laval.

La Tobera de Laval es un dispositivo que consta de dos secciones, la primea
convergente y la segunda divergente (Cambel, 1961); este dispositivo tiene la
capacidad de acelerar fluidos compresibles a velocidades cercanas de MACH 2, el
fluido a través de la tobera se acelera hasta que en la garganta (union de las
secciones convergente-divergente) rompe la barrera del sonido, disminuyendo su
presion y aumentando la velocidad hasta alcanzar velocidades supersénicas. Estas
velocidades son las que poseen las particulas de los gases de combustion que
viajan a través de una turbina a gas y cuyo choque en los alabes generan el
momento deseado en la turbina.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXIX, pags. 2365-2383 (2010) 2367

En la literatura se encuentran diferentes modelos fenomenoldgicos infinito-
dimensionales que describen el comportamiento dinamico de una Tobera de Laval
(Lépez, Toth, Nigro, 2005) (Triana, Gonzalez, Romero, 2008) y (Arias, Gervacio,
2004). Estos modelos has sido desarrollados buscando la forma de controlar alguna
de las variables del fluido que atraviesa la Tobera y en algunos casos la finalidad es
controlar la posicion de la Tobera (Naguil, Pedroni, Cova, et al, 2007) para
aprovechar la fuerza de empuje del fluido.

Por las caracteristicas dinamicas que presentan los fluidos que atraviesan este
dispositivo (Tobera de Laval) es posible desarrollar un modelo fenomenologico que
emule las condiciones de presion, temperatura y en especial de velocidad de la
etapa de aceleracion de gases una turbina a gas.

Es necesario que la tobera de Laval emule los transitorios de carga y descarga
que sufre la turbina a gas en diferentes puntos de operacién; por tal razon, la
tobera de Laval debe operar a lazo cerrado. No obstante, como es sabido de la
teoria de control, para disefiar un sistema de control se debe tener un modelo del
sistema. El modelo fenomenoldgico infinito dimensional no puede aplicarse
directamente para fines de control, lo cual ocasiona que sea necesario obtener un
modelo reducido que pueda utilizarse para fines de control, pero que conserve las
caracteristicas dinamicas del modelo infinitodimensional, con el fin de realizar un
analisis a lazo abierto. Para ello en la Seccion 2 se describen los aspectos
metodologicos necesarios para obtener ambos modelos, en la Seccién 3 se indican
las simulaciones y analisis realizados con ambos modelos.

2 METODOLOGIA

El modelo fenomenoldgico que se desarrolla se basa en las ecuaciones que
gobiernan la dinamica de los fluidos — ecuacion de continuidad, de momento y de
energia — los estamentos de estas tres ecuaciones se rigen bajo tres principios
fisicos en la dinamica de un fluido, estos son: la conservacién de la Masa, la
segunda Ley de Newton y la conservaciéon de la Energia. Ademas se deben
considerar las caracteristicas que posee un fluido no ideal a través de una tuberia.
En este caso se tiene un fluido compresible con un movimiento turbulento a través
de un dispositivo de area variable.

Bajo las anteriores leyes fisicas y desarrollando matematicamente estos
principios con las caracteristicas fenomenoldgicas del transporte del fluido en una
tuberia de area variable se obtiene las ecuaciones (1) a (3) que describen el
comportamiento dinamico de fluido a través de la Tobera de Laval:

Ley de conservacion de la masa:
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ap _
E—V-(pv)—o

(1)

Ley de conservacion de cantidad de movimiento:

d _ dp 0tx(yz) | OTyyz) | 9Tyya)
aPV TV (puv) = a(x,y,z)+ T dy T +Pfeyz

(2)

Ley de conservacion de energia:

o+ D+v o e+ D)V =pa+ L (5) + 5 () + 2 (k5) sy 3
)

Las ecuaciones (1) y (2) son las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales
representan el flujo de un fluido, por su parte la ecuacion (3) describe los
fendbmenos térmicos. Las ecuaciones de Balance se pueden llegar a expresar de
diferentes formas depende de qué tipo de fendmeno se esta representando;
ademas si estas se encuentran en su forma conservativa o no-conservativa o Ssi
estan representadas en la forma de Euler (Anderson 1995).

2.1 Flujo de un gas a través de una tobera de Laval

En el campo de los fluidos a través de dispositivos y/o tuberias se deben tener
en cuenta consideraciones tales como, si existen 0 no variaciones en el area de la
tuberia y qué tipo de proceso tiene lugar el fluido que viaja a través de ella.

Una tobera de Laval, también llamada boquilla, es una tuberia de area variable
que consta de dos secciones, una seccidon convergente y otra divergente unidas por
una garganta que es una pequefa longitud donde la tobera o boquilla tiene la
menor area de la tuberia, se puede observar una tobera de Laval en la Figura No.
1. Cuando hay un gas fluyendo a través de una tobera de Laval se considera, de
forma ideal, que se lleva a cabo una proceso de expansién isoentrépico (entropia
constante), esta misma expansion tendria lugar en una turbina ideal a gas y se
produciria sin pérdida o ganancia de calor (adiabatica) y sin ninguna disipacién de
la energia disponible debido a la friccion, el estrangulamiento, etc. es decir un
proceso reversible. Para el desarrollo del modelo de la tobera de Laval se supone
que esta disponible un suministro ilimitado de gas a una temperatura y presion
especificas; la fuente de gas se denomina estanque o deposito, y la temperatura y la
presion del mismo reciben el nombre de condiciones de estanque. El gas fluye del
suministro a través de la tobera con una presién, temperatura y velocidad
determinas hacia un sumidero o recipiente de descarga donde la presién se
mantiene controlada y es menor que la presion de estancamiento.
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Figura No. 1. Tobera de Laval (Anderson 1995).

La configuracion y elaboracién de la tobera es controlada por el disefiador
donde es él quien fija la relacion entre el area de la seccion transversal y la longitud
de la tobera medida a partir de la entrada, también se tiene en cuenta parametros
como el angulo de la seccion divergente, este debe ser pequefio para que no haya
separacion de la capa limite del fluido (Shapiro, 1983) (Mora, 1976).

En la seccién convergente de la Tobera de Laval el flujo es siempre subsonico
pero puede llegar a ser sonico en la garganta de la tobera, para nimeros de Mach
pequefos el proceso cumple esencialmente la relacion de Bernoulli para el flujo de
fluidos no compresibles (Anderson, 1982), aunque en la seccidon convergente no se
originan niumeros de Mach mayores que la unidad. Ahora, en la seccion divergente
el flujo puede ser tanto subsoOnico como supersonico; en esta investigacion se
desea alcanzar perfiles de velocidad supersdnicos en la seccién divergente, es decir
numeros Mach superiores a uno (Shames, 1976), (Oates, 1997), (Zucrow, 2001).

Para que exista un flujo a través de la tobera, a una determinada velocidad, la
presion del recinto de llegada, p, en la Figura No. 1, debe ser por lo menos
ligeramente inferior a la presion del estanque, py en la Figura No. 1, si son iguales
no existe flujo. En el caso que p, disminuya o sea considerablemente menor que
po aumenta la velocidad de flujo y la velocidad a través de la boquilla, siendo en la
garganta la velocidad maxima. El flujo a través de una boquilla ya disefiada se
controla estableciendo la presidn del estanque y la presién del recipiente de
descarga o llegada. Para un flujo dado, a través de una tobera especifica, existe una
presién Unica en cada punto a lo largo del eje de la tobera.
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Figura 2. Cambio de Presién vs. Cambio de velocidad a través de la tobera (Anderson 1995).

Un limite se alcanza cuando la velocidad en la garganta se convierte en sdnica,
es decir en Mach=1, ademas la velocidad en la seccién divergente alcanza a ser
supersonica, bajo estas condiciones la relacion entre las presiones de la garganta
p* y la presion del estanque se llama relacion critica de presion y se representa por
T =p"/po -

En la Figura No. 2 se puede observar la relacién inversa entre la presion y la
velocidad [Mach], a través de una tobera de Laval. A medida que la presion
disminuye en cada punto del eje de la tobera el flujo gana velocidad hasta llegar a
desarrollase un numero Mach de alrededor de 3.2, en otras palabras, el fluido
reduce su presion para aumentar su velocidad.

2.2 Modelado Matematico de una Tobera de Laval

Para desarrollar el modelo matematico de la Tobera de Laval cabe aclarar que
dicho modelo se basara en el siguiente supuesto: los cambios que tienen las
variables en el espacio los sufren solo en la coordenada x, ver Figura No. 3.
Tomando las ecuaciones de continuidad (1), momento (2) y energia (3) para un
fluido regular, isoentropico y unidimensional para una tobera de Laval y llevandolas
a su forma integral, se obtiene que

2 [If, pdV + [f,pV - dS = 0
(4)

2 [If,(pw)dV + [[,(puV) - dS = — [[ (pdS),
(5)
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2o (e+S)av+pff,(e+2)V-ds =~ [[,V) - ds (6)

Aplicando las anteriores ecuaciones en un diferencial de volumen de una seccion
de la tobera mostrado en la Figura No. 3; se define la presion, la velocidad, la
densidad y la energia interna para la cara de entrada del diferencial de area 4, y se
denotan por: p,V,p y e respectivamente.

p+dp
V+dv
p+dp
€+ de

A+dA

Figura No. 3 Diferencial de Volumen de la Tobera (Anderson 1995).

Analogamente para la cara de salida o derecha del diferencial se definen las
mismas variables, y se denotan por. p+dp,V+dV,p+dp y e-+de,
respectivamente. Es importante aclarar que el diferencial de volumen dx es muy
pequeno, razon por la cual se puede realizar este analisis.

Resolviendo analitica y matematicamente las ecuaciones (4), (5) y (6) vy
aplicandolas al diferencial de volumen se obtiene:

6(pA)

Continuidad: + pA + pV 44 VA =0 7
) v _a_p

Momento: p ” + pv o (8)

Energia: pCy x4 ch = —pRT [Z—Z + Va(laLx’“] 9)

2.3 Discretizacion

Los modelos matematicos que se representan por sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias se usan en aplicaciones relacionadas con el monitoreo,
supervisién y control automatico (Garcia, 2009). Dado que gran parte de la
literatura técnica al respecto, ademas de la teoria de sistemas dinamicos se
encuentra basada en este tipo de modelos, es dificil la aplicacion de la teoria de
control a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales dado su caracter de
dimensioén infinita o infinitodimensional.
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Figura No. 4 Puntos de malla para la aproximacion al
modelo finitodimensional ( Anderson 1995).

Es por tal razon que se hace necesario realizar una aproximacion de este tipo de
sistemas a sistemas de dimension finita, teniendo sumo cuidado en la generacidn
de un nuevo modelo, ya que este debe reproducir el mismo comportamiento
dindmico deseado.

En este trabajo se usa una aproximacion mediante el método numérico de
diferencias finitas (Garcia, 2009), (Gémez, 2009). En la Figura No. 4 se encuentra la
representacion de los puntos de malla de la tobera de Laval. Se tomaron cuatro
puntos de malla para la aproximacion del modelo, la variable espacial i que se
muestra en la Figura No. 4 es la que indica la particion de la tobera.

Tomando las ecuaciones desarrolladas anteriormente y aplicandole el método
de discretizacion hacia adelante, se obtiene que:

ap pt z+1 -V pt v Az+1 —A] t Pir1=P;
6tl t t Af Ax b Ax
(10)
W Lpinpi VeV
ot ; pit Ax Ax
(11)
ar -Vt In A} ;—In A} -7}
A Tt +1 TitVit i+1 Vt +1
dat i Cy Ax CV Ax Ax

(12)

Para la evaluacion de las ecuaciones (10) a (12) se necesitan los valores
respectivos de p, V, p, T, y A para cada punto de evaluacidon de la malla propuesta
para la tobera, es decir para cada punto i; la discretizacion que se planted
anteriormente es hacia adelante por tanto para el punto i = 4 se necesitaria de los
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valores de i=5, valores que estan fuera del perfil de la tobera, asi
consecutivamente se plantea:

% Parai =1 Diferencia hacia adelante

0,

% Parai =2y i=3 Diferencia central
*» Para i = 4 Diferencia hacia atrds

De igual forma se escogié diferencia hacia adelante para i =1 por que la
informacion de punto de malla inmediatamente anterior no se tiene, y finalmente
se escogio para los puntos i = 2,3 diferencias central con el fin de abarcar la mayor
cantidad de espacio del dispositivo y la relacion entre punto y punto de la malla
estuviera entrelazada, es decir, bajo esta forma de discretizar la informacion del
punto i = 1 llegara hasta el punto i = 3, la del punto i =2 hasta el puntoi=4y
de igual manera para los demas puntos de malla.

Antes de continuar cabe resaltar que el modelo que se obtienen al discretizar las
(10), (11) y (12) es no lineal, razon por la cual es importante linealizar para llevar a
cabo el analisis en lazo abierto.

2.4 Modelo en lenguaje de control: sistema a Lazo Abierto

La teoria de control clasica brinda algunas técnicas para analizar la estabilidad
del sistema a Lazo Abierto, tales como los diagramas de fase, la localizacion de
polos y analisis de frecuencia entre otros. Para realizar estos estudios es necesario
tener el modelo del sistema representado en funciéon entrada-salida o en una
funcion de transferencia. Por otro lado la teoria moderna propone un analisis de
estabilidad desde la representacion del sistema en espacio de estados. El sistema
de control se define por:

Variable manipulable u= P;
(Presion de estanque o estancamiento)

Variable a controlar y= V4, T4
(Velocidad Salida Tobera- Temperatura Salida Tobera)

Estados x = py,V1,T1, 02, V2, T2, p3,V3, T3, 04, Vi, Ty
(Densidad, presion y temperatura en cada punto de malla).

Se puede observar que el modelo que se esta estudiando no es lineal, razén por
la cual es necesario Linealizar alrededor del punto de operacién aplicando el
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concepto de series de Taylor mostrado en (Goodwin, Graebe, Salgado, 2000).
Obteniendo un modelo Lineal en lenguaje de control, asi seguidamente se define:

Sea F = [Fl F2 F3 F4_ FS F6 F7 Fg Fg FlO Fll Flz]T donde F _t i =
1,4y X=p,V, T

[ 6F1 aFl]
_0F(x,u) Iaxl 5’_‘n|
S |oR  oR|
l Jdxq aan

[9F1] [o% . 9h)

_OF(xu) |9V CADN |6x1 a’FnI

ou g, | Ox l% | ai/nJ

W X1 axn

Donde: A es una matriz de estados [ ]™*", B es una matriz de entrada [ ]**y C
es un matriz de salida [ ]™", con las anteriores matrices finalmente se halla el
modelo semifisico de base fenomenoldgica en lenguaje de control de una tobera
de Laval.

3 RESULTADOS

A continuacién se presentan los resultados de esta investigacion, se dividen en:
modelo fenomenoldgico infinito dimensional, modelo fenomenoldgico finito
dimensional y finalmente analisis de control a lazo abierto.

3.1 Modelo fenomenoldgico infinito dimensional

Para obtener el modelo matematico de base fenomenoldgica se deben
consideran los siguientes supuestos: el flujo a través de la tobera es isoentrépico y
regular o continuo, el fluido o gas ingresa a la entrada de la tobera desde un
estanque que se supone es un suministro ilimitado de gas, donde la presion y la
temperatura de estanque o estancamiento se denota por p, y T, respectivamente,
el area de la boca de entrada es grande, tedricamente A — oo, y la velocidad en la
misma seccion es muy lenta o V = 0. El flujo se expande isentrépicamente hacia la
salida o boca de salida, donde la presién, temperatura, velocidad y numero Mach
de salida son denotados por p,, T,, V,, y M, respectivamente. El flujo es subsdnico
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en la seccidén convergente, sonico en la garganta (M=1). Se denotan los valores en
la seccion sbnica o en la garganta de la tobera por p*, T* y V* ademas el area en la
garganta se denota por A*. Se tiene que el area a través de la tobera es funcion de
x pero la velocidad y la presidon son también funcion de y, por lo tanto el fluido
pertenece en realidad al campo de dos dimensiones o bidimensional (el fluido es
funcién bidimensional xy), pero se hace la suposicion que las propiedades del
fluido varian solo en x, es decir se tendra el modelo unidimensional de la tobera de
Laval.

Ahora finalmente considerando los anteriores supuestos se toman las
ecuaciones (7), (8) y (9), estas ecuaciones caracterizan el flujo de un gas a través de
una tobera de Laval. Reorganizando las anteriores ecuaciones se tiene que:

B _ _ W VAo
o= Pox TP Vax (13)
V_ _y_1o
at V@x p 0x (14)
or _ 6_T_E6_V_ﬂa(lnA)
PCy at Vax ¢y Ox cy Ox (15)

Ahora para completar el modelo es necesario definir el punto de operacion del
dispositivo, en este caso la tobera de Laval. Este punto de operacién junto con las
condiciones para dicha operacion o funcionamiento se presentan a continuacion:

% El punto de operacion de la etapa de aceleracion de gases de la turbina a
modelar, se encuentra definido con el fin de alcanzar una velocidad a la salida
de la tobera superior a Mach=1.5, o alrededor de 900 m/s, ademas de una
temperatura de salida alrededor 1000 grados Kelvin.

>

o
A5

Las condiciones del estanque como la Temperatura y la presidon estan dadas
para cumplir la dinamica de la turbina, con el fin de alcanzar las anteriores
condiciones en la salida de la tobera (Cambel, 1961).

7

% La geometria de la tobera fue disefiada de forma tal que se pueda acelerar los
gases a la velocidad deseada. Es importante aclarar que la geometria que se
utiliza en este articulo no es la Unica que logra acelerar un fluido compresible a
velocidades supersonicas, esto depende de las condiciones de frontera
caracterizada por la presidon de entrada y salida (Shapiro, 1983), (Anderson,
1995), (Shames, 1976).

Las condiciones de operacion de la etapa de aceleracion de gases de una turbina
a gas son algo “extremas”, ya que estas alcanzan presiones superiores a 300
Pascales, a temperaturas de 1400 Kelvin y velocidades superiores a Mach 1.5 o
supersonicas.
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Teniendo en cuenta los items las ecuaciones (13), (14) y (15) representan
finalmente el modelo semifisico de base fenomenoldgica que caracteriza el flujo de
un gas a través de una tobera de Laval; en este modelo se encuentra la constante
universal de los gases R, el calor especifico ¢, ademas de la densidad p, la
velocidad V, la presion p y la temperatura T.

El modelo indicado en las ecuaciones (13), (14) y (15) se soluciona mediante el
software FLUENT® simulando la tobera de Laval con la geometria ya
predeterminada para tal fin. El software FLUENT® presenta la dindmica de un
determinado fluido a través de un dispositivo o tuberia. Para dar solucion y hallar la
convergencia de la simulacién en FLUENT® es necesario disefiar la malla de la
tobera en SolidEdge, geometria de la tobera, e importarla a GAMBIT® (programa

preprocesador de FLUENT®) este programa consiste basicamente en la generacion
de la geometria real, la simplificacion del modelo geométrico (Clean up), su
posterior mallado y la definicion de zonas o condiciones de frontera del mismo
(Acosta, Duque, Gonzalez, et al, 2008).

Después de crear la malla de la tobera en GAMBIT® se procede a definir los
pardametros de simulacién en FLUENT® tales como las Unidades, el tipo de
algoritmo para la simulacion o Solver, el Régimen y los Materiales, se debe
establecer algunas caracteristicas del fluido, en este caso gases de combustion, es
decir una mezcla de Aire + CH, estas caracteristicas son:

% Constante universal de los gases: R=291.26 [J/ (kg*Kelvin)]
% Calor Especifico: C,=756.7142 [KJ/ (mol*Kelvin)]

Con estos parametros definidos se puede dar inicio a la simulacion del dispositivo
en 3D.

En la Figura No. 5 se presenta la simulacion de la tobera de Laval, en esta figura
se encuentra la solucidon convergente del modelo desarrollado para la Presion
estatica [pascal] (a) y la densidad [Kg/ma] (b). Esta simulacion muestra que tanto la
presién, como la densidad, disminuyen cuando el fluido viaja a través de la tobera,
situacion coherente con la dinamica antes planteada para este fendbmeno.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 2365-2383 (2010) 2377

FLUENT 6.3 (3d, dbrsimp) [l i FLUENT 6.3 (3d. dbns imp)

(a) (b)
Figura No .5 Simulacién en FLUENT® (a) Perfil de presién (b) Perfil de Densidad

3.2 Modelo fenomenoldgico finito dimensional

El modelo representado por las ecuaciones (13), (14) y (15), como se aclard
anteriormente, es de base infinita dimensional, por lo tanto se hace necesario
discretizar dichas ecuaciones obteniendo el siguiente conjunto de ecuaciones:

9p1 V211 Vi Ax—4A pP2—P1
91 _ _ — Lk -V
at P1 Ax 1 Aq Ax 1 Ax
(16)
avy Vo=V Py, —Pq
a 1 ax p1*Ax
17)
aT R V-V R Ln(4)—-Ln(A To—T:
—1=—T1—*2 1—T1V1—* (42) (1)_V12 1
at Cy Ax Cy Ax Ax
(18)
dp2 V3-11 Vy | A3—Aq P3—P1
—_L = — — = % -V, —
at Pe=p T P2 * T 2 Ax
(19)
v, V3=V,  P3—P;
2=y, 371
Jat Ax p2*Ax
(20)
aT: R V3=V R Ln(A3)—-Ln(A T3—T;
_ZZ_TZ_* 3 1_T2V2_* (3) (1)_V23 1
Jat Cy Ax Cy Ax Ax
(21)
dp3 Vi—Vo V3 Ay—Ap pPa—p2
93 _ _ —n, B -V
ot P3=n TP T 3 A
(22)
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Wy _ o VaVa PPy
at 3 Ax p3*Ax
(23)
0T3 R V4—V2 R Ln(A4_)—LTl(A2) T4_—T2
ELEIPS R — TyVs—x —V.
at 3¢, 373 ¢, Ax 3 Ax
(24)
9ps Va—V3 Vy  Ay—As Pa—pP3
s — _ — o, 2 -V
ot 4 Tay PAY T T 4 Ax
(25)
Ve _ _yVazVs _ PazPs
at 4+ Ax paxlx
(26)
aT. R Va—V- R In(Ay)—Ln(A Ty—T:
Moo 1, BBV _y B (A4) (3)_V44 3
at Cy Ax Cy Ax Ax
(27)

Las ecuaciones de (16) hasta (27) representan el modelo semifisico de base
fenomenoldgica de forma finito dimensional. La primeras tres ecuaciones,
discretizacion para (=1, se realizaron con diferencias finitas hacia adelante, para
(=2,3 se discretizd con diferencias finitas central y finalmente para =4 se utilizd
diferencias finitas hacia atras.

Finalmente la solucion o convergencia del software se dividen los cuatro puntos
de malla (Ax = 0.3333 [m]; {=1,4) para cada uno de estos puntos FLUENT® permite
obtener los perfiles de velocidad, temperatura, presién y densidad; en la Figura No.
5 se puede apreciar el perfil de presion (a) y el perfil de densidad (b) estos perfiles
se presentan en la Tabla Nol.

Tabla No 1. Condiciones de Frontera y punto de Operacién de la Tobera de Laval

Punt | Velocidad | Densidad | Temperatura Presion Area
ode [m/s] [Kg/m3] [kelvin] [Pascal] [m?]
Malla (i)
1 60 0.85390807 1435 356897.7936 | 0.000390362
2 567.1916701 | 0.63986901 1316 245260.6145 | 0.000137768
3 804.9146941 | 0.46394283 1195 161477.9453 | 0.000133892
4 988.3140453 | 0.32401903 1073 101263.0693 | 0.000156137

Cabe resaltar que CFD es una metodologia que aun se encuentra en desarrollo.

Los métodos de solucién que emplea CFD son aproximaciones resultantes de una
simplificacién en términos de las ecuaciones de Navier-Stokes y dependiendo del
método escogido se alcanzan diferentes convergencias, asi la escogencia del
método se toma de acuerdo a la finalidad y dinamica del modelo.
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Seguidamente se define el orden del sistema n como la cantidad de estados,
denotado por el vector X € R™1, asi se tiene un sistema de n=12 y evaluando el
sistema de las ecuaciones (I) hasta (XII) con los valores presentados en la Tabla No
1 y linealizando alrededor de este punto de operacion usando el Jaccobiano , se
obtiene un modelo Lineal en lenguaje de control. Asi seguidamente se define:

Sea F = [F F, F3 F, Fs Fg F7 Fg Fo Fyg Fyq Fyp]"
donde F, =<t i=14y X=p,V,T

Desde la representacion de espacio de estados se obtienen los autovalores de la
matriz A para analizar estabilidad:

A = —2462.2 +4694] A, =—2462.2 — 4694j
A3 = —2771.5+2163j A, = —2771.5 — 2163;
As = —1202.4 — 2867j Ay = —1202.4 + 2867]
A; = —758.15 — 1385]  Ag = —758.15 + 1385;
Ap = —200.3 4+ 201.5]  A;, = —200.3 — 201.5§

Obteniendo que el sistema que se modelo es estable ya que sus autovalores
todos se encuentran en el semiplano izquierdo negativo.

En la Figura No. 6 (a) se presenta el perfil de velocidad del simulador FLUENT®
ante una presion de entrada de 356 Kpa, la velocidad alcanza alrededor de 1120
m/s. En la Figura No. 6 (b) se observa la velocidad que alcanza el modelo hallado

ante la misma presion de 356 Kpa, la velocidad que alcanza el fluido esta alrededor
de 1000 m/s.

Salida de la Tobera Lazo Abierto sistema Lineal

1200

1000

<
[=3
S

Velocidad [m/s]
[2)
o
o

400

200 /

0 10 20 30 40 50 60 70 80
FLUENT 6.3 (& s imp] tiempo [sg]

(a) (b)

Figura No. 6 Validacién Modelo obtenido.
(a) Simulacién Tobera FLUENT® (b) Respuesta del Modelo
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En la Figura No. 7 se presenta la respuesta de la temperatura, segunda salida del
sistema modelado, tanto en la simulacion en FLUENT® como en la respuesta a lazo
abierto del modelo obteniendo que el comportamiento, ante la misma entrada una
presién de 356 Kpa, es similar. La temperatura inicial esta alrededor de 1175 °K'y
desciende hasta 750 °K, este evolucion de la temperatura es coherente con la
dinamica de la tobera, ya que esta para ganar momento pierde presion y energia.

Salida de Temperatura de la Tobera. Sistema Lineal
1100

1050

1000
950 \
900

850 \
800

750 \

700

Temperatura [Kelvin]

10 20 30 40 50 60 70 80
tiempo [sg]

(b)

Figura No. 7 Validacién Modelo obtenido.
(a) Simulacién Tobera FLUENT® (b) Respuesta del modelo

Esta pérdida de energia es debido a las irreversibilidades de una auténtica
tobera respecto a la ideal, ademas existe disipacion de energia desde y hacia el gas
que fluye a través de la tobera, es decir, por no ser un sistema ideal el proceso no
es reversible y tampoco isoentrépico por tanto este no es adiabatico y presenta
una interaccion con el medio disipando energia debido a la friccion, el
estrangulamiento, etc. (Shapiro, A., 1983).

En la Figura No. 8 se presenta la respuesta de modelo lineal y no lineal ante
diferentes cambios en la entrada. En esta figura de puede observar que cuando se
reduce la presion de entrada la velocidad disminuye y cuando se aumenta la
presiéon de entrada (manteniendo la presion de salida constante) la velocidad
aumenta, esta condicidon es coherente con la dinamica de la tobera, ya que ante
cambios en la presion de entrada la velocidad se ve directamente afectada.
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4 CONCLUSIONES
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A U-=Delta(+10%)
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En este articulo se desarrollaron varios modelos de una Tobera de Laval, la cual
representa la etapa de aceleracién de gases de combustion de una turbina a gas
que alcanza acelerar un fluido a velocidades supersonicas. El primer modelo
desarrollado es un modelo fenomenoldgico que se basa en las ecuaciones de
Navier-Stokes, junto con el balance de energia. No obstante, el modelo obtenido
es un modelo infinito dimensional que no es posible utilizar para fines de control.
Por tal razén dicho modelo se transforma mediante una discretizacion en un
modelo finito dimensional y ademas se linealiza alrededor del punto de operacion,
obteniéndose un modelo aplicable para fines de control. Finalmente este ultimo
modelo; esto es, el modelo finito dimensional y linealizado es validado con datos
obtenidos mediante CFD verificandose que su comportamiento coincide con el

modelo origina
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