Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 3053-3061 (articulo completo)
Eduardo Dvorkin, Marcela Goldschmit, Mario Storti (Eds.)
Buenos Aires, Argentina, 15-18 Noviembre 2010

RESOLUCION DE SISTEMAS TRIANGULARES EN TARJETAS
GRAFICAS (GPU)

Pablo Ezzatti2, Enrique S. Quintana-Orti °y Alfredo ReménP®

a Centro de Célculo—Instituto de Computacion, UniversidadalRepublica, 11.300—-Montevideo,
Uruguay,pezzatti @i ng. edu. uy

bDepto. de Ingenieria y Ciencia de Computadores, Univetsitiume |, 12.071—Castellén, Spain,
{qui ntana, renmon}@cc. uji.es

Palabras Clave: sistemas lineales triangulares, TRSM, GPUs

Resumen.Este trabajo presenta el uso del poder de computo ofrecidtapdsPUs (tarjetas grafi-
cas) para resolver sistemas lineales triangulares. Erretonse han implementado las varianidN

y RLN de la especificacion de la rutifdRSMdefinida en BLAS; no obstante las mismas técnicas son
facilmente aplicables al resto de variantes. Las distimasiones de las variantes fueron desarrolladas
utilizando la metodologia formal propuesta en el proyedtAME. Dicha metodologia permite derivar
en forma directa las distintas variantes algoritmicas lgamsolucion de un problema expresado formal-
mente. Los experimentos realizados sobre una computador@os procesadores Intel Xeon QuadCore
y una GPUNVIDIA Tesla C1060, demuestran el alto desempefio de las rutinpsgstas, mejorando
muy notablemente el alcanzado por la implementacion\d®IA sobre GPUs incluida en la biblioteca

CUBLAS.
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1. INTRODUCCION

Las operaciones de &lgebra lineal numérica son basicasresd@cion de numerosos pro-
blemas de ingenieria, como por ejemplo el tratamiento dalegfel control éptimo o la simu-
lacion de sistemas. Dada su importancia, numerosas igaegines han tenido como objetivo
principal el desarrollo de implementaciones de alto deséimpara las operaciones de algebra
lineal mas comunes, propiciando la aparicion de diferebiigiéotecas. Son destacables, en-
tre otras, las bibliotecas BLAS. &wson et al.1979 Dongarra et @.1988 1990 y LAPACK
(Anderson et aJ.1999 para arquitecturas paralelas de memoria compartidaat SPACK
(Blackford et al, 1997 y PALAPACK (van de Geijn et al.1996 para arquitecturas paralelas
de memoria distribuida.

El uso de arquitecturas de cOmputo de alto desempefio (supeutadoras, clusters, etc.)
aunque reporta importantes reducciones en el tiempo dewtongs en muchas ocasiones invi-
able por su alto costo. Esta situacion ha motivado el estigliaso de hardware secundario, y
en particular de los procesadores graficos (GPUs), que @aberente ofrecen una importante
capacidad de computo y tienen un costo asociado reducidmleDed comienzo de la década
el uso de las GPUs para la resolucion de problemas de progesieral (GPGPU) ha ido en
aumento, pero es desde los comienzos del afio 2007, con aiiar#o por parte deVIDIA
de CUDA (NVIDIA, 2008, que realmente tuvo un crecimiento exponencial. La agqtuta
CUDA permite acceder a las GPUs como verdaderos multippdoees de memoria compar-
tida, facilitando el uso de las mismas para la resolucionidershs problematicas. CUDA
incluye una implementacion de la especificacion BLAS sobPéJ&denominada @BLAS.
Adicionalmente, en el Gltimo tiempo varios trabajos han tnaa® las bondades que ofrecen las
GPUs accedidas mediante CUDA para acelerar problemas eleraltineal Barrachina et aJ.
2008 Volkov y Demme] 2008 Benner et al.2009.

Una de las operaciones basicas mas importantes del algedahés la resolucion de sis-
temas lineales triangulares. Esta operacion es basicaopas operaciones mas complejas
como, por ejemplo, la resolucion de sistemas lineales,lellcade la factorizacion LU o el
calculo de los valores propios de una matriz.

En base a lo expresado anteriormente, en este trabajo skadstaceleracion de la reso-
lucion de sistemas lineales triangulares utilizando GHRasa el desarrollo de las diferentes
variantes, se ha utilizado la metodologia para la obtergigiamatica de algoritmos propuesta
en el proyecto FLAME fittp://www.cs.utexas.edu/flame/

Diversos experimentos realizados sobre una computadardaprocesadores Intel Xeon
QuadCore y una GPWVIDIA Tesla C1060, demuestran el alto desempefio de las rutinas pro
puestas, mejorando muy notablemente el alcanzado por lanmeptacion de\VIDIA sobre
GPUs incluida en la bibliotecauBLAS.

El resto del documento se estructura de la siguiente maBena Secciér se presenta el
estudio de los diferentes enfoques para desarrollar laarliRSM accediendo a las matrices
por bloques. Posteriormente, en la Secdpse describen las distintas implementaciones sobre
GPU desarrolladas. Los experimentos llevados a cabo pahaaew validar las propuestas se
presentan en la SeccidnPor ultimo, se resumen las conclusiones principales dejo y se
detallan las lineas de trabajo futuro.

2. LAFUNCION TRSM

BLAS establece la especificacion de la funcidRSMpara resolver sistemas lineales trian-
gulares. En el caso de trabajar con nimeros reales en simgaisipn la funcion se denom-
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ina STRSM(DTRSMpara reales en doble precisi@[RSMpara numeros complejos, ...), en
(Lawson et al.1979 se puede encontrar una descripcion de la nomenclaturadtlen BLAS
para nombrar las funciones.

La funcion TRSMresuelve una de las siguientes ecuaciangs!) x X = a x B 60 X x
op(A) = ax B,dondexesunescala y B € R™*", y A € R™*™ es una matriz triangular. La
matriz A puede asumirse con unos en la diagonal o no, puede ser taasgperior o inferior
y el operadopp(A) puede ser 6 su traspuesta.

En lo que resta de la seccion se detallan las distintas vesiae la funcion, dependiendo de
los valores de los parametros y se explican las distintagogs para el de acceso a bloque a
las matrices en la funci6hiRSM

2.1. Variantes deTRSM

Este trabajo se centra en matrices con numeros reales ele ginggision por lo cual de
aqui en adelante se utilizaran como base de estudio lagerdsticas particulares de la fun-
cion STRSM sin embargo muchos de los conceptos presentados en gbtsabadirectamente
aplicables a doble precision (e incluso a nimeros compéejesmitianos).

En la Figural se presenta el cabezal de la rut8ieRSMde BLAS.

SUBROUTINE STRSM(SIDE,UPLO,TRANSA,DIAG,M,N,ALPHA,ADA,B,LDB)

Figura 1: Cabezal de la rutif@TRSMde BLAS.

Donde el primer parametro, SIDE, define si se resuelve elns@ip(A) « X = alpha * B 0
bienX xop(A) = alphax B; el parametro UPLO epecificadies una matriz triangular superior
o inferior; TRANSA define sbp(A) esA o bien su traspuesta; DIAG determinassiiene unos
en la diagonal principal; My N son el nimero de filas y columdes? respectivamente. Al
finalizar, la matrizB es reemplazada por la matriz resultado,

La combinacion de los tres primeros parametros de la funaoiftica ocho diferentes va-
riantes de la rutina, dependiendo de los valores utilizadadlos:LUN, LUT, LLN, LLT,
RUN, RUT, RLNYRLT.

2.2. STRSMa bloques

En las arquitecturas actuales, los accesos a memoria eepgadas operaciones mas cos-
tosas. El nimero de accesos a memoria y la forma en que éstealigan, son claves en la
obtencion de software de alto desempefio. Es bien conocefdritegia de procesamiento por
blogues para las operaciones matriciales, en particuiatips de estrategias son la base de las
bibliotecas BLAS y LAPACK. El acceso por blogues a los eletasle matriz posibilita una
reutilizacion de los datos almacenados en la memoria Cazhjée permite reducir el nimero
de accesos a memoria principal y una 6ptima utilizacion geréaquia de memoria.

En la funcionSTRSM se pueden especificar hasta cuatro estrategias de acosselenhen-
tos por bloques. Por ejemplo, en el caso de la varidhtéde la rutina, que permite resolver el
sistemaX A = B dondeX € R™*" A € R™*"y B € R™*", unaforma equivalente de escribir
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el sistema lineal anterior es la que se presenta en la Ecuhcio
AOO

(%01 %0) (FH) = (Bl 1)

En base a la nueva notacién del sistema, es facil deduciregpeede resolver el sistema
XoAgo = By (un sistema también triangular), luego con la soluciéiXdectualizar el sistema
de la Ecuaciorl y posteriormente resolver el nuevo sistema triangular pacantrar el otro
bloque de incégnitas. Notar que las ideas presentadasaantente se pueden extender para
dividir la dimensién de la matriz en una cantiddade partes, quedando el algoritmo expresado
como la resolucion de distintos subproblemas de tamafig;, = n/k. En la Figura2 se
presenta el desarrollo completo para una versié®TdRSMa bloques utilizando la notacion de
FLAME (fla, Accedido 201{.

La primera opcion a bloques la denominamos Version 1. Aded&k version presentada
anteriormente, se puede procesar el sistema en el ordasaonee el particionamiento de la
matriz A (Version 2). Adicionalmente, se pueden derivar dos veesanas que se basan en
dividir la matriz B (y X) en dos submatricé®,; B y resolver primero el sistem¥,A = B,

y luego el sistem&’; A = B, (Version 3) o en el orden contrario dando lugar a la Versién 4.

Las derivaciones para la varian®/ N son analogas, permitiendo generar también cuatro
versiones (Version 1, 2, 3y 4).

(1)

Algorithm: [C] := XTRSMgk (C, A)
. Cr Arp, )
Partition X — , A—
( Cgp ) ( Apr | ABr
whereCr has 0 rowsAryz, is0 x 0
while m(Cr) < m(C) do
Determine block sizeb
Repartition
C A
Cr —_ Aryp -
C - 4 , ) a1 - Ao | A
B CQ B bR AQO A21 A22
whereC' hasb, rows; A1 iSb, X b,;
with b, := min(b, m(Cp))
C, = A ¢
Cy = Cy— Ay -Gy
Continue with
C A
CT CO ATL AOO 1
s ) \=——)" Az [45r )~ L
Cy ' Az | A1 | A2
endwhile
Figura 2:TRSMa bloques.

En Gunnels et al(200]) y Bientinesi et al(2005 se puede profundizar sobre la derivacion
de algoritmos de algebra lineal a bloques y en particuladistintas versiones de la funcién
STRSM
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3. IMPLEMENTACION

En este trabajo se abordaron Unicamente las vari&tibsy RLN de la rutinaSTRSM ya
gue con estas dos variantes se puede resolver el sisfemd = B utilizando la factorizacion
LU de la matrizA = L x U, objetivo original del trabajo. Sin embargo, el proces@amarivar
las otras variantes de la rutina es analogo.

Se desarrollaron las cuatro versiones descritas para cedadailas dos variantes, adop-
tando la metodologia de desarrollo propuesta en el proydcdE. Ademas, siguiendo las
recomendaciones del trabdarrachina et ali2008 las rutinas desarrolladas emplean estrate-
gias de padding, aumentando las dimensiones de las mattige® al multiplo de32 mas
cercano.

La metodologia de uso de las GPUs para el procesamiento déifeess se describe a conti-
nuacion.

1. Al comienzo de los algoritmos, se transfieren las matde¢espacio de memoria de la
CPU al de la GPU.

2. Larecursion implicita en los algoritmos se transformarmgiteracion que es conducida
por la CPU, mientras que las operaciones matriciales, al igue la resolucién de los
blogues finales (paso base de la recursion), se realizan enuBlizando las rutinas
proporcionadas por @BLAS.

3. Por ultimo, se devuelve el resultado al espacio de merderia CPU.

Todas las versiones utilizan el esqueleto basico desariesiarmente, diferenciandose en la
estrategia de division de las matrices a bloque y el ordeuertag operaciones que se realizan
(paso 2).

4. EXPERIMENTACION

Para la evaluacion experimental de la propuesta se generatices en forma aleatoria. En
un estudio inicial se establecio el mejor tamafio de bloqeeeqeda version y para cada tamafio
de matriz empleado, para ello se realizarén ejecuiones iferentes tamafnos de bloque (16,
32, 64, 128, 192, 256, 320, 384, 448 y 512). Una vez estaldedichejor tamafo de bloque
para cada version, se comparan las mejores versiones pargarégante con la implementacion
de referencia d&VIDIA.

4.1. Plataforma de experimentacion

La plataforma utilizada para llevar adelante los experio®oonsiste en un computador con
dos procesadores Intel Xeon QuadCore conectado a unatgrigicanVIDIA Tesla C1060,
en la Tablal se detallan las caracteristicas de la plataforma de cOmputo

Tanto para las rutinas desarrolladas como para la implemiéntde referencia, se emplea
la version 2.1 de GBLAS. En todos los casos el hardware fue utilizado en fornthcdela.

4.2. Experimentacion

En primera instancia se estudi6é para cada version desataoin GPU y para cada tamafio
de matriz evaluando el tamafio de bloque 6ptimo. Luego, s@am@ron las distintas versiones
para matrices con dimensiones que varian ehigd y 8192. En este sentido, en la Figura
3 se presenta el desempefio alcanzado (en GFlops) por cadarierghcion (Unicamente se
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#cores| Frecuencia L2 caché| Memoria

Procesador

(GHz) (MB) (GB)
Intel Xeon QuadCore E540% 8 2.3 12 8
NVIDIA TESLA C1060 240 1.3 - 4

Tabla 1: Hardware utilizado en los experimentos.

muestran los resultados para el tamafio de bloque 6ptimajdatianteRUNy RLNdeSTRSM
evaluadas. Para el calculo de los GFlops, Unicamente seutamitiempo de ejecucion de las
funciones en GPU, excluyendo el tiempo de transferencia.

Variante RLN Variante RUN
T

300 T T 300 T
—— Version 1 —— Version 1
—— Version 2 —— Version 2
-5~ Version 3 -5~ Version 3
—+— Version 4 —— Versién 4

250

200

GFLOPS

=

@
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I

GFLOPS

I

@

S

100

50 A 50~

0 I I I I I I 0 I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
tamafio de las matrices tamafio de las matrices

Figura 3: GFlops alcanzados por las distintas versioneleimgntadas de las variantesNy RUN de STRSM

En base a los resultados obtenidos, se puede deducir quesiarv/a de la variant®UN
es notoriamente la que obtiene mejores resultados, sianasma situacion para la variante
RLN. Las versiones 3 y 4 para ambas variantes presentaron nedemgefnos, una hipotesis
para explicar esta situacion es que la arquitectura de las@Rvilegia el cOmputo matricial
regular (matrices completas), mientras que estas vessjosgamente dividen la matriz con
patron regular de datos presente en el cOmputo. Sin emlEstas versiones parecen buenas
opciones para efectuar paralelismo de “memoria distréduigle en el contexto de GPUs se
mapea a las técnicas de uso de multiples GPUs.

Una vez identificados los tamafios de bloque 6ptimos y lasresejatinas implementadas, se
compararon los desempefios de las rutinas desarrolladasaloanzado por la implementacién
de referencia en el area, la ofrecida pMIDIA para GPUs incluida en la bibliotecasBLAS.

Es asi que en la Figurd se muestran los GFlops alcanzados por las dos variaRt#é
RLN) de la propuestay d6UBLAS_STRSM para diferentes tamafos de matrices. Para el
calculo de los GFLOPS alcanzados se incluyen los tiemposadsférencia de las matrices
como tiempo de codmputo. Los experimentos se realizaramariilo matrices con dimensiones
multiplo de 32, para evitar que el efecto del padding aunmaréa diferencias en el desempefio
entre las rutinas.

Al observar las graficas se pueden apreciar los beneficioslidardas estrategias de acceso
a bloque para acelerar operaciones de algebra lineal en,GBUWgie las rutinas propuestas
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Variante RLN Variante RUN
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Figura 4: GFlops alcanzados pBuBLAS_ST RSM y por las rutinas propuestas.

alcanzan desempefios claramente superiores a los corseguoidla version de GBLAS,

este hecho se resume en la TaBlalonde se muestran los coeficientes de aceleracién de las
versiones propuestas para los distintos tamafios de nsa@vweduadas, al compararse con la
implementacion delVIDIA. Los coeficientes de aceleracion se presentan teniendceatacy

no los tiempos de transferencia de las matrices.

aceleracion aceleracion
c/transferencid s/transferencia
RLN\ RUN RLN\ RUN

1024| 2.79| 2.62 | 3.66| 3.61
2048| 4.19| 4.11 | 557 541
3072| 5.07| 5.00 |6.54| 6.36
4096| 5.21| 5.74 | 7.03| 7.13
5120| 6.17| 6.26 | 7.52| 7.64
6144|651 6.60 |7.84| 7.93
7168| 6.82| 6.31 |8.03| 7.89
8192| 6.86| 6.62 | 7.94| 7.60

Tabla 2: Factor de aceleracion de la rutina propuesta.

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se estudié el uso de GPUs para acelerar ladiésode operaciones de
algebra lineal numérica, en particular se desarrollarervéiantesRUN y RLN de la rutina
STRSMde BLAS utilizando el poder de computo de las GPU. La bibtiat€uBLAS de
NVIDIA ofrece unaimplementacion eficiente de dicha rutina. Sineegth en los experimentos
realizados sobre una GPU Tesla C1060, la implementacioru@t8S alcanzo lost0 GFlops
(incluyendo los tiempos de transferencia), mientras quelsion propuesta logré superar los
240 GFLOPS, mostrando un factor de aceleracidon de ha8€x. Mientras que en el caso de
no incluir el tiempo de transferencia para el calculo de IBEGPS el factor asciende hasta.

En base a los resultados obtenidos se puede destacar eklmedefiuso de GPUs para
acelerar operaciones matriciales. Ademas, se puede aptadmportancia en el empleo de
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técnicas de acceso por bloques, que en la funS8IBRSM permite transformar el algoritmo
para aumentar el uso de operaciones sobre matrices comftat#tiplicacion de matrices) y
disminuir el uso de operaciones con acceso irregular a los da

Distintas lineas de trabajo se estan abordando o se preibod#ar en el futuro cercano.

= En primer término resulta interesante desarrollar todasdaantes dSTRSM

= Parece necesario la automatizacion en la eleccién del aaafloque 6ptimo de las
rutinas.

= Otro aspecto no cubierto en el trabajo es el uso de nUmerasbdmurecision, Gnicamente
se evaluaron nameros en simple precision. En el hardwdizadt la degradacion en el
desempeio al pasar a trabajar en doble se encuentra en gloedéBs x a 10x. Por
esta razon, es necesario evaluar el desempefio con nimetoblerprecision, estudiar
estrategias de refinamiento iterativo y evaluar el compueato de los algoritmos en
hardware de ultima generacion, particularmente bajo lai@cfura Fermi que anuncia
abatir las penalizaciones a un order2de

= Por ultimo, es de interés extender el estudio a contextoal@nplataforma de ejecucion
disponga de multiples GPUs, esto permitiria acelerar ltsultés y al mismo tiempo
alcanzar una escalabilidad en las dimensiones de los pnabl&gatables.
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