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Resumo. Neste trabalho, apresenta-se resultados numéricos para quantidades fisicas de interesse rela-
tivas ao fluxo de uma mistura bindria de rarefacdo arbitraria em microcanais planos, definido por duas
placas paralelas com constitui¢des quimicas diferentes (placas diferentes). O movimento da mistura dos
gases ocorre devido a um gradiente constante de pressdo na dire¢do paralela a superficie que cerca os
gases (Problema de Poiseuille). A teoria cinética para o fluxo da mistura gasosa é descrita por um mo-
delo linearizado da equacdo de Boltzmann, Modelo de McCormack. Para melhor descrever o processo
de interacdo entre o gds e a parede utiliza-se o niicleo de Cercignani-Lampis definido em termos dos
coeficientes de acomodagdo normal e de acomodacdo tangencial, que segundo a literatura ¢ um modelo
mais apropriado do que o usual modelo que envolve reflexdo especular e difusa. Na busca de solug¢des do
problema proposto, usa-se uma versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO), baseada num
esquema de quadratura arbitrario, segundo a qual determina-se um problema de autovalores e respectivas
constantes de separacdo. Os resultados numéricos sao desenvolvidos através do programa computacional
FORTRAN.
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1 INTRODUCAO

O interesse de pesquisadores em fendmenos que envolvem a dindmica de gases tem aumen-
tado nos ultimos anos em funcdo das varias aplicacOes nesta drea, principalmente no fluxo de
gases em microcanais. Historicamente, os primeiros resultados analiticos sobre o fluxo de um
gds estavel ao longo de um canal foi publicado na década de 30. Como um exemplo, Kennard
(Kennard, 1938) desenvolveu uma expressao simples para a taxa do fluxo de massa num longo
tubo circular e através de um canal de placas paralelas. A literatura apresenta muitos traba-
lhos relacionados ao fluxo de um gds monoatdmico em um canal plano, por exemplo (Siewert,
1999, 2000a,b; Barichello e Siewert, 1999b; Knackfuss e Barichello, 2006). Em relacdo a uma
mistura gasosa, a literatura apresenta um ndmero reduzido de trabalhos. O comportamento de
um gés, isto €, o perfil de velocidade, perfil de fluxo de calor, desvio de temperatura, desvio de
densidade, dependem das propriedades do gds através das leis de for¢as interatdmicas e também
interacOes gas-superficie na parede. Em geral, a resolucdo dos problemas de dindmica de gases
€ baseada no estado de rarefacdo do gds (Sharipov e Seleznev, 1998; Williams, 1971). Este
estado pode ser classificado pelo valor do nimero de Knudsen (Kn), definido como a razao
entre o livre caminho médio molecular [ (média da distancia percorrida por uma molécula entre
as colisdes) e o comprimento caracteristico do escoamento a, (por exemplo, a largura de um
canal) (Schaaf e Chambre, 1961).

Ky =— )

Se o niimero de Knudsen é muito pequeno (K, < 10_2), entdo o livre caminho médio mole-
cular € pequeno, e assim, o fluxo do gas pode ser considerado como meio continuo e as equacoes
classicas da hidrodinamica, equacOes de Navier-Stokes, podem ser aplicadas no escoamento do
gds (regime hidrodindmico). Quando o ndimero de Knudsen é muito grande (K, > 10), as
colisdes das moléculas do gds com a superficie que o delimita ocorrem mais frequentemente
do que as colisdes entre as proprias moléculas, e pode-se considerar o movimento das molécu-
las independentes umas das outras (regime molecular livre). Quando o nimero de Knudsen
tem um valor intermedidrio (1072 < K, < 10), ndo pode-se desprezar a interagdo entre as
particulas como no regime de moléculas livres e também ndo pode-se considerar o meio como
um continuo como no regime hidrodindmico. Este € o chamado regime de transi¢do. Assim,
quando o gés estd no regime de transicao, as equacdes de Navier-Stokes ndo podem ser usadas,
necessitando-se entdo, de outras formulagdes baseadas na equagdo de Boltzmann ou equagdes
cinéticas (modelos).

Uma funcio de distribuicdo contém informacdo sobre a distribuicdo espacial e a veloci-
dade das particulas gasosas de um gds monoatomico num determinado instante de tempo,
possibilitando-se a determinacdo de propriedades macroscdpicas (pressdo, temperatura, den-
sidade, etc) desse gds. A funcdo de distribui¢do satisfaz um sistema de equagdes acopladas
baseadas na equacdo de Boltzmann, que € a base da teoria cinética dos gases, estabelecida em
1872 por Ludwig Boltzmann (Boltzmann, 1872). A equacdo de Boltzmann é uma equagdo
integro-diferencial ndo linear, sua resolucdo é de extrema dificuldade devido a presenga da in-
tegral de colis@o, que € uma funcdo das frequéncias de colisdes entre os constituintes e uma
funcdo de distribui¢ao de referéncia. Mesmo com o grande avango computacional, resolver a
equacgdo de Boltzmann original exige muito esforco, para facilitar calculos numéricos, lineariza-
se a equagdo de Boltzmann com a utilizacdo de uma func¢do de distribuicio Maxwelliana local.
Apos a linearizacdo, faz-se algumas simplificagdes resultando-se nas chamadas equagdes mo-
delo ou cinética.
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Fisicamente, considera-se dois reservatdrios contendo a mesma mistura bindria de gases
rarefeitos e conectados através de duas placas paralelas de comprimento [ e largura = € [—a, al,
tal que [ > a. (veja Fig. 1).

Aqui, P,,T) e C, representam respectivamente, a pressdo, a temperatura e a concentragao
molar da mistura confinada no reservatério x, onde x = 1, 2. O fluxo da mistura gasosa através
desse capilar ocorre devido aos gradientes de pressdo, temperatura e concentragdo, onde P, >
Py, Th < Ty e C > Cy. Considera-se que a mistura desloca-se paralelamente na direcdo y.

Ao longo do tubo existem fendmenos de transferéncia de massa, calor e difusdo. Neste
trabalho, dentro dos fendmenos de transferéncia de massa, encontra-se o perfil de velocidade,
perfil do fluxo de calor e perfil de tensdo de cisalhamento para o fluxo de massa de uma mistura
gasosa causado pelo gradiente de pressdao (Fluxo de Poiseuille). Utiliza-se o modelo proposto
por McCormack para uma mistura bindria de gases. A interacdo do gis com a superficie que de-
limita seu fluxo € baseada no nucleo proposto por Cerciganani e Lampis (Cercignani e Lampis,
1971). Considera-se que as placas possuem contitui¢des quimicas diferentes, isto é, ndao ha
condi¢do de simetria ou anti-simetria nas placas.

Em relagdo ao método de resolucdo, utiliza-se a versao analitica do método de ordenadas
discretas (ADO)(Barichello e Siewert, 1999a), que tem como base, a aproximacdo da integral
angular do termo de espalhamento da equacdo de transporte por uma férmula de quadratura
numérica arbitrdria e encontrar as constantes de separacdo através de um problema de autova-
lores e autovetores.

Por fim, faz-se, uma comparacao de resultados obtidos em outros trabalhos realizados com
nucleos diferentes.

2 O PROBLEMA

Na teoria cinética dos gases, um gds ou n gases monoatomicos sdo descritos em termos de
uma funcdo de distribuicdo f(x,z,v) que contém informagdes sobre a distribuicdo espacial e
de velocidades das particulas gasosas num determinado instante de tempo, possibilitando-se a
determinacdo de propriedades macroscdpicas (pressao, temperatura, densidade, etc) desse gas.
A funcio de distribui¢do satisfaz a equacdo de transporte de Boltzmann

Uvrf(r> U) = Q(fom fﬁ)v (2)

onde
Qfor f) = / / / (s 035 0 V) (F Y — fofs) Aoty 3

Aqui, (v;,,Vj) denota as velocidades pré-colisionais de duas particulas, ambas iguais (a =
f3) ou diferentes (o # 3). A quantidade w (v, Vs;V,,, V) € a densidade de probabilidade de
duas particulas com velocidades pré-colisionais v;, e vj; terem velocidades pés-colisionais v, e
Vg ap0s uma colisdo bindria entre duas particulas.

Como a grande dificuldade em resolver a equacdo de Boltzmann estd na presenca da in-
tegral de colisdes ()( f,, f3), € conveniente linearizar a equagdo em torno de uma funcio de
distribuicdo Maxwelliana. Apds a linearizacdo, simplifica-se a equacio de Boltzmann, que para
uma mistura de gases, segundo McCormack (McCormack, 1973), tem-se

0
Sa(e) + cm%ha(x*, ) + WaVaha (2, €) = waYaLa{hi, ha}(z*, C), 4)
onde o = 1, 2 representa as espécies de gases. O vetor ¢, com componentes ¢, ¢, ¢, € magni-
tude ¢, € uma velocidade adimencional. Introduz-se esta velocidade adimencional ¢ diferente-
mente nas duas equacoes, segundo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b), para o caso o = 1
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usa-se a transformagdo ¢ = wyv, e para o caso o = 2 usa-se a transformacdo ¢ = wov onde
v = (vg, vy, v,) € a velocidade da particula com magnitude v e

m. 12
War = [kaTJ ' ©®)

Aqui, k € a constante de Boltzmann, m,, € a massa molecular para as duas espécies de gases,
x € a varidvel espacial na transversal e 7} € a temperatura de referéncia. O termo S(c), o qual é
chamado de termo nao homogéneo da equacgdo, € dado pela expressao

Salc) = . Xp, (6)

onde a constante X p define a medida para o gradiente de pressdo que impulsiona o fluxo do gas
no canal.

A frequéncia de colisdo -y, seréd definida posteriormente.

O operador de colisdo £ € escrito como

L.{h1, ha}(z*, €) 3/22/ / / ~hy(at, ¢)Kpalc, c)dddd de, (T

onde os niicleos de espalhamento Kj ,(¢’,¢) podem ser encontrados na Ref. (McCormack,
1973).

Seguindo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b), introduz-se na Eq.(4) a varidvel espacial
adimensional

=2 (8)
lo
onde 1w
0
lo 2} )

representa o livre caminho médio (baseado na viscosidade) da mistura introduzido por Sharipov
e Kalempa (Sharipov e Kalempa, 2003), escreve-se entdo, a velocidade molecular caraceristica
da mistura como

= (2kTy/m)?, (10)
onde
o — T T oMy (11)
ni + ng

representa a massa molecular média da mistura e n,, é a densidade de equilibrio para as duas
espécies de gases.

As expressoes que definem a viscosidade da mistura em termos das pressoes parciais P, € a
frequéncia de colisao v, sao dadas, respectivamente, por

P P
p=—+=, (12)

71 Y2

onde p

e L’ (13)

By ni + no

U\, — v )1/( )

mn=———t (14)

\112 + 7/1’2)
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e
W0, — v
Yo = 5 (15)
\111 + V2
Aqui,
U =@ =+ a=12 , B=12 e B#a, (16)
onde, de acordo com McCormack (McCormack, 1973), escreve-se
1 16 Map
v T nsQLls, (17)
2
2) 64 mOé7ﬁ 5
Vos = 1% ( e ) ns(Qap — 5%,5); (18)
2
3 10 (Map) e, Hou | 1502 19
Voc,,B 5 Me mﬂnﬂ( 3 a,B N a,ﬁ)? ( )
2
4 _ 16 (map " ma 1—0Q11 _ Q2 20
Va,B 5 M, ) mg nﬁ( 3 o,B a,ﬁ)v ( )
3
(5) 64 Mmap Mg 5)
Va,ﬁ = 1— < M ) m—ﬁn/gl—‘aﬁ (21)
© 3 3/2
©) _ 64 (map\" (M0 ©
ek () () s =
com 15 25
(B) _ 022 ma mg 11 12 13
Fouﬁ - Q&ﬁ + < 4mﬂ ) Qaﬁ - < ) (5Qaﬂ Qa,ﬂ)a (23)
e apds uma corre¢do por Pan e Storvick (Pan e Storvick, 1992)
6 _ 22 90 11 D 12 L s
Fa,ﬁ - _Qa,b’ + _Qa,ﬁ - _Qa,ﬁ + _Qa,ﬁ' (24‘)
8 2 2
Aqui,
Mag = Mamg/(Ma + M) (25)

e as funcdes (2 sdo integrais de Chapman-Cowling (Chapman e Cowling, 1952; Ferziger e
Kaper, 1972), as mesmas sdo integrais que dependem do potencial de interagcdo intermolecular.
Para o caso do modelo de esferas rigidas tem-se

i 4 1)! 1+ (—1) kT
0v . — (.] 1 — d, +d 2 26
o0 =g { 2+ 1) | \amy ) (o) (26)
onde d, € o didmetro molecular da espécie a.
Por fim, por questdo de notacdo introduz-se
Oq = ’Yawalo (27)
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ou, mais explicitamente,

w<ma/m>l/2 (28)

Oa = Yo
n1+n2

e reescreve-se a Eq.(4) em termos da varidvel 7 como

Sa(c) + Cm%hg(T, C) + 0aha(T,¢) = 0o Lof{h1, ho} (T, ), (29)

onde
Soc(c> = CXp, (30)

com
Trp = loXp. (31)

3 INTERACAO GAS-SUPERFICIE

A fim de descrever matematicamente a interagdo do gds com a superficie sélida que o de-
limita, estabelece-se uma relagdo entre a funcdo de distribuicdo de velocidades f(r’,v) das
particulas que deixam a parede apds a interagdo (v.n > 0) e da fungdo de distribui¢do de ve-
locidades f(r’,v') das particulas incidentes (v'.n < 0). Segundo (Cercignani, 1988) para uma
mistura de [V gases essa relacdo € escrita do seguinte modo:

|Ua”|fa(r/7v> - / |U/om’R<V/a : Va)fCY(r/vV,)dV/a? Van Z 07 (32)

!, <0

onde = 1,..., N, v,, = V,.n é a componente normal da velocidade do a-ésimo constituinte
da mistura, R(v/, : v,) € o nicleo de espalhamento, o qual fornece a densidade de probabilidade
de que a velocidade de uma molécula seja alterada de v/, imediatamente antes da colisdo com
a parede, para v, imediatamente apds a colisdo (veja Fig. 2), ou seja, o nicleo de espalhamento
expressa o tipo de interagao que ocorre entre o gis e a superficie que o delimita.

Pode-se dizer que o nucleo de espalhamento depende da espécie gasosa em estudo, da com-
posicdo quimica e temperatura da superficie s6lida, da estrutura mecanica da superficie, etc. O
nucleo deve satisfazer algumas propriedades que podem ser encontradas em Cercignani (Cer-
cignani, 1988).

Utiliza-se o nucleo de espalhamento proposto por Cercignani e Lampis (Cercignani e Lampis,
1971), cuja expressao para o a-ésimo constituinte da mistura € dada por

r. B mivom Mq [Ugm + (1 — Com)vgn]
RCl(Va . VO‘) B 27T§om€o¢t(2 - Coet)(kTw)z eXp {_ 2kTwCom }
. 1 % [Uat - (1 - Cat)U;t]Q V 1— Canmavanvgm
8 P { Cat(2 - Cat) 2]{:Tw } % ( Cokaw ) 7 (33)

onde 7 € a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero definida como

1 21
Jo(v) / e S dep, (34)
0

" or

(. conhecido como coeficiente de acomodagao, representa a fragao das particulas gasosas re-
fletidas difusamente e (1 — (,) corresponde a fragdo de particulas refletidas especularmente,
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ambas do a-ésimo constituinte da mistura gasosa. Para uma mistura de N gases rarefeitos, cada
espécie gasosa possui um coeficiente de acomodacgio definido como:

0~ (p) — 0" (p)

35
6 (p) — O (9) 53

Caltp) =

O (p) = [ IR0, L ) = [ e (v, GO

an

Tem-se que ©*(¢) representa o fluxo da quantidade ¢ para as particulas gasosas refletidas
(+) e incidentes (—) na superficie sélida, ©;,(¢) representa o fluxo da quantidade ¢ para
as particulas gasosas refletidas difusamente, (v, ) é uma funcéo arbitrdria da velocidade da
particula.

O nitcleo proposto por Cercignani e Lampis, fornece resultados mais coerrentes com 0s
experimentais, ja que esse nucleo apresenta dois coeficientes de acomodacdo: um coeficiente de
acomodacdo para a energia cinética (,,, associada a velocidade normal v,,,, € um coeficiente de
acomodac¢do de momento tangencial (,; associada a componente tangencial v,, da velocidade
Vo

O coeficiente de acomodagdo de momento tangencial (,; pode variar no intervalo [0, 2], en-
quanto que o coeficiente de acomodacio de energia cinética (,,,, pode variar no intervalo [0, 1].
Sharipov (Sharipov, 2002) complementa que quando (,; = 0 e (,, = 0 a reflexdo € especular,
quando (,; = 1 e (o, = 1 a reflexdo é difusa, e por fim, se (., = 2 e (o, = 0 a reflexdo é
para trds, ou seja, a velocidade troca de sinal apds a colisdo com a parede, consequentemente,
troca-se a sua direcao.

Em termos da velocidade adimensional ¢ escreve-se as condi¢des de contorno, em coorde-
nadas retangulares segundo Siewert (Siewert, 2002) como

oo o0 o0
ho(—a,cy, ey, cs) = / / / ha(—=a, —c,, ¢, ) Ra(—C,, ¢, €. : €z, €y, €2 )dc,de,dC,
—o0 J —o0 J O
(37)
e

o0 (e} o
ho(a, —cg ¢y ) = / / / ha(a, ¢, c,, C,)Ra(cy, ¢, €, 1 —Ca, ¢y, ¢ )de,de,dc, (38)
—o00 J —00 J 0

onde
Ru(cy, ¢, ¢, w coyey,ca) = e Cfg e t)T(c; ¢y)S(c )T, : ey) (39)
o (= Gz = P
T(y:z)=exp [_ Cat(Qat—ZCat)y } (40)
e
_ /2, _ .02 _ 1/2

As quantidades fisicas de interesse para cada gis (o = 1,2), em termos da funcao de pertur-
bacdo h, € definida segundo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004a) como:
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Perfil de velocidade:

y) = 7T_3/2/ / / e_cl2ha(y,cx,cy,cz)czdcxdcydcz. (42)

Perfil de tensdo de cisalhamento:

= 3/2 / / / o(Ys €, Cy, Cz)cxczdcxdcydcz (43)

Perfil de fluxo de calor:

= 71'_3/2 / / / y7 Cyy Cy, CZ)(C - 5/2)Cmdcmdcyd02 (44)

4 DESENVOLVIMENTO

Conhecendo-se a defini¢do das quantidades fisicas de interesse em termos de momentos da
funcdo h, multiplica-se a Eq. (29), respectivamente, por

1 1
1(cy, c.) = —e—(cy2+cZ2)Cz e Pa(cy, C.) = —(cy2 +c.%— 2)cze_(°y2+022), (45)
T T

e integra-se sobre todo ¢, e c,. Considera-se a nova varidvel { = ¢, e define-se

gm4n0=/ / b1(cy, ¢V ha (T, ¢)de,de. (46)

920(T, &) = / / Pa(cy, C2)ho (T, c)deydes,, 47)

para o = 1,2. Assim, obtém-se quatro equagdes balanco, que sdo escritas na forma vetorial
G(7,£) como

S(€) + €0 Glr.€) + DG(r, ) = /‘w OG(r,eNe,  @8)
com
3 = diag{o,01,09,00} e (&) = 2078 (49)

Para a parte ndo homogénea tem-se:

S(f) = (1/2>xp (50)

0

As componentes K; ; (&', £) do nicleo K (¢, €) sdo encontradas na Ref. (Siewert e Valouge-
orgis, 2004a).

A metodologia usada na obtencdo da Eq. (48) é também aplicada nas condi¢des de contorno
Egs. (37-38), obtendo-se

G(—a,€) = 57 / G(—a,~€)F(¢,€)de" 51)
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Gla,~€) = 5 | Gla.§)R(E’ )¢ (52)
com
Sy = diag{(1 — Ca1), (1 — ¢a)*, (1 — Caa) (1 — Ca2)’} (53)
e
F,B(’Sla 5) = diag{qu(f/, 5)7 fBl(gla 5)7 fBZ(fla 5)7 f52<€/7 5)}7 (54‘)
onde

/ . /2¢ ¢! _ /2| ¢!
2 o [ LGP 2GR

fa(€,€) = o exp G o

Aqui, tem-se que (g, representa o coeficiente de acomodac¢do do momento tangencial para
os gases & = 1,2 nas placas § = 1,2 e (g representa o coeficiente de acomodagdo de energia
cinética para os gases [ = 1,2 nas placas § = 1, 2.

Baseado na notacdo vetorial, expressa-se as grandezas fisicas de interesse para cada gas
(=1,2) como

valy) = / " (6 g0 (1, E)E, (56)
Paly) = / " () g (4, )6 (57)
daly) = / T OE = 1/2) g2 1 (1, €) + gan(y, E)E. (58)

Além das grandezas fisicas desejadas, podemos encontrar também a taxa do fluxo de particu-
las e a taxa do fluxo de calor para cada gés (o = 1,2), onde sdo dadas, respectivamente, pela
integral

*7 9q2 | 2a2

a —a

U, = L[ uo(T)dr e Qu = L/a qo(T)dT. (59)

5 SOLUCAO DO PROBLEMA

Como a Eq.(48) € uma equacao nao homogénea, a solugdo para o problema é dada pela soma
da solu¢@o do problema homogéneo e uma solu¢do do problema particular, ou seja

G(7,8) = Gp(7,€) + Gu(7,§). (60)
Para a solugdo particular propdem-se
Gp(1,€) = AT* + Bré + O + D. (61)

As constantes A, B, C' e D sdo determinadas através do sistema algébrico

a,o? —2a101 a1 dy
_ 0 - 0 1 0 | 20 —4ay
A= >\G10'2 ’ B= —2)\CL10'2 ’ ¢= Co c D= 0 7(62)
2
0 0 0 2C3 — 4)\&1
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onde as constantes estao definidas no sistema linear

aq .Z'p/O'l
(&1 . «TP/(72
M o | = 0 . (63)
dy 0
Aqui,
M_
2+47712(1 —n?; (5/2m3 il +<5/2>r3n§j; —2n{1)
2 1 1
2X + 4ns (A — ) sy + (5/2)3377;%) —77§1) (5/2)7721 2877%,1)
2 )
_4"‘((6%6/5)(5 +/\771 2) 2(1 _(g)l) (1/2)n % _27712 (7"/2)7712) U§,2(2)
(16/5)7721 [(16/5) 82 — 4]\ —2194 (5/2) 2,1 2(1 = f2) + (1/2)7721 —STa.1
(64)
sendo
T:(ml/m2)1/2 , S:(mz/m1)1/2 , )\:3(01/02)2 6771(]; _Vz(l;)/% (65)

Agora, encontra-se a solucao homogénea da Eq.(60), para isso utiliza-se a versao analitica do
Meétodo de Ordenadas Discretas (ADO), que tem como base, a aproximacao da integral angular
do termo de espalhamento da equacao de transporte por uma férmula de quadratura numérica.
Para isso, propde-se como solucdo para o problema homogéneo

Gu(1.€) = ®(v, e ™", (66)

onde v € a constante de separacao.
Substitui-se a Eq. (66) na Eq. (48), obtendo-se

(V8 = ENd(v,§) = vE /Ooow(f')[f((ﬁ’,f)@(% §) + K(=¢, (v, =E)ldg (67)

e
(VS + EDD (v, —€) = v¥ /0 YENE(E,~E)D(v. &) + K (=€, ~6)D(v, ~€)]dE".  (68)
A seguir, soma-se e subtrai-se as equagdes resultantes obtendo-se
V(v,§) = EE{ (v, &) — / V(EU (v, &KL (€, €)d§] (69)
e
0.9 =42 Vo) - [ uew -0, (70
onde
Uw,&) =ow,&) +2(v,—¢&) , V(&) =dv,E) — o(v,—§) (71)
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e
K—i—(g/?g) - K<§/7£) +K<_§,7§> ’ K_(§/7§) - K(§/7§) - K<_£,7§) (72)
Substituindo a Eq.(70) na Eq.(69) obtém-se

& [Pre0 - [T u@ORE v =), 73)

onde ]
A= 3 (74)

e
§

R(E.6) = SS2KL(€.6) + K (€.6) - / (e 5,,2%(5" K (€,€")de". (75)

é? /
Aproxima-se o termo integral das Egs.(70) e (73) pela férmula de quadratura de Legendre,
reescreve-se as equacdes como um problema de autovalores e autovetores

;2 [ V(v;,&) Zwk\l’ &) R (&R, &)V (Vjafk):| = \V(v;, &) (76)
e
Uy, &) = Z [ vj, &) Zwk‘l’ &) K- &k, &)V (VjafK)la (77)

parai =1,2,... Nej=1,2,....,4N.

Com o problema de autovalores resolvido, encontra-se a solucdo dada pela Eq.(66).

Pelo principio da superposi¢do de solucdes, tem-se que a combinacdo linear de solugdes
também € solucdo, logo obtém-se como solu¢do geral em ordenadas discretas para a Eq. (48) o
que segue

4N

Gi(7,£&) =) [A;0(v;, £&)e T 4 Bid(vy, F&)e 1], (78)
j=1
parat = 1,2,..., N. No problema de autovalores tem-se que um dos autovalores tende a

zero, logo uma constante de separacdo (v) tende para o infinito, levando em conta este fato
negligencia-se o maior dos v; computados obtendo-se a solugdo

AN
Gu(7,£&) = AIGL+B1G_(7, %) +Z [A;®(v;, £&)e —(at7)/vi L B. B (v, TE e (a— T)/V]L
7j=2
(79)
para: = 1,2, ..., N. Aqui
1 o7 F§
G - e G (r,+() = ’ (80)
" 5 o 015(T F &/ 02)
0 0
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Para completar a solucdo substitui-se a Eq. (60) nas condi¢des de contorno dadas pela Eq.
(85), obtendo-se um sistema com 8V equacdes algébricas lineares e 8V incdgnitas, dado por

N
A1GL [T — S*Zkal (&) + Bi[G-(—a. &) = 57 Y wiF1 (6, &) G- (=a, &) +

k=1 k=1
4N
D [A)[®(v. &) = ST=] + Bye /" [@(v;, ~€) — S{A]] = ~Ri (€)@
j=2

N N
MG = 85> wiFa(, &)] + BilG—(a, —&) — 53> wiFa(&e, &) G—(a, &)] +
k=1

k=1
4N
D [Aje 2@ vy, —&) — S5 A+ Bi[@(v;, &) — S52]] = —R5(€), (82)
=2
onde
N
== wiFs(& &) (v, &), (83)
k=1
N
A= wiFp(&, &)®(v), &), (84)
k=1
Ri(§) =
(1—-<¢n) 2521 wy f11(&ks fz')(U%GQCbl + lez +dy — 2ay01a&,)
(1= Gin)® S, wifu (6, &) (201 — day)
(1= C2) Zgﬂ Wi f12(&k, &) Aaro3a® — 2 ay00a8), + 6351%
(1= Ci2)® Sope ) wifr2(&es &) (205 — 4har)
(1= ¢n)(ofa’ar + 1€ + dy — 2a101a&;)
(1 — C11)3(2C1 — 4@1) (85)
(]. — <12)>\CL10'§CL2 — 2/\@10'201&' + 0357;2
(]_ — C12)3(203 — 4)\@1)
e
R3(§) =

(1= Co1) Yoty wiefor (&, &) (03a?ar + €2 + dy — 2a101a&;,)
(1= Go1)® Spsy wifor (6, &) (2e1 — day)
(1 = Ca2) Sopy Wi foo (& &) Aar03a® — 2har00ad + 36}
(1= Go2)® Sopy Wi foo (ks &) (205 — 4hay)
(1 — Co1)(0?aay + 162 + dy — 2a101a€;)

(1 — C21)3(2C1 — 4@1) (86)
(]_ — CQQ))\CL10%CL2 — 2)\a102a§,; + 03512 )

(]_ — C22)3(203 — 4)\(11)

Nota-se que, G possui quatro equagdes balango, 7 = 1,2,.... Nej = 1,2,....4N. Com o
sistema pronto, encontra-se, entdo, 0s valores para Aj € Bj.
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Como o objetivo é encontrar as grandezas fisicas desejadas, reescreve-se na versao de orde-
nadas discretas para os dois gases (a = 1, 2), o perfil de velocidade, respectivamente,

4N
1
() = A+ Bionr +an(onr) + et di+ ) [Aje” T 4 B CTOMING (1) (8T)
=2

AN
1 _ la—r) /v
uy(7) = A5+ BysoyT + Aai(097)* + 503 + Z[Aje_(“”)/”ﬂ + Bje” /N, 5 (1), (88)
j=2
o perfil de tensdo de cisalhamento, respectivamente

4N

1 i —(a—7)/v;
pl(T) = —Q101T — §B1 + Z[Aje_(a+T)/VJ — Bje ( )/ ]]NPJ(V]‘) (89)
=2
c
pQ(T) = —>\CL10'2T — Bl_ + Z A e (at7)/vi _ Bjei(aiT)/Vj]NpQ(Vj), (90)

e o pefil do fluxo de calor, respectlvamente

4N
) j —(a—T)/v;j
ai(r) = ~day + e+ > [Aje @/ 4 Bem @ IMING (1) 91)
j=2
€
5 4N
QQ<T> = —401)\ -+ 503 + Z[Aj@i(aJrT)/uj + Bjei(aiT)/Vj]NqQ(l/j). (92)
j=2
Nas Eq.(87)-(92) tem-se
Nyo(v;) =F} ZMW (&) [P (v, &) + B(vy, =&, (93)
Npa V] F Zwk¢ gk gk[ (Vj7§k)+q)<yja_§k)] (94)
€
No.a(v5) Zwkw &) F 4.0 (€)@ (15, 6) + B (vj, —E0))], ©5)
onde o sobrescrito 7T significa a operagdo transposta,
1 0 £2-1/2
0 0 1
Fi=|,| - F2=| | . Fu=| (96)
0 0 0
e
0
F,.= 0 97)
w22 —1)2
1
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6 RESULTADOS NUMERICOS

A implementacdo computacional, para avaliar os resultados numéricos, foi desenvolvida
através de programas na linguagem FORTRAN. Para implementar as solugdes, inicialmente
define-se o esquema de quadratura associado ao método de ordenadas discretas analitico (ADO).
Logo apds, objetivando-se calcular integrais no intervalo [0, o), usa-se a transformagdo néo-
linear

u(€) =e* (98)

e, apos, utiliza-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre.

O préximo passo € a determinagdo dos autovalores (constantes de separacio) e autovetores.
A seguir, encontra-se as constantes arbitrdrias A;, B; resolvendo-se o sistema linear, e assim,
as quantidades fisicas de interesse sdo encontradas.

Apresenta-se nas tabelas, duas misturas de gases nobres, obtidos com N = 60 pontos de
quadratura e a concentra¢do molar € definida em relacio a primeira particula dada por

n1/n2

=12
1"‘711/712

(99)

Nas tabelas 1, 2 e 3 considera-se a mistura de gases Néonio (Ne) e Argdnio (Ar), onde
suas massas sdo, respectivamente, m; = 20,183, my = 39,948, e a razdo dos didmetros
dy/dy = 1,406. Especificamente na tabela 1 encontra-se, o perfil de velocidade para o fluxo da
mistura gasosa no canal de didmetro 0, 5 para diferentes coeficientes de acomodacao tangencial.
Assume-se a concentracdo de 0, 5 e coeficientes de acomodacgdo de energia cinética fixos, cujos
valores s30 (11 = Cu12 = 0,5 € (o1 = Cuoo = 1,0. Segue os valores dos coeficientes de
acomodacdo tangencial usados para obtencdo de cada velocidade a seguir:

e Para as velocidades ug) (1) considera-se (13 = 0,5,(12 = 1,0,{o1 = 0,4 e (a2 = 0,8.

e Para as velocidades 1 (1) considera-se (13 = 0,3,(12 = 0,5,(21 = 0,8 ¢ (a2 =0, 2.

e Para as velocidades u.> (7) considera-se (11 = 0,5, (12 = 0,5,(1 = 0,5€ (22 = 0, 5.

Os mesmos dados utilizados na tabela 1 € utilizado para a obtencdo do perfil de fluxo de
calor qgs)g) na tabela 2. Pode-se observar o comportamento das solucdes graficamente, para o
perfil de velocidade e perfil do fluxo de calor, respectivamente, nas Fig. (3-4).

Na tabela 3 encontra-se o perfil do fluxo de calor com a utiliza¢io dos coeficientes de aco-
modacdo todos iguais a 1, 0, tanto os coeficientes de acomodacao tangencial quanto os de aco-
modacdo de energia cinética. Com a utilizacao desses coeficientes, assume-se que as placas pos-
suem mesma constitui¢do quimica, logo se comparar os resultados obtidos nesse trabalho cuja
condic¢des de contorno sdo propostas por Cercignani-Lampis e os resultados obtidos por Siew-
ert (Siewert e Valougeorgis, 2004b) cuja interacao gas-superficie € difuso-especular, observa-se
que houve convergéncia nos resultados. Pode-se observar o comportamento das solu¢des grafi-
camente na Fig. 5.

Na tabela 4 considera-se a mistura de gases Hélio (He) e Xenonio (Xe), onde suas massas
sdo, respectivamente, m; = 4,0026, my = 131,30 e a razdo dos didmetros dy/d; = 2,226.
Encontra-se, respectivamente, o perfil de velocidade e o perfil do fluxo de calor para o fluxo da
mistura gasosa no canal de diametro 0, 5. Os dados para a obtenc@o dos resultados na tabela 4
sdo os mesmos utilizados na obtengao das tabelas 1 e 2, porém nesse caso utiliza-se a mistura
gasosa He-Xe. Pode-se observar o comportamento das solucdes graficamente na Fig. 6.
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7 FIGURAS

Secgao longitudinal

Figura 1: Escoamento da mistura gasosa em um canal plano

Figura 2: Interacdo gas-superficie
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Perfil de velocidade

Perfil do fluxo de calor

o
8

Figura 4: Perfil do fluxo de calor para a mistura gasosa Ne-Ar
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Figura 5: Perfil do fluxo de calor para a mistura gasosa Ne-Ar

Perfil de velocidade e perfil do fluxo de calor
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Figura 6: Perfil de velocidade e pefil do fluxo de calor para a mistura gasosa He-Xe

8 TABELAS

(/o] W) [P0 [P0 [P0 [P0 [ P |

0,0 | -2,16352 | -2,95417 | -1,40649 | -1,13620 | -1,56079 | -1,98636
0,1 | -2,16905 | -2,96244 | -1,40466 | -1,11217 | -1,55855 | -1,98318
0,2 | -2,16965 | -2,96475 | -1,40037 | -1,07924 | -1,55178 | -1,97357
0,3 | -2,16521 | -2,96101 | -1,39367 | -1,03697 | -1,54038 | -1,95738
0,4 | -2,15551 | -2,95100 | -1,38464 | -0,98466 | -1,52412 | -1,93430
0,5 | -2,14017 | -2,93435 | -1,37331 | -0,92126 | -1,50266 | -1,90383
0,6 | -2,11860 | -2,91045 | -1,35975 | -0,84515 | -1,47545 | -1,86518
0,7 | -2,08983 | -2,87830 | -1,34395 | -0,75377 | -1,44158 | -1,81706
0,8 | -2,05206 | -2,83606 | -1,32590 | -0,64257 | -1,39942 | -1,75710
0,9 | -2,00136 | -2,77959 | -1,30531 | -0,50160 | -1,34531 | -1,68007
1,0 | -1,91803 | -2,68779 | -1,27956 | -0,28158 | -1,26085 | -1,55925

Tabela 1: Perfil de velocidade, onde 2a = 1.0 e C' = 0.5 para uma mistura de gases Ne-Ar.
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T/a‘

') [ S0 [P0 | P |

() | &) |

0,0

0,23111

0,21652

0,20665

0,28005

0,23493

0,22812

0,1

0,23121

0,21689

0,20500

0,27748

0,23414

0,22717

0,2

0,22961

0,21544

0,20209

0,27258

0,23173

0,22431

0,3

0,22625

0,21209

0,19790

0,26517

0,22764

0,21946

0.4

0,22102

0,20674

0,19239

0,25495

0,22176

0,21244

0,5

0,21371

0,19917

0,18545

0,24147

0,21389

0,20301

0,6

0,20402

0,18907

0,17697

0,22402

0,20374

0,19078

0,7

0,19145

0,17588

0,16669

0,20144

0,19082

0,17507

0,8

0,17508

0,15864

0,15423

0,17168

0,17425

0,15470

0,9

0,15286

0,13516

0,13865

0,13009

0,15207

0,12699

1,0

0,11456

0,09428

0,11523

0,05335

0,11442

0,07837

Tabela 2: Perfil do fluxo de calor, onde 2a = 1,0 e C' = 0, 5 para uma mistura de gases Ne-Ar.

T/a ‘ CL— q1(7) ‘ CL — go(7) ‘ DE — ¢1(7) ‘ DE — go(7) ‘

0,0 0,21714 0,22002 0,21714 0,22002
0,1 0,21629 0,21908 0,21629 0,21908
0,2 0,21374 0,21625 0,21374 0,21625
0,3 0,20940 0,21144 0,20940 0,21144
0.4 0,20315 0,20449 0,20315 0,20449
0,5 0,19479 0,19517 0,19479 0,19517
0,6 0,18400 0,18309 0,18400 0,18309
0,7 0,17023 0,16762 0,17023 0,16762
0,8 0,15253 0,14760 0,15253 0,14760
0,9 0,12878 0,12048 0,12878 0,12048
1,0 0,08825 0,07319 0,08825 0,07319

Tabela 3: Perfil do fluxo de calor onde, 2a = 1,0 e C' = 0, 5 para uma mistura de gases Ne-Ar.CL = Condig¢do de

contorno de Cercignani-Lampis; DE = Condic¢do de contorno difuso-especular.

Tabela 4: Perfil de velocidade e prefil do fluxo de calor onde, 2a = 1,0 e C = 0,5 para uma mistura de gases

He-Xe.

’ T/a ‘ uy(7) ‘ ua(7) ‘ ¢ (1) ‘ q2(7) ‘
0,0 | -1,15045 | -4,02976 | 0,22026 | 0,28508
0,1 | -1,14844 | -4,04119 | 0,21916 | 0,28571
0,2 | -1,14348 | -4,04551 | 0,21679 | 0,28401
0,3 | -1,13543 | -4,04264 | 0,21306 | 0,27992
04 | -1,12408 | -4,03236 | 0,20787 | 0,27331
0,5 | -1,10911 | -4,01425 | 0,20105 | 0,26398
0,6 | -1,09000 | -3,98766 | 0,19230 | 0,25156
0,7 | -1,06593 | -3,95146 | 0,18119 | 0,23547
0,8 | -1,03544 | -3,90360 | 0,16689 | 0,21461
0,9 | -0,99537 | -3,83943 | 0,14764 | 0,18659
1,0 | -0,93027 | -3,73532 | 0,11471 | 0,13917
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Considera-se que o objetivo deste trabalho foi alcancado, pois para o problema proposto,
isto é, o problema de Poiseuille em um canal plano com a utilizacio das condi¢des de contorno
generalizadas (Cercignani-Lampis) sem condi¢do de simetria entre as placas que delimitam o
fluxo do gds, foi resolvido para o caso de uma mistura gasosa bindria. A solucdo é baseada
na versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO), que produziu resultados com alta
precisdo para as grandezas macroscopicas, tais como: perfil de velocidade, perfil de tensdo de
cisalhamento e perfil de fluxo de calor. Justifica-se, esta precisdo, pois quando comparados os
resultados obtidos neste trabalho, considerando-se os coeficientes de acomodacao todos iguais
a 1,0, ou seja, as placas possuem mesma constitui¢do quimica, com os resultados obtidos por
Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b), observa-se convergéncia nos resultados.

A facilidade de uso e, em particular, os resultados precisos obtidos justificam a confianca de
que o método possa ser usado em outros problemas na dindmica de gases rarefeitos.

Deve-se notar que os resultados especificos da espécie para o problema considerado sao
continuos na varidvel 7 e, portanto, sdo validos para todos 7 € [—a, al.
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