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Resumen. El contacto mecénico se define como el estudio de las tensiones y deformaciones de soli-
dos que se tocan entre si en uno o mas puntos. Las aplicaciones del contacto mecdnico en problemas
de ingenieria son de lo mas diversas, como ser el disefio de engranajes, estudios de efectos de desgas-
te y tribologia, procesos de conformado o aplicaciones en bioingenieria, entre otras. En la actualidad,
el método de los elementos finitos es la técnica de simulacién numérica mds popular para el andlisis
de procesos que involucran el contacto. La mayoria de los algoritmos utilizan aproximaciones del tipo
nodo-superficie para describir la cinemadtica de los cuerpos. Sin embargo, este tipo de esquemas no son
capaces de superar los denominados tests de la parcela. Los algoritmos superficie-superficie superan las
dificultades asociadas a los esquemas nodo-segmento integrando las restricciones relacionadas al con-
tacto considerando mds informacién que la de un simple nodo. En este trabajo se propone un algoritmo
superficie-superficie aplicable a problemas de elasticidad tridimensional. La definicién de la superficie
topoldgica de proyeccidn, necesaria para la integracion de las ecuaciones se realiza mediante una base
local cartesiana definida para cada elemento en contacto. Los ejemplos numéricos desarrollados mues-
tran que el algoritmo supera los test de la parcela con resultados de tensiones muy regulares en mallas
arbitrarias.
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1. INTRODUCCION

La simulaciéon de componentes mecénicos y procesos que involucran el contacto entre cuer-
pos tiene gran aplicacion en diferentes areas de la ingenieria, pudiendo citarse el disefio de
engranajes (Gamez-Montero et al., 2005), procesos de embuticién (Flores, 2000), fatiga por
contacto, entre otras. Para la descripcion del desplazamiento relativo entre dos cuerpos en con-
tacto mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF), una técnica ampliamente difundida
es la del nodo-segmento, en la cual a un nodo de un cuerpo, denominado esclavo, se asocia
una zona de un segmento o superficie del otro cuerpo denominado master. El principal incon-
veniente de la estrategia nodo-segmento es que no garantiza que una superficie transmita una
presion de contacto uniforme a la otra superficie; en otras palabras, esta estrategia no supera
los denominados tests de la parcela de contacto (Papadopoulos y Taylor, 1990). Las aproxima-
ciones del tipo nodo-segmento con doble pasada verifican los test de la parcela, pero pueden
bloquearse debido a las sobre restricciones introducidas en la formulacion; adicionalmente, con
superficies de contacto no suaves, generan saltos de la presion cuando los nodos esclavos se
deslizan entre segmentos adyacentes. Tampoco cumplen con la condicién de Babuska-Brezzi
(Brezzi y Fortin, 1991), causando un mal condicionamiento de las matrices y pobre tasa de
convergencia, tipicas manifestaciones de la sobre restriccion. A pesar de ello, estos métodos
son a menudo elegidos para problemas de contacto entre cuerpos flexibles por su capacidad de
verificar el test de la parcela en 2D y sélo en ciertas configuraciones de mallas tridimensionales
para elementos de bajo orden. Sin embargo, para elementos de orden superior, no son capaces
de superar los test de la parcela, (Oliveira et al., 2008). Los métodos nodo-segmento usan la
colocacion para integrar el trabajo virtual de contacto y no existe una representacion explicita
de la presion, a diferencia de los métodos segmento-segmento que integran el trabajo virtual de
contacto usando una cuadratura numérica con alguna interpolacion en la presién. La mayoria
de los métodos segmento-segmento desarrollados utilizan algin tipo de superficie de contac-
to intermedia, o proyeccion de superficies. Estos fueron aplicados inicialmente a interfases de
contacto planas para ejemplos 2D y luego ampliados a mallas 3D con superficies planas (Wohl-
muth, 2001; Dohrmann et al., 2000; Kim et al., 2001). En el trabajo de Park y Felippa (2002) se
propone una formulacién con una superficie de contacto intermedia entre los cuerpos de con-
tacto determinada por un conjunto de ecuaciones auxiliares tal que se satisfaga el equilibrio en
dicha superficie. La ventaja de este método es que evita la integracion de los campos de multi-
plicadores de Lagrange pero tiene como gran inconveniente la complejidad para ser extendido
a problemas 3D. Las diferentes aproximaciones propuestas de métodos segmento-segmento di-
fieren generalmente en la forma de interpolar la presion de contacto y en la manera en que
se efectda la proyeccion entre los elementos. Los primeros trabajos desarrollados utilizaron el
método de penalidad como regularizacién del problema variacional y con aplicaciones sé6lo a
problemas bidimensionales (Papadopoulos y Taylor, 1992; Simo et al., 1985; Papadopoulos y
Taylor, 1990). Especificamente, el primer trabajo que ha utilizado los métodos mortar fue el
propuesto por Bernardi et al. (2000), donde se muestra la estabilidad del método en relacion a
las condiciones de Babuska-Brezzi. A diferencia de los algoritmos nodo-segmento, los métodos
mortar son Unicamente de una pasada y verifican los test de la parcela debido a como estidn
formulados. De esta manera, la propuesta de un esquema de doble pasada seria completamente
innecesaria. En el trabajo de Puso y Laursen (2004), se presenta una version del método mor-
tar para problemas 3D con grandes deformaciones. El método propuesto utiliza un esquema de
penalidad, aplicable a elementos de orden superior, como ser los cuadréticos, y es de simple
pasada. La proyeccion de las superficies de los elementos en contacto se realiza sobre una su-

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 4219-4233 (2010) 4221

perficie plana; en cambio, en la propuesta de Puso (2004), la proyeccién se lleva a cabo sobre
una malla intermedia suave definida por un parche con funciones de forma de Hermite que ga-
rantiza continuidad C1 sélo cuando la malla es regular. Los métodos mortar han continuado su
desarrollo extendiéndolos a aplicaciones con friccion (Puso et al., 2008; Fischer y Wriggers,
2006; Yang y Laursen, 2008), o en problemas de auto contacto, como el que presenta Yang y
Laursen (2008).

En este trabajo, siguiendo algunas de las ideas presentadas por Puso y Laursen (2004), se
propone un algoritmo de contacto mortar con una regularizacion del tipo penalidad, aplicable a
problemas tridimensionales en donde la superficie topoldgica de proyeccion se realiza median-
te una base local cartesiana definida para cada elemento no-mortar en contacto. El algoritmo
fue implementado en el cédigo de elementos finitos OOfelie (2010). Los ejemplos numéricos
propuestos muestran que el algoritmo supera los test de la parcela con resultados de tensiones
muy regulares en mallas arbitrarias.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El movimiento de los cuerpos B%, a = 1,2 es expresado por el mapeo x* : {2y x [0, T] —
R3, y la posicién actual de las particulas materiales es calculada por x* = x*(X®, t). A diferen-
cia de los desarrollos anteriores, en el contacto tipo mortar la porcién de frontera en contacto
I, estd dada por una interseccion de las superficies ', esto es [. = I'} N I'?, ver Fig. 1. La
convencion adoptada en este trabajo para la definicion de las superficies mortar y no mortar es
la siguiente: I} denota la superficie no-mortar o esclava tal que I, = I'}, en tanto que I'* es la
superficie mortar o master. La estrategia utilizada para discretizar el dominio es por medio del

No Mortar

Interseccion

N\
3
7' §
Q‘Nokortar

X

Figura 1: Notacién utilizada en el método mortar para los cuerpos en contacto.
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MEEF, de esta forma, la malla de la superficie de contacto puede ser parametrizada como,
= N§(&)zs, (1)
A=1

donde: z%, x4 € I™ — R* n* es el nimero de nodos de la mallaen [* y N§ : ['* —
R son las clasicas funciones de forma, bilineales en caso de utilizar mallas con hexaedros, o
triangulares para el caso de mallas formadas por tetraedros.

El vector de coordenadas nodales en R3 para las superficies de contacto se define de la
siguiente manera,

T
b=[x)wy ... @ |xix; ... x| . (2)

Notar que @ se encuentra ordenado de forma tal que en las primeras componentes se encuentran
las coordenadas de los nodos referidos a la frontera I} (no mortar) y luego las correspondientes
a I'*> (mortar).

3. TRABAJO VIRTUAL ASOCIADO AL CONTACTO

Cuando los cuerpos B* y B? interactian mecdnicamente sobre la superficie de contacto, el
trabajo virtual asociado al contacto se define de la siguiente manera,

2
6HC:Z/ t* oz dI[* = 6& - F, 3)
a=1 &

donde t“ denota el vector traccion de Cauchy. Asumiendo que existe conservacion de la canti-
dad de movimiento lineal en la interfase de contacto, t' dI'} = —t? dI'?;y que ' — z? ~ 0,
la Ec.(3) puede ser escrita como:

SI1¢ = / t' (dx' —ox*) dI'! = 6& - F. 4)
r
Utilizando las siguientes parametrizaciones para las superficies de contacto y el vector traccion,
o' =) Np(€)zp, =) Ne(€)we,  t=) Ni(€)ts (5)
B=1 c=1 A=1

junto con la Ec.(4), el principio de los trabajos virtuales asociado al contacto se aproxima como

5HC=nZnZ§th-( N} (€N)N(€") dr} oaly N/g(gl)zv;(g?)drgawg).(@

r} I}

0IT° =) "ta-dga, (7)
A=1
donde,
TLI n2
0ga = (nap 0y — e 0x%) (8)
B=1C=1
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denota la primera variacion del huelgo o gap del nodo esclavo A'y
whp = [ NN L,
r

2 1 2 1
nAC: INANCdFC’
FC

9)

son los denominados factores de peso.

Desarrollando las sumatorias y teniendo en cuenta la notacién definida para el vector de
coordenadas nodales @ dada por la Ec.(2), la variacién de la energia potencial eldstica debida al
contacto (en el caso de mallas formadas por elementos hexaedros) tiene la siguiente expresion
matricial,

0zl [ Sl tank ]

s doacita oy

(5:1:% Z%Zl ta ”1143

s = 0% | Zaam ta | (10)

0Ty 20:1 —tc ngy

o3 28:1 —tc n%‘z

ox3 > o-1 —tc ngs

_5333_ _Zgzl —tc n2c4_

De la Ec.(10) se desprende que el vector de fuerzas internas referido al contacto es:

Fy =) tanSy (11)
A=1

4. REGULARIZACION DE LAS RESTRICCIONES NORMALES

El requerimiento fisico de impenetrabilidad e interaccién de compresion entre los cuerpos
es impuesto por medio de una restriccion de contacto normal. El vector traccién de Cauchy ¢
puede ser descompuesto en una componente normal £ y en otra tangencial £,. Luego, con las
expresiones discretas del trabajo virtual, la restriccion del contacto normal puede establecerse
con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) como

tn, >0, ga <0, tn,ga =0, (12)

expresadas aqui en forma discreta para cada nodo A no-mortar. El huelgo g4 de un nodo A
no-mortar es : g4 = ga - V4, donde v 4 es el vector normal promedio en un nodo A no-mortar
tal como se muestra en la Fig. 2. La definicién de v no es unica y puede ser expresada de dife-
rentes formas. Sin embargo, un promedio de las normales concurrentes a un nodo resulta en una
operacion relativamente sencilla de implementar y aporta resultados muy satisfactorios como lo
demuestran a continuacién los ejemplos numéricos propuestos. Para asegurar el cumplimien-
to de las condiciones de KKT dadas en la Ec.(12), se ha seleccionado una regularizacién por
medio del método de penalidad. De esta forma, el vector traccién normal en el nodo A tiene la
siguiente expresion,

INy = KA Ga-Va, (13)
donde
nl TL2
ga = (nixB wp — n,%lc w%’) ; (14)
B=1C=1
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Figura 2: Vector normal promedio v 4 definido por los elementos: (J — 1), (J) y (J + 1) en el nodo A.

y k es el factor de penalidad definido como

€
KA = =<
1

ZDnAD

siendo € un coeficiente propuesto por el usuario en forma arbitraria. En la Ec.(15), la defini-
cion del factor de penalidad como alli se expresa, asegura que g4 tenga unidades de longitud.
Esta caracteristica es fundamental para lograr una buena tasa de convergencia. Luego, con las
expresiones de las Ecs.(11, 13), el vector de fuerzas internas resulta en

(15)

Fy =) kanly(Va®@va)ga (16)
A=1

Luego la matriz tangente se evaltia a partir de la derivacion numérica del vector de fuerzas
internas referido en la Ec.(16).

5. PROYECCIONES

Para llevar a cabo las integraciones en la interface /., es necesario definir una superficie
topoldgica sobre la cual realizar las aproximaciones de las integrales. Aunque son muchas las
posibilidades, en este trabajo se propone aproximar la cara de un elemento k£ no mortar, ver Fig.
1, con un elemento & que pertenece a un plano p definido por un vector normal 7, dicho vector
normal se obtiene por el producto vectorial de las diagonales de la cara del elemento £, ver Fig.
3-a. La suma de todas las superficies k representa la superficie de integracion /. de la Ec.(3).

Una alternativa para la proyecciéon de los nodos no-mortar y mortar en el plano p, es a
través de una base global definida en R®. De esta manera, es posible utilizar el algoritmo de
interseccion lineal paramétrico Cyrus-Beck descrito en la referencia (Foley et al., 1997). Esta
metodologia fue la adoptada por al mayoria de los autores que han publicado hasta el momento
trabajos referidos a los métodos mortar (Puso y Laursen, 2001, 2004; Puso et al., 2008). La
definicién de una base global en R? con una lejania considerable de la superficie de contacto,
como sucede en problemas de aplicacion, podria causar problemas numéricos en el algoritmo
de interseccion, contribuyendo al deterioro de la tasa de convergencia. Otra opcién que faci-
lita notablemente el desarrollo de las ecuaciones es la definicion de una base local para cada
elemento no mortar que define un plano de proyeccion p, tal como lo representa la Fig. 3-a.
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En este trabajo, se emplea un algoritmo de interseccién de poligonos basado en reglas de
avance y en la definicion paramétrica en R? de una recta, ver por ejemplo (O’Rourke, 1998).
Una vez obtenidos los puntos proyectados en el plano p, utilizando el algoritmo de cémputo de

No Mortar

1
X 2

Figura 3: (a) Elemento no-mortar k, elemento mortar [, plano de proyeccién p, proyeccién de los elementos & y
en el plano p, (c); poligono P formado con el algoritmo de interseccidn; (d) divisién de P en tridngulos.

factores de peso se obtienen los n9 ; necesarios para evaluar el vector de fuerzas internas de la
Ec.(16).

6. EJEMPLOS NUMERICOS

Todas las soluciones obtenidas con el método mortar en los ejemplos presentados en este
trabajo se comparan con las del programa comercial de elementos finitos SAMCEF (2007) y
con soluciones analiticas. El algoritmo implementado en este tltimo software es del tipo nodo-
segmento con una regularizacion mediante multiplicadores de Lagrange.

6.1. El test de la parcela para contacto. Ejemplo de validaciéon.

Para comprobar la validez del algoritmo desarrollado, se evalia su capacidad de superar el
test de la parcela con un caso propuesto por Chen y Hisada (2006). Este consiste en dos bloques
en contacto bajo la aplicacion de una presion uniforme P = 5 MPa, ver Fig. 4. Las propiedades
mecdnicas se incluyen en la Fig. 4 junto con las condiciones de borde, la cuales garantizan un
estado plano de deformacion. La geometria se discretiza con hexaedros lineales de 8 nodos.

La presion obtenida en ambos lados de la interfase de contacto seré igual a la presion ex-
terior aplicada P, si ésta se transmite correctamente. Asimismo, el campo de desplazamientos
debe mostrar una distribucién uniforme. En la Fig. 5 se compara el campo de desplazamiento
obtenido con un esquema del tipo nodo-segmento y con el algoritmo mortar desarrollado en
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v=0.0,
Ux = 0.

Figura 4: Test de la parcela. Condiciones de borde y propiedades mecénicas.

este trabajo. Como puede observarse en la Fig. 5-a, la distribucion de desplazamientos del es-
quema nodo-segmento no mantiene una distribucién uniforme en todo el dominio. En cambio,
el método mortar genera una distribucién continua, ver Fig. 5-b. Asi mismo, la Fig. 6 muestra
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-4.04249077

-6.05311348

-6.08373615

-7.07435884

-8.08498154

-9.09560423

-10.10822682

(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.
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288241224

-3.84321632

-4.8040204

-5.76482447

-6.72562855

-7 6B643263

-8.64723671

-8.60204079

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 5: Test de la parcela. Comparacion del campo de desplazamientos en la direccién Z entre el método nodo-
segmento y el método mortar propuesto en este trabajo.

una distribucion de tensiones uniforme en la interfase de contacto e igual a la tensién exterior
aplicada cuando se utiliza el método mortar, mientras que con el esquema nodo-segmento se
aprecian oscilaciones en la tension. Esta caracteristica es independiente de un refinamiento de
la malla y del tipo de regularizacién utilizada.
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Figura 6: Distribucién de presion en la interfase de contacto.

6.2. Contacto de Hertz. Ejemplo de validacion.

Se propone un ejemplo de tensiones de Hertz para validar el método mortar con una solucién
analitica. Para este caso, ambas interfaces de contacto son curvas. La Fig. 7 muestra la geometria
de la mitad de dos cilindros elasticos, cada uno de ellos de radio 8.

El problema original fue formulado en dos dimensiones, ver por ejemplo el trabajo de Mc-
Devitt y Laursen (2000), en tanto que aqui se lo resuelve en tres dimensiones con condiciones
de borde tales que reproducen un estado plano de deformacién. La malla original adoptada en la
referencia (McDevitt y Laursen, 2000) es generada con elementos bicuadraticos. Aqui, al igual
que en el trabajo de Areias et al. (2004), la malla es duplicada en la cantidad de elementos ya
que se han adoptado elementos bilineales. La Fig. 7 muestra la malla utilizada junto con las
condiciones de borde propuestas y las propiedades mecanicas del material. La Fig. 8 muestra el
campo de desplazamientos obtenido con el método mortar, donde ademds es posible apreciar la
superficie que se encuentra en contacto. La Fig. 9 muestra el campo de tensiones en la direccion
Z con continuidad y homogeneidad en la interfase de contacto. La Fig. 10 muestra la compara-
cién de los resultados obtenidos por medio del método mortar y la solucidon analitica de Hertz
(Jhonson, 1987) destacandose la buena correlacion entre ambos resultados.
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Figura 7: Contacto de Hertz. Condiciones de borde y propiedades mecdnicas.
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Figura 8: Contacto entre dos cilindros elasticos. Campo de desplazamientos.
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Figura 9: Contacto entre dos cilindros eldsticos. Distribucién de tensiones por nodo en la direccién Y.
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Figura 10: Contacto entre dos cilindros eldsticos. Distribucidn de tensiones por elemento. Comparacién con solu-
cién analitica de Hertz.
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6.3. Ejemplo de aplicacion. Contacto entre una valvula de motor de combustion interna
y el asiento.

El siguiente ejemplo corresponde al estudio del contacto entre una valvula de motor de com-
bustién interna con su asiento. Si bien es un caso de aplicacién no citado en la bibliografia como
test de validacion, presenta algunas dificultades no menores que deben superar los algoritmos
de contacto, y es que la superficie de contacto no sélo es muy pequefia, sino que ademas es
conica curva.

En la Fig. 11 se detalla la geometria, condiciones de borde y propiedades mecénicas uti-
lizadas para el modelo de védlvula propuesto. La malla empleada estd formada por elementos
hexaédricos lineales. La Fig. 12-a muestra una comparacion entre los resultados de tensiones

Condiciones ~ Eje de Simetria
de Simetria '

I

| E =2.1E11 Pa Asiento

v=0.3
Valvula
V4
Empotrado
X Y
P =7MPa Interfase de
Contacto

Figura 11: Vélvula de motor de combustién interna. Condiciones de borde y propiedades mecénicas.

obtenidos con el método mortar y con el esquema nodo-segmento. La Fig. 12-a evidencia una
concentracion de tensiones en la zona de contacto con el asiento (puntos de color azul), en tanto
que con el método mortar existe una distribucién mucho mas regular. Para una comparacién
cuantitativa mas precisa, en la Fig. 13 se ha graficado la distribucion de tensiones en los ele-
mentos de contacto de la vdlvula. En ella se puede apreciar una variacion ciclica de la tension
cuando se utiliza el esquema nodo-segmento, mientras que con el mortar existe una oscilacion
de amplitud mucho menor.
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(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 12: Distribucién de tensiones en la direccién Z en una vélvula de motor de combustion interna con una
malla de hexahedros.

x 10

Tension [Pa]

I i
50 60 70

0 10 20

30 40
Longitud [mm]

Figura 13: Distribucién de tensiones por elemento en la zona de contacto para el ejemplo de la valvula de motor
de combustion interna.
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7. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarroll6 un algoritmo de contacto tipo mortar. Los ejemplos presenta-
dos fueron contrastados con soluciones de referencia, especialmente el del test de la parcela y
el de los cilindros de Hertz, mostrando en ambos casos buena correlacion con las soluciones
referenciadas. Como se pudo observar en los ejemplos propuestos, el esquema del tipo nodo
segmento es incapaz de calcular con precision el campo de tensiones en la zona de contacto, sin
embargo con el método mortar propuesto en este trabajo los resultados han sido notablemente
mejores. Se puede concluir que para un correcto andlisis del campo de tensiones en la zona de
contacto, el método mortar es el esquema mds apropiado. Ademads, a pesar de que el algoritmo
es computacionalmente mas complejo que el de un nodo-segmento la resolucién de los ejem-
plos de aplicacién y validacién mostré que los tiempos de cédlculo no han sido mayores que los
observados con un esquema nodo-segmento.
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