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Abstract. En este trabajo se presenta un estudio numérico del problema de contacto en tres dimensiones
(3D) entre sélidos con comportamiento eldstico anisétropo. La formulacién empleada se basa en el
Meétodo de los Elementos de Contorno (MEC) para el cdlculo de los coeficientes de influencia el4stica,
y en las funciones de proyeccidn sobre el lagrangiano aumentado de las tracciones de contacto. Las
ecuaciones constitutivas de la zona de contacto potencial son las condiciones Signorini de contacto y
la ley de Coulomb de friccién. La formulacién emplea un enfoque explicito introducido recientemente
para la evaluacion de soluciones fundamentales, que es vélido para comportamiento anisétropo general,
incluyendo el caso degenerado. La precisién y robustez de la metodologia propuesta se ilustra con la
solucidén de algunos ejemplos presentados en la literatura.
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1 INTRODUCCION

El incremento del nimero de aplicaciones de los materiales anistropos en composites,
ldminas delgadas, micro y nano-elementos electrénicos, estructuras inteligentes, y dlabes de
turbina monocristales, entre otros, ha centrado la atencién de numerosos investigadores sobre
los problemas elasticos anisétropos durante las tltimas décadas. Numerosos fallos en estos
materiales tienen su origen en problemas de interaccion mecédnica como pueden ser los de
indentacién o dafio por fretting.

El contacto eldstico anisétropo ha sido tratado inicialmente por ([966), que
proporciond un tratamiento analitico para el contacto de dos cuerpos que no son conformes,
y mds tarde por (T980), que consider6 el caso especial de los sélidos transversalmente
anisOtropos en contacto, tal que sus ejes de simetria sean paralelos a la normal en el punto
de contacto. El andlisis de Willis fue particularizado a un medio transversalmente isétropo en

Gladwell (T980). Entre lo trabajos mds recientes destacan los de Mlassak and Nix| ([993] [994));
MTassak et al] (2003), Hwu and Fan ([998), Swadener and Phar (E001)), y Batra and Jaing

(R008). Sin embargo, debido a la complejidad matematica, las soluciones analiticas incorporan
varios supuestos restrictivos (indentadores rigidos sobre semiespacios eldsticos ,...).

Debido al gran desarrollo que actualmente se estd llevando a cabo en el ambito de los
materiales cerdmicos y los cristales con aplicaciones tecnoldgicas, es necesario disponer de
métodos robustos, flexibles y precisos para el modelado de la interaccién mecdnica de estos
sistemas, que sean capaces de considerar geometrias 3D reales, friccidon e interaccién de
elementos de diferente material, para compensar las limitaciones de las soluciones analiticas.
Ademas ayudan a comprender mejor el comportamiento de la mecanica de contacto asociados
a los s6lidos anisétropos.

En el drea numérica, destacan algunos trabajos basados en el Método de Elementos Finitos
(MEF) para estudiar un problema de contacto entre sélidos anisétropos, entre los que se pueden
encontrar: [Lovell (1998) y [Arakere et al] (2006). Como se puede ver en estos trabajos,
es necesario una malla muy fina para aproximar el problema de contacto entre los sélidos
anisotrépos. El Método de los Elementos de Contorno (MEC) ha mostrado ser una herramienta
numérica muy precisa y eficiente para el andlisis de tensiones en los problemas lineales eldsticos
[ATiabad]j (2002); Brebbia and J] (T992). En particular, para estudiar los problemas de contacto,
como se muestra en: [Abascal and Rodriguez-Temblequd (P007); Gonzalez et al] (RO0OS);
Rodriguez-Tembleque and Abascal (20104 f); Rodriguez-Tembleque et al] (EOT0).

Hasta donde los autores conocen, el MEC nunca se ha utilizado para el modelado de un
problema de contacto 3D entre materiales anisétropos. Basado en un esquema de elementos
de contorno explicito presentado por Buroni et al] (POI0), el objetivo de este trabajo es
proporcionar una formulacién de elementos de contorno, y demostrar su viabilidad en 3D
para simular problemas de contacto con friccidon entre s6lidos anisétropos. La metodologia
de contacto que se sugiere en este trabajo se basa en trabajos precursores en la formulacién
lagrangiana aumentada: [Alart and Cournied ([991]), Klarbring ([992), Laurserd (2002) y
Wriggerd (2002). E1 MEC calcula los coeficientes de influencia eldsticos, y mediante funciones
de proyeccion que actian sobre el Lagrangioano aumentado de las tracciones, se impone las
restricciones de contacto. La formulacion propuesta se aplica para resolver algunos ejemplos
en los que se considera el rozamiento entre materiales similares y no similares.
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2 ECUACIONES DE CONTACTO
2.1 Ecuaciones cinematicas

Considere el contacto entre dos cuerpos eldsticos lineales anisétropos 2%, v = 1,2, con
contorno 0%, definidos respecto de un sistema de coordenadas cartesianas {x;} (i = 1 — 3)
en R3. El comportamiento anisotrépo se caracteriza por un tensor de cuarto rango con
componentes que verifica las relaciones de simetria C7,,, = Cfy,e Clpn = O
Y Ciigm = Clmi;- Con el fin de conocer la posicion relativa entre ambos cuerpos en todo
instante 7, se define una variable para la pareja de puntos I = { P!, P%} (P® € 09, a = 1, 2),
como

e
ijkm>

g =B'(x* —x!) (1)

donde x* es la posicion de P“ en cada instante, definida como: x% = X + uf + u® (X*:
posicion global, u?: desplazamiento global de sélido rigido; u ®P"@: desplazamiento eldstico
expresado en el sistema global). La matriz B = [t,|t2|n], es la matriz de cambio de base que
expresa la separacion de la pareja I en relacién a la base local ortonormal {t,t,, n} asociada
a cada pareja /. El vector unitario n es normal a las superficies en contacto, con el sentido de
la normal hacia 9Q' y expresado en el sistema global. Los vectores {t;,t;} son los vectores
unitarios tangentes.

La expresion () puede ser escrita como: g = B7 (X% —X') + B (u? —u}) + BT (u®> —u'),
siendo BT (X? — X1) la separacion geometrica entre dos s6lidos expresados en la configuracién
de referencia (g,), y BY (u2 — u!) la separacién originada debido a los movimientos de sélido
rigido (g,). Por tanto, el gap de la pareja / se expresa como:

g = 8go + BT(u2 - u1> (2)

donde g,, = g, + g,. En este trabajo, la configuracion de referencia de cada sélido (X*) que
serd considerada, es la configuracion inicial (antes de aplicar la carga). Consecuentemente, g
ha de ser llamada separacion geométrica inicial. En la expresion (P) dos componentes pueden
ser identificadas: la separacién normal, g, = ¢e0n + u2 — ul, y la separacién tangencial o
deslizamiento, g, = ggo + u? — u}, siendo u¢ y u? las componentes normales y tangenciales
de los desplazamientos.

2.2 Restricciones de contacto

Recopilando, para un analisis cuasi-estdtico, la condicion de contacto unilateral y la ley de
friccion definida para cualquier pareja I = { P!, P?} € 09, (0f2.: Zona de Contacto) de puntos
en contacto, puede ser recopilada conforme a su estado de contacto como:

Contacto-adhesion: <0 ; g.=0 ; g =0
. . t, <0 ; g,=0
Contacto-deslizamiento: - . 3)
{ [6ell = 1o [tnl 5 &0 = —|I&:l] [Ite]
No contacto : t,=0 ; ¢g.>0 ; t,=0

En la expresion anterior g,, es la separacion normal de la pareja I, y ¢, es la traccion normal
de contacto definida como: ¢, = BIt! = —BIt?, donde t“ es la traccién del punto P® € I'¢
expresado en el sistema de referencia global, y B,, = [n] es la tercera columna de la matriz de
cambio de base: B = [B,|B,,] = [t,[t2|n].

Las tracciones normales actuando sobre la pareja I son iguales y contrarias, de acuerdo con
la tercera ley de Newton. Las tracciones tangenciales son definidas como t; = BIt! = —BI't?
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y satisfacen la ley de Coulomb, donde p es el coeficiente de friccion. g, es el ratio de
deslizamiento tangencial. Introduciendo una simple diferencia finita como en
(T997), 1a velocidad de deslizamiento g; puede ser expresada en el instante 7, como: g; ~
Agi /AT, donde Ag; = g (k) — 8t(Th—1) Yy AT = T) — Th1.

Las restricciones de contacto pueden ser formuladas mediante funciones de proyeccion

COomao:
t —Pc,(t*) =0 4)

donde el operador de contacto P¢, se define como Pc, (t*) = {Pc,(t;),Pr_(¢;)}, siendo
Pr_ y Pc, las funciones de proyeccion normal y tangencial, respectivamente, definidas como
Pr ():R—R_,

Pr_(x) = min(z,0) 5)

donde se proyecta la variable 2 en R_, y el operador de contacto tangencial Pc,,(-) : R? — R?,

x if x| <p

: 6
por it x] > p (e = x/[x]) ©

Pe, (x) = {

que garantiza que el valor de la variable x € R? permanece en el disco de Coulomb, C,,.

En la funcién Pc,, la region C, posee un radio p = |uPg_(%;,)|. Las variables aumentadas de
contacto son: (t*)7 = [(t;)Tt?], siendo t} = t; —rg; y t* = t,, + rg,, donde r es un pardmetro
de penalizacién positivo (r € R,). La ecuacién ({]) recopila la ley de contacto unilateral y la
ley de friccion, tomando los siguientes valores en funcién del estado de contacto de la pareja de
puntos /:

e (t*); > 0 (No Contacto): (t); =0

e (t*); < 0 (Contacto):

wwmmmm«mmwmmm{&}zo
1

n

— 1&)1]] = |pPr_((t2);)] (Deslizamiento): { b+ g“tn“’t } —0
n I

siendo w; = t;/||t;]|.

3 ECUACIONES DE ELEMENTOS DE CONTORNO ANISOTROPOS
3.1 Expresiones explicitas de las ecuaciones integrales de contorno

La formulacion de elementos de contorno para un medio elastico {2 con contorno 0f2 es bien
conocida y puede encontrarse en muchos textos cldsicos como Brebbia and J] (1992); Aliabadi
(R002)). Para un punto del contorno (P € 0f)), la Identidad de Somigliana puede ser escrita
como:

T"u dS} = / U*b dQ2 + Ut dS (7)
Q

Q o0

& u(P) +opv{/@

donde u, t y b son, respectivamente, los desplazamientos, las traccioneds del contorno y las
fuerzas de volumen de Q2. U* = {U}(P,Q)} es el tensor de soluciones fundamentales, y
T* = {T}(P,Q)} es el propio para la solucién fundamental de las tracciones en el punto () en

la direccion 7 debido a una carga unitaria aplicada en el punto P, en la direccion j. La matriz C
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esigual a % I para un contorno 02 suave, y C' PV { [-dS } denota el Valor Principal de Cauchy
de la integral [ - dS.

La funcién de Green para medios anisétropos se puede expresar como un término singular
por una funcién de modulacién H como

1
U*(ré) = —H(é 8
(ré) o (&) ()
donde r = ||x(Q) — x(P)||y & = (x(Q) — x(P))/r, siendo || - || 1a norma Euclidea. H(é)
es uno de los tres tensores Barnett-Lothe que es simétrica y definida positiva. El tensor H(é)

puede ser evaluado como [Ting and Led ([997)

H(é) = ! /_ ” T~ (p)dp 9)

conT(p) = Q + (R + RT)p + Tp?, expresado en términos del pardmetro p, y
Qjr = Cijnity  Rjp = Cywngny  Ti = Cyjamgniy (10)

donde n; y m; son las componentes de cualquiera de los dos vectores unitarios mutuamente
ortogonales tales que {1, 1h, &} es una triada ortogonal. Indices repetidos implica suma.
Las componente de la solucién fundamental de las tracciones se obtiene facilmente de la
derivacion de la funciéon de Green como
ou;;
* Ik
% = Cijimnj=— 11
ik ijlmT]j O, (11)

donde 7, son las componentes del vector unitario extreno al contorno 92, en el punto (). La
derivada de la funcion de Green debe ser expresada de la misma forma que la ecuacién (f),
como un término singular por una modulacién que solo depende de e

ou*(re) 1 9U*(8)

Oz, 42 0z,

(12)

donde, de acuerdo con la aproximacién de Lee (E003)), las componentes de la funcién de
modulacién son dadas por

oU; (&) . Chars ; 5
a] = —elHij + L(Mlqiprjes + Msliprj€CI) (13)
X ™

Mgipr; son integrales ([3) que poseen la siguiente representacion en términos del pardmetro p
(2003): N
1 > @i jimn (P
Mitam = 115 | sumnll) (14)

T /oo (p—p1)*(p = p2)*(p — P3)?
donde T ha sido previamente definido en ([[(J), p, son los autovalores de Stroh y corresponden a
las tres raices complejas del polinomio de sexto orden |I'(p)| = 0 con parte imaginaria positiva

(Ting (I990)). En la ecuacion ([[4)) se introduce,

Di;(p)T1a(p)T yn ()
p—D1)%(p — P2)*(p — P3)?

(I)ijklmn (p) = ( (15)
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junto con la definicién de D;; := nn; + (R + myng)p + m;p?, siendo fjk la adjunta de
[k, definida como I',,;I'j; = |T'(p) |,k (0, es la delta de Kronecker).

Con el propésito de proporcionar una formulacién de elementos de contorno explicita, la
teoria de residuos de Cauchy para miltiples polos es aplicada para evaluar las integrales en (f))

y ([[4), de forma que no tenga que realizar ninguna integracién Buroni et al] (F010).
La ecuacion integral ([]) puede ser escrita como

Ne Ne
Cu(P)+> CPV {/ T*u dS} => { U*t dS} (16)
e=1 Qe one

e=1

en caso de ausencia de fuerzas de volumen (b = 0), donde el contorno 0f2 es dividido en N,
elementos, 90° € 09, de manera que: 9Q = J°, 9Q° y N, 99 = @.

Los campos u y t son aproximados sobre cada elemento 0€2¢ usando funciones deforma,
como una funcién de los valores nodales (d° y p¢): u ~ & = Nd°®y t ~ t = Np®, siendo N la
matriz de aproximacion de funciones de forma.

Despues de la discretizacion, la ecuacion ([[) puede ser escrita como

N N
Ciu; + ) Hid=> Gip (17)
=1 =1
siendo: Y = CPV { [, . T*N dl'} , G¢ = [,,. UN dI, las integrales sobre el elemento ¢

cuando el punto de colocacién es el nodo i. Finalmente, la contribucién para todo nodo ¢ puede
ser escrita conjuntamente en forma matricial para dar lugar el sistema global de ecuaciones,

Hd = Gp (18)

donde d y p son los vectores de desplazamientos y las tracciones nodales, respectivamente.
Las matrices G y H son construidas ensamblando los términos de las matrices Hfy Ge

3.2 Discretizacion de las variables de contacto

Para considerar el contacto entre dos solidos, las tracciones de contacto (t.), la separacion
(g), la velocidad de deslizamiento tangencial (g;), y los desplazamientos de los sélidos (u®,
o = 1, 2), son discretizados sobre las interfases de contacto (890) Para ello, 0f), es dividido en

f
N/ elementos superficiales 9)¢), de manera que: 952, = UN o ﬂivzl Q¢ = @. Estos
elementos (0€2) constituyen el marco de contacto.

Las ecuaciones de contacto son discretizadas sobre el marco de contacto como:

NS
=) o (19)
i=1

donde ¢ p, es la delta de Dirac sobre cada nodo ¢ del marco, y A; es el multiplicador de Lagrange
enelnodo (i = 1...N7). La separacion (g) es approximada de la misma forma:

g~g=> dpk; (20)

donde k; es el valor nodal. La velocidad de deslizamiento tangencial es aproximada como:
g ~ Agt/AT
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Las expresiones discretas de la ecuacién (JJ) pueden ser escritas como:
k = Lk, + (L*)"x* — (L)"x! 1)

siendo k el vector separacién de las parejas I y kg, la separacion geométrica inicial y el
vector de movimiento sOlido rigido. Las matricas L (a = 1,2) y L, son definidas como:

Z 23_1 zg)*1<L?)TBj‘C;’C ; Ly = Z ZJ_1 (i, 5) ,J(L:f)TACf donde L' y
L{ son operadores Booleanos de ensamblaje: d¥ = LSx*y A; = £ A. El operador matricial
L7 permite extraer el desplazamiento del nodo 7 de contacto (d'), del vector x“. Llf extrae del
vector de multiplicadores (A), la variable asociada al nodo i (\;). El vector x“ es organizado
como (x*)T = [(x)"(d%)"] (x§: incognitas externas; d2: incégnitas de desplazamientos de
contacto), de forma que la matriz L posee la siguiente estructura: (L*)” = [0 (L*)T]. (La
matriz L, es igual a la matriz identidad en estos problemas: L, = I).

3.3 Ecuaciones discretas de contacto con elementos de contorno

La equacion ([§) puede ser escrita para problemas de contacto como: A,x + A,p. = f,
siendo (x)T = [(x,)T (dg)”] el vector de incignitas nodales que recolecta las incGgnitas
externas a la zona de contacto (x,) y los desplazamientos nodales de contacto (d.). p. son las
tracciones de contacto nodales. A, se construye a partir de las columnas de G pertenecnentes a
las incégnitas nodales de contacto, y A, = [A, A, con las columnas de las matrices Hy G,
correspondientes a la matriz de variables exteriores (A ) y el desplazamiento nodal de contacto
(Ag).

EL sistema no-lineal de ecuaciones de contacto se expresa de acuerdo con Rodriguez-

Tembleque and Abascal@) como: ©(z) = A(z)—f =0,dondez = {d', d* A, k}
y -
Al 0 ALY 0 x! fl
0 A2 —A2T% 0 x’ f2
A(z) = X p ; f= 22
(z) (LHYT —(L2)T 0 C, A (° Lk, (22)
0 0 P, P, k 0
Las primeras dos filas en la expresion anterior representan el equilibrio de cada solido 2
(o = 1,2). La tercera fila es la ecuacion cinematica de contacto y la dltima fila expresa
las restricciones nodales de contacto. El vector A representa las tracciones nodales de
contacto, de manera que: p; = L'A y p? = —L?A. Las matrices P, y P, son los

términos no lineales obtenidos mediante ensamblaje de las matrices (P); y (P,);, asociadas
ala pareja I de nodos en contacto: P, = E 21_1(” 7I(£{)T(PA)I£§ y P, =
S ZJ 1) = _(ehrp,) Iﬁjf . Los valores de estas matrices depende del estado de
contacto de la pareja I:

e No-Contacto: (A,,"); >0

1 00 00 0
Pr=]010]| PHr=|000 (23)
001 |, 000 |,
e Contacto-Adhesion: (A); <0y |[(A})|l < u](A))]
00 0 re 0 0
Pr=]000| Ph=|0wr 0 (24)
0 00 0 0 —r,

I
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e Contacto-Deslizamiento: (A)); <0y ||[(A])s]] > u|(A}):]

10 pf, 00 0
Pr=]01 i | (Pr=[00 0 (25)
00 0 00 —r,

1 I

siendo (w¢); = (A} /I(A)1ll, y (A))ry (A}); las componentes de las variables aumentadas
normal and tangential associadas a la pareja de contacto I: (A)); = (An); + ra(kn)r y

(A1 = (Ag)r — ri(ke)r-

4 RESOLUCION

Para resolver el sistema ©(z) = 0, se ha empleado el Generalized Newton Method with Line
Search (GNMLS). E1 GNMLS es una extension efectiva del método de Newton para funciones
B-diferenciables propuesto por ([990) en un contexto general y particularizado por
(T997) y Christensen et al] (T998) para el problema de contacto.

Definiendo 5 € (0,1), o € (0,1/2), y € > 0, pero pequeio, la aplicacién del algortimo del
GNMLS para resolver las ecuaciones no lineales, puede ser resumido en los siguientes pasos:

(1) Comienza la iteracion, bucle n.
(2) Resolvemos para Az™, el sistema 00 (z™; Az™) = —0(z™).

(3) Obtener el menor entero m = 1,2, ... que satisfaga la siguiente funcién error: W(z(™ +

o™ Az™) < (1 —20a™) ¥(z™), con ¥(z) = 1(|O(2)|? y a = g™

(4) Actualiza solucién: z*tY = z(™ 4 o Az™).

(5) Si termina ¥ (z(”“)) < ¢ la soluciéin es z"tV), en otro caso calculamos una nueva
iteracion (n < n + 1).

El algoritmo utiliza un bucle n para la subiteration de Newton, permitiendole obtener la
solucion z. En cada una de estas subiteraciones un sistema lineal tiene que ser resuelto para
calcular la direccién de bisqueda Az(™. Usando el esquema de la resolucién y la funcién de
proyeccion presentada en Rodriguez-Tembleque and Abascal| (R010b), el sistema lineal presenta
una reduccién del nimero de incégnitas, gracias a la cuasi-complementariedad de las variables
de contacto que se obtiene con el operador de proyeccion de contacto empleado.

5 EJEMPLO DE APLICACION

Para mostrar las posibilidades y validar la formulacién presentada en este trabajo, se van a
resolver dos ejemplos. Alguno de los resultados se comparan con trabajos previos presentados
en la literatura. Esta formulacion permite considerar la friccion en el problema de contacto,
asi como el caso de problemas similares y no similares. Por lo tanto, algunos estudios acerca
de la friccidn, la influencia de la orientacion del material y las diferencias de materiales son
presentados.

5.1 Indentacion anisétropa de un punzén parabdlico

Se ha resuelto un problema de indentacién de un paraboloide rigido sobre un dominio
ortétropo, tal y como se presenta en la Fig.[[(a). Las dimensiones de los sélidos son: L; =
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Contact zone
Mesh detail

(b)

Figure 1: (a) Esquema del problema. (b) Detalles de las mallas de los sélidos.

1 x 103 mm, Ly = 0.4 x 103 mm, Ly = 0.2 x 103> mm, y R = 0.5 x 10®> mm, como es
considerado en Batra and Jaing (P00§). Cada dominio se discretiza con 1252 elementos de
contorno cuadrildteros lineales, utilizando 20 x 14 elementos en la zona de contacto potencial,
como muestra la Fig.[[(b).

En el plano x5 = 0, los resultados pueden ser comparados con la solucién analitica propuesta
por Hwu and Fan ([999), donde se considera deformacién plana, y el punzén 22 se supone que
es rigido, por lo que sélo el dominio eldstico 2! necesita ser considerado.

Las componentes del tensor de elasticidad C;;i; se pueden escribir, para deformaciones en el
plano-z;-z3, como

Cinn = (1 — vygvge) B4 /A Css33 = (1 — vy9101) E5 /A
Ciizz = (V31 - V21V32)E1/A = (V13 - 7/12V23)E3/A Ciz13 = G (26)

A =1 — V1991 — Vaglsg — V31113 — 2U91 V30113

donde E; es el mdédulo de Young en direccién z;, G'3; es el mddulo de elasticidad transversal en

el plano-x3-z1, y

deformacién normal en ladireccion-z 27

Vij = — — - "
J deformacién normal en ladireccién-z;

para tension uniaxial aplicada a lo largo de la direccion x;. En este ejemplo son consideradas
las mismas propiedades del material que Batra and Jaing (B00S): E, = 25 x 103 M Pa,
E2 = E3 =1 x 103 M Pa, G23 = 0.2 x 103 M Pa, G12 = G31 = 0.5 x 103 MPay
V19 = V93 = V13 = 0.25.

De acuerdo con Hwu and Fan [Hwu and Fan| ([998)), la distribucién de presiones de contacto
sin friccién puede ser expresada como

() = pov1—(21/a)?, |21] <a (28)

Po = a/(AR) A= 1/0[353E3
oz = (1 — vogug) 12 Ky = (B3/Gis + 2¢1\/E3/Ey) 712 (29)
o1 = \/(1 - V121/21)(1 - V321/23) - \/(V31 - V217/32)(V13 - V23V12)

siendo
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Hwu and Fan (1998)|1
o BEM

1.4

1.2

A _[MPa]

n

Normal contact pressure )Ln/ Po, Hwu

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X/a

X, [mm] -50 -100

X [mm]

(a) (b)

Figure 2: (a) Distribucién de la presién de contacto sobre la zona de contacto. (b) Comparacién de la presion de
contacto, en el plano x5 = 0, calculada mediante el MEC con la solucién de Hwu y Fan [Hwu and Fan| (]1998]).

La Fig.PJ(a) muestra la distribucién de presiones normales de contacto de elementos de
contorno, originada por una indentacién normal (P = p,7ma/2, Q = 0) que causa un semiancho
de contacto a = 50 mm. La Fig.[J(b) compara la presién de contacto de elementos de contorno
en el plano x5 = 0 con (R§29), y se puede ver como presentan un acuerdo excelente, lo que
nos permite validar la formulacion de contacto presentada.

Ademads, la formulacién de elementos de contorno nos permiten considerar Q(2) con un
material eldstico. En la FigjJ(a), se presentan las soluciones a problemas de contacto entre casos
ortotropo-ortotropo e isétropo-ortotropo, para un semiancho de contacto fijo a. Las propiedades
ortotropas del material fueron definidas previamente, y las propiedades isétropas son: £ = 103
MPayv=0.25.

Las soluciones son comparadas satisfactoriamente con las distribuciones analiticas, con-
siderando en P9, A = A + A2, debido a que las superficies de contacto son coincidentes
con planos de simetria de ambos materiales Swadener and Pharil (PO0T)). La expresion de A*
(o = 1, 2) para un material ortétropo (A°"*"°) fue presentada en (9. Para un material is6tropo
(A% se puede encontrar en Hills et al] (1993).

En el caso ortétropo-ortotropo, se puede estudiar la influencia del médulo de Young relativo
E?/E} sobre el valor de la carga normal (P), considerando el mismo semiancho de contacto.
En la Fig. j(b), se puede ver como el valor de la carga necesaria crece con el incremento relativo
de E? sobre E7, hasta un valor constante.

5.2 Carga tangencial

A continuacién se consideran dos ejemplos de carga tangencial (( # 0). Para el primer caso,
consideramos un problema de contacto con friccién similar entre dos dominios ortétropos. El
material de los sélidos es el mismo que en el ejemplo anterior. En el segundo caso, se resuelve
un problema de contacto no similar, modificando sélo el médulo de Young: E§ = 50 x 10°
M Pa. En ambos casos el coeficiente de fricciones = 0.1y g, ., = 0.15 mm.

La Fig[] muestra las componentes de las tracciones de contacto A, y \,, para contacto
similar y no similar. Como se puede ver en la Fig.fj(a-b), no existe diferencia en la distribucion
de las tracciones normales, pero la distribucién de tracciones tangenciales es completamente
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o
o

Analytical Ortho-Ortho
45) O BEM Ortho-Ortho | 1.045
= === Analytical Isot-Ortho
40 O  BEM Isot-Ortho 1.04
35 1.035

W
o

Normal contact pressure [MPa]

251 o~ 1.025
20l & o2
156 1.015
1ol 1.01
sl 1.005
ol—a i i i i i & 1 0 o 4 5
60 -40 20 0 20 40 60 10 10 10 10
X, [mm] Ef/E:
(@) (b)

Figure 3: (a) Contacto de materiales similares (ortétropo-ortétropo) y no similares (isétropo-ortétropo). (b)
Influencia del médulo de Young relativo EZ/E7 sobre P.

diferente.

La Fig[fJ(c) presenta una distribucién de tracciones de contacto tangencial simétrica, con
una zona de adhesion en el centro. La Fig.[j(d) muestra una distribucion no simétrica como
consecuencia del deslizamiento tangencial. La parte principal de la zona de adhesion estéd
situada en la regién 1 < 0. En ambos casos, la solucién tangencial cumple el principio de
maxima disipacion de la energia presentado en ([).

Por tltimo, se estudia también la influencia del médulo de Young relativo E7/FE] sobre las
cargas normales y tangenciales (P y (), para un valor fijo de ¢, ., ¥ ¢o ., Podemos ver como
la relacién P-g, ., y Q-go, se ve afectada por el modulo de Young relativo £7/FE]. La Figf
presenta un incremento de la carga normal hasta un valor constante, como se esperaba. Sin
embargo, la carga tangencial presenta una reduccion significativa.

6 RESUMEN Y CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una formulacion explicita de elementos de contorno 3D para
resolver problemas de contacto 3D entre solidos eldsticamente anisétropos. Su exactitud y
robustez ha sido testada en los ejemplos presentados, comparando con soluciones analiticas de
la literatura. Esta formulacion permite considerar el comportamiento anisétropo general de los
materiales de los sélidos en contacto, incluso en el caso de cualquier degeneracién matemaética
dentro del contexto del formalismo de Stroh, que se pueda presentar en ellos (como puede
ser el caso is6tropo). Ademads, esta formulacidn considera geometrias reales 3D, contacto con
friccion, y materiales similares y no similares. Gracias a ello, en este trabajo se realizan algunos
estudios considerando contacto con friccidn, la influancia de la orientacién del material, las no
similitudes de los materiales. En los ejemplos podemos ver como en el caso de contacto sin
friccién y con friccidn, la discrepancia entre los médulos de Young transversales a la direccion
de indentacidn (de los s6lidos) afecta a la rigidez de contacto (Compliance) normal y tangencial.

Por tanto, como muestran los ejemplos resueltos, esta formulacion permite estudiar las
propiedades de interaccion mecénica de los materiales, posibilitando encontrar unas orientacion
preferentes o propiedades del material adecuadas ante una carga de contacto normal o
tangencial. Ademds, esta formulacién posee potenciales aplicaciones al andlisis de dafio
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Traccion:A_[MPa]
Traccion: xn [MPa] ! n { I
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1 1

40 ‘ 40
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Figure 4: Tracciones de contacto A\, y A, para el caso de contact similar (a-c), y no similar (b-d).

Ratio of load

0.8 : :
10 10 10° 10 10

2,1
EYE,

Figure 5: Influencia del modulo de Young relativo E?/E7] sobre Py Q.
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mecanico como el que tiene lugar en el fretting.
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