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Abstract. Directional dependence of the phase velocity to P, SV and SH waves in a transversely
isotropic media (TI) with vertical (VTI) or tilted (TTI) symmetry axis are studied. A comparison of
the velocities obtained through the exact formula, the weak anisotropy and the acoustic approximation
are presented. The 2D impulse responses (P and SV waves) are obtained solving the elastic and acous-
tic wave equation using the finite difference approximation. The variation of the numerical results to
different measured anisotropy in sedimentary rocks are presented.
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1 INTRODUCCION

Inicialmente en la exploracidn sismica se considera que, los estratos que componen la cuenca
a explorar son medios is6tropos, cuyas velocidades sismicas no varian con la direccién en la cual
se estan propagando las ondas, sin embargo cuando las ondas se propagan en el interior del sub-
suelo, este exhibe anisotropia. Se define la anisotropia sismica como la variacion de la velocidad
con la direccion en la cual se propagan las ondas y esta se presenta en rocas como las arcillas,
estratos delgados superpuestos y formaciones con alto grado de fracturamiento (Jones and Wang
(1981); Thomsen. (1986); Johnston and Christensen (1995); Leslie and Lawton (1999).

Entre algunas causas de la anisotropia en rocas sedimentarias se encuentra:

e La secuencia de capas isétropas con escala mas pequefia que la longitud de la onda sis-
mica (Backus (1962))

e La orientacién preferencial de los minerales como por ejemplo las arcillas (Winterstein
(1990))

e La orientacion de las microgrietas de las fracturas (Winterstein (1990)) y los esfuerzos in
situ que modifican la forma de los poros y fracturas pre-existentes (Winterstein (1990)).

El tipo de anisotropia mas comin que se tiene en cuenta en sismica es la anisotropia polar, la
cual posee un eje de simetria perpendicular a la direccion en la cual se depositan los sedimentos,
y cuyas velocidades en el plano normal a este eje son idénticas. Cuando el eje de simetria es
vertical, la anisotropia es llamada Anisotropia Polar Vertical 6 VTI (de las siglds en inglés de
vertically transversely isotropic) por lo que la isétropia es limitada al plano horizontal (figura
1.1). Si el eje de simetria no es vertical es llamada Anisotropia Polar Inclinada 6 TTI (de las
siglds en inglés de tilded transversely isotropic) y por ultimo esta el tipo de anisotropia en la
cual el eje de simetria es horizontal comunmente llamado Anisotropia Azimutal 6 HTI (de las
sigléds en inglés de horizontally transeversely isotropic) (figura 1.1).

Segtn la disposicién y el tipo de roca, un medio VTI se asocia tipicamente a series de estrati-
ficacién conformadas por lutitas y areniscas intercaladas o por un alto contenido de arcillosidad
en el medio (Toldi (1999)). En este trabajo solo se estudiara los tipos de anisotropia indicadas
anteriormente.

2 FUNDAMENTOS BASICOS

2.1 Teoria de anisotropia polar

La ley de Hooke permite expresar las componentes del tensor de esfuerzos, o;;, como una
combinacion lineal de las componentes del tensor de deformacion, ¢;; :

Oij = Cijki€kl (D)

Donde c;ji,; son las componentes del tensor de elasticidad o tensor de rigidez, dado que
i, 7, k, [ varian de 1 a 3, el niimero de componentes del tensor de elasticidad es 3* = 81, pero no
todas las 81 componentes son diferentes. Debido a la existencia de la simetria de los tensores
de esfuerzo (0;; = 0j;) y deformacion (g;; = €;;), y que ademds por ser un fenomeno adiabatico
Cijkl = Clij» €sto implica que en el tensor ¢, las constantes eldsticas independientes se reduzcan
a 21 (Love (1927)). En vista de esto, se puede expresar como una matriz de 6 X 6, si se toman
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Figure 1: Medio con anisotropia polar vertical (VTI) (izquierda) y anisotropia polar horizontal (HTI) (derecha)
(Armstrong (1994))

parejas de los cuatro indices de ¢;j;; asignando C,,, y haciendo corresponder (i, j) con m y
(k,1) con n de la siguiente forma segtin la notacién de Voigt (Thomsen, 2001):

(1,1) — 1,(2,2) — 2,(3,3) — 3,(2,3) — 4,(1,3) — 5,(1,2) — 6

La ecuacién (1) se puede expresar de manera matricial como:

Es de notarse que el factor 2 resulta de la doble suma aplicada para cada k # [, que corre-
sponde a 2 posibles combinaciones. Otras consideraciones de tipo energéticas permiten encon-
trar que c;;p = ¢iji (Love (1927)) , reduciendo asi el nimero de componentes independientes
de C,,,, a 21.

La matriz queda de la forma:

[o11] (C11 Cia Ci3 Cuu Cis Cigl [en |
022 Oy Cay Coy Cos Oy €22
033| _ Cs3 Csy Oz Csg €33 )
023 SY M Cu Cis Cus 2e93
013 Css Cse| |2613
| 012 i Ces| |2€12]

El modelo mas general de un medio anisétropo esta representado por 21 componentes inde-
pendientes, tal y como se muestra en la matriz (2). Un medio con anisotropia polar se caracteriza
por 5 constantes independientes, Cq, C'2, Ci3, C33 'y Cyy (Love (1927)), donde:

Cyn Cip Ci3 O 0 0
Cie Ciu Ci3 O 0 0
o Ci3 Ci3 Css 0 0 0
¢= 0 0 0 Cu O 0 G)
0 0 0 0 Cyu O
(0 0 0 0 0 Cu
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Con ]
Cos = 5(011 — Cha),

ademads en un medio isétropo la matriz (3) depende de 2 coeficientes eldsticos C; y Clyy, los
cuales se expresan en términos de los pardmetros de Lamé; A\ y p (Slawinski (2003)) definidos
de la siguiente forma:

A= Cn - 2044
H = C1447

y segun lo anterior, la matriz queda expresada como:

4)

[N el eNo N
o oo oo
T oo oo o

A partir de las ecuaciones de movimiento de Cauchy para un elemento infinitesimal del
continuo (Aki and Richards (2002)):

2
0 U, 80’1‘3‘

P (9152 B 8xj

donde p es la densidad del medio, u; son las componentes del vector desplazamiento, f; son

las fuerzas de cuerpo, t es el tiempo, y z; son las coordenadas cartesianas, reemplazando la
ecuacion (1) en la ecuacion (5) se obtiene:

:fi7 (&S {17273}7 (5)

2
0%u; acz’jklgkl

- = Jis ) 17 27 3 3 6
PoE ~ op, —Jv T3 ©)
donde el tensor de deformacion ¢y; esta definido por (Slawinski (2003)):
1 8uk 8ul
=—| — 4+ — k,l 1,2,3}. 7
Ekl 2(8[[’[ al’k)’ ) 6{77} ()

En la ecuacién (6), despreciando las fuerzas de cuerpo (f; = 0) y si el tensor de elasticidad
se considera constante, se obtiene:

2 2
PR ®)

ot Oz ;0x;
Una onda plana tipo armdnica se usa para encontrar una solucién de prueba de la ecuacion

(8).

n;x;
j ]_t>

U :Uke < v (9)
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Donde Uy, son las componentes del vector polarizacion u, w es la frecuencia angular, v es la
velocidad de propagacion de la onda (comunmente llamada velocidad de fase), n es el vector
unidad que es ortogonal al plano del frente de onda.

Usando (9) en la ecuacién (8), se obtiene a la ecuacion de Christoffel para la velocidad de
fase v y el vector polarizacién U (Du (2007)):

Gy — pv? G2 G13 Uy
Gio G — pv? Gas Uy| =0 (10)
Gi3 Gso Gis3 — PV2 Us

G, es la matriz de Christoffel, la cual depende de las propiedades eldsticas del medio y de
la direccién de propagacion:

Gik = Cijrmnin (11)

Utilizando estas relaciones en las ecuaciones de movimiento se obtiene una ecuacion de onda
con tres soluciones independientes, una cuasi-longitudinal (¢ P), una cuasi-transversal (¢SV) y
una transversal (S H). Las tres ondas son polarizadas en direcciones mutuamente ortogonales.
Daley and Hron (1977) obtuvieron las relaciones de dispersion para las tres tipos de onda.

1
pr2(0) = 5 [033 4+ (Cr1 — Ciag) sin2 0 + D(e)] (12)
1
pyszv(G) 5 [053 + 044 + (011 — 053) sin 9 D(@)] (13)
pv2, (0) = Cgg sin(6) + Cyy cos(0) (14)

Donde p es la densidad y 6 es el angulo entre el frente de onda normal y el eje vertical, D(6)
es una notacién compacta para la combinacién cuadrética:

sin’ @

2(Ci3 + Cua)* — (O3 — Cua)(Cr1 + C33 — 2C1ua)

sin49}
(15)

Las ecuaciones (12), (13) y (14) denotan la velocidad de fase para la onda P, la onda SV y la
onda SH respectivamente, cuando la onda se propaga en la direccién horizontal (§ = 0°) y en
la direccidn vertical (@ = 90°) la velocidad de fase para la onda P esta dada por las expresiones:

o(0°) = 0 = [ 22 (16)
p

(900 = \/7— (17)
p
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Donde v, corresponde a la velocidad de la onda P medida paralela al eje de simetria de
un medio TI y v,9y es la velocidad de la onda P vertical al eje de simetria de un medio TI,
similarmente para la componente vertical de la onda S se obtiene:

st Oo = “ I (18)
P
st(go = VUsv90 “ (19)

La velocidad vertical, vy, y horizontal, v4,90 son iguales para la onda SV.
Para la onda SH se obtiene:

C

Ven(0°) = Ugno = 4 | — (20)
p
C

Ven(90°) = vgng0 = f 21)

La velocidad vertical, vgyo y horizontal, v,,90 para la onda SH son diferentes y si se considera
un medio is6tropo las componentes del tensor de rigidez Cyy = Cgg, esto hace que la ecuacion
(20) y (21) sean iguales.

Las ecuaciones para la velocidad de fase fueron simplificadas por Thomsen. (1986), quien
defini6 tres parametros ¢, vy 6%, los cuales Thomsen, escribié apropiadamente como combina-
ciones de los coeficientes eldsticos del tensor,los definié adimensionales y se reducen a cero en
el caso isétropo (Thomsen. (1986)).

Algunos materiales con valores pequefios de anisotropia (< 0.2) se llaman materiales con
anisotropia débil (Ver Tabla 1 en Thomsen. (1986)).

Estos parametros son definidos de la forma (Thomsen. (1986)):

C11 — Css
22
5Cos (22)
Ces — Cua
2
5Ch, (23)

En la ecuacion (22) y (23) estos pardmetros € y 7y, permiten describir diferencias entre la
velocidad de la onda P y la onda SH en direccion paralela y en direccidon perpendicular al eje
de simetria del medio para respectivamente, el tercer parametro carece de significado fisico y
Thomsen lo defini6 como:

2(Ch3 4 Cua)® — (C33 — Caa) (Ch1 + Cs3 — 2C4ua)
203,
Las ecuaciones (12), (13) y (14) fueron reescritas por Thomsen incluyendo los tres pardmet-
rose, 0"y

5t = (24)
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V;(Q) = vf)o 1+ esin®0 + D*(0) (25)
v v ]
v2,(0) = vl |1+ —2=esin®0 — (2&) D*(0) (26)
Usv0 Usvo
V2, (0) = v2 |1+ 2ysin® 0 (27)

Donde el factor D*(0) esta dado por la siguiente expresion:

v

2
g desin'0(1 - %0 + <)
D*(8) 1 (1 _ Ui;o) { [1 " 46* sin?  cos? 0 N sm v, TE

2 2

2

Ypo 1_”571)02 1_M2
U2 ’U2
p0

— 1} (28)

Es importante tener claridad y distinguir las diferencias entre el angulo 6, y el dngulo ¢, este
primero se refiere al angulo que forma la direccién de propagacién dada por el vector nimero
de onda (k) y el eje de simetria, el segundo es el dngulo que forma el vector velocidad para el
rayo (v,), por donde la energia se propaga y el eje de simetria. El frente de onda a nivel local es
perpendicular al vector de propagacion (k), ya que este apunta en la direccion de la tasa maxima
de aumento de la fase, la velocidad de fase v también se llama velocidad del frente de onda, ya
que mide la velocidad del frente de onda a lo largo de k . En el caso iSotropo los dngulos son
iguales y por lo tanto se obtienen frentes esfericos (imagen izquierda de la figura 2). Para el caso
que existen diferencias entre direccion de la velocidad normal (v,,) (equivalente a la direccion
del nimero de onda) y la velocidad del rayo (v,,,) se presentan frentes no esfericos (imagen
derecha en la figura 2 ).

p0

Vray

Figure 2: Diferencia entre el frente de onda esférico de un medio iSotropo y el anisétropo

El vector nimero de onda (Berryman (1979))

—

k=kyt+ k.2 (29)

Donde sus componentes son k., k.. (2D)

k, = k(6)sin@ k., = k(0) cos(0) (30)
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Y su magnitud corresponde a.

k(0) = /B2 + k2 = w/v(0) 31)

En el caso bidimensional, donde w determina la frecuencia angular de la onda, la velocidad
de grupo para el medio dispersivo corresponde a:

- O(kv),. O(kv) .
V= k. T+ k. Z
tambien muestra que la magnitud escalar de V' es expresada en términos de la magnitud de

la velocidad de fase v

(32)

V() = v(0) + (%) 33)

Para 0 = 0y 6 = 90 el segundo término de la ecuacién (33) desaparece, de tal forma que
la velocidad de grupo es equivalente a la velocidad de fase, caracteristica de un medio de no
dispersivo.

2.2 Anisotropia débil

Thomsen en su articulo de 1986 realizé nuevas consideraciones para obtener unas expre-
siones mas sencillas de las ecuaciones (25-28), de acuerdo a los resultados experimentales, €l
not6 que las mediciones de sus pardmetros en ciertas rocas sedimentarias, estaban por debajo
de 0.2 a lo que él llamo rocas con anisotropia débil. Segtin esto €l linealiz6 las ecuaciones de la
velocidad de fase para valores pequefios de € y ¢ mediante una expansién en serie de Taylor, y
obtuvé:

v,(0) = v,0(1 + &sin® f cos® O + e sin 0) (34)
2
Vsp(0) = vgo |1 + @ <5 — 5) sin? 0 cos® 0 (35)
Usvo
vn(6) = vy (1 + ~sin? 9) (36)

Segtn lo obtenido por Thomsen la nueva expresion para § (Thomsen. (1986)) quedo de la
forma:

(Ci3 4+ Cua)? — (Cg3 — Cus)?
2033(C33 — Cua)
La aproximacién obedece al truncamiento de las series de Taylor aplicadas, estas expresiones
posibilitan el analisis fisico correspondiente a la propagacion de la onda en el medio anisétropo,
para el caso en que ¢ = 0, se obtiene

0=

(37)

vp(0) = vy0 (38)
st(o) = Vso (39)
Vsh(o) = Us0 (40)

Esta expresiones para las velocidades en direccion paralela al el eje de simetria corresponden
a las velocidades establecidas en un medio is6tropo, segun las ecuaciones (16), (18) y (20).
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2.3 Velocidad de fase en un medio elastico VTI

Tsvankin (1996) reformulo la expresion de la velocidad de fase en un medio eléstico con
anisotropia polar vertical en términos de los pardmetros de Thomsen:

v2(6) . f f 4 sin’ 0 4e? sin" 0
. —1+esin 9_§:|:§ 1+ 7 (250082(9—€C0829)+T, 41)
p0
donde f es:

(1= = (-8 2
f—( 2) = s (42)

y 6 es el angulo que forma la direccidn de propagacién con el eje de simetria. En la ecuacion
(41), el signo “+” esta relacionado con la velocidad de fase para la onda P y el signo “-” la
velocidad de fase para la onda SV'. La ecuacién (41) puede ser simplificada bajo la condicién
de anisotropia débil (¢ < 0.2y § < 0.2), al expandir el radical en la ecuacién (41) en una serie
de Taylor y despreciando los términos cuadraticos en los pardmetros € y ¢, se obtiene para la
onda P:

v, (0)
V2

Tomando la raiz cuadrada y linealizando la ecuacién (43), resulta la expresion dada ante-
riormente en la ecuacién (38), de la aproximacién de Anisotropia débil (Thomsen. (1986)).

(UpO = ‘/pO)

= 1+ 20 sin*(6) cos?(0) + 2¢ sin () (43)

0
v0) _ 1+ §sin®(0) cos*(0) + e sin*(0) (44)
Upo
Similarmente para la onda SV, se obtiene la velocidad de fase teniendo en cuenta la anisotropia

débil (Equivalente a la expresion (34)):
Vs ()

Upo

=1— f+2(c — 6)sin*(0) cos*(0) (45)

[@N

Vsy(0)

Vs0
Donde o es una expresion que combina los pardmetros de Thomsen (Tsvankin, 1996):

= 1+ 20 sin*(6) cos?() (46)

<

2
o=-"2(c—9) (47)

Us

o

2.4 Velocidad de fase en un medio elastico TTI

Para obtener las velocidades de fase en un medio con anisotropia polar inclinada, se reem-
plaza 6 = 6 — ¢ en la ecuacién (43) (Du (2007)), obteniendo:

2 <nd (g —
V2(Z,¢) = 1+5Sin2(9—¢)—fif\/1 + Asin’(0 = 9) (26 cos?(0 — ¢) —ecos2(0 — ¢)) + 4%sin 50 2
Vo 2 2 f f

(48)
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De la ecuacion (48), se tiene que las expresiones de la velocidad de fase para la onda Py
SV en un medio con anisotropia débil TI son:

29
% E)z;gb) =1+ 20sin?(0 — ¢) cos*(0 — ¢) + 2esin* (0 — ¢) (49)
y
(0
%}ifb) =1 — f+2(c —8)sin?(0 — ¢) cos*(6 — ¢), (50)

donde f esta relacionado con las velocidades vy Yy Vpo.

2.5 Velocidad de fase en un medio aciistico VITy TTI

La ecuacion (43) se puede reescribir considerando vy, = 0, y de esta forma obtener la
velocidad de fase de un medio acustico homogéneo con anisotropia VTI (Du (2007)):

v2(0)

2
UpO

1 1
=3 + esin® 0 + 5\/(1 + 2¢ sin® 9)2 —8(e — §)sin* @ cos? § (51)

y para un medio TTI segun la ecuacién (48) se obtiene:

(9 b St esint0 - )+ 33/ (14 22500 — )" = 8(e — )i’ (0 0)cost(0 — )

(52)
La ecuacion (52) esta expresada en términos del dngulo 6, el angulo de inclinacién ¢, de los
pardmetros de anisotropia y de la velocidad de onda P en direccion paralela al eje de simetria

Upo-

3 ECUACION DE ONDA PARA UN MEDIO ACUSTICO CON ANISOTROPIA PO-
LAR VERTICAL (VTI)

la ecuacién de onda acustica homogénea de un medio VTI (Alkhalifah (2000)):

92P , (PP PP\ L PP ., ., OF  O'F
g = 200G + a—yz) + b~ 2ot (g0 ayzazz)’ (53)
donde
t ot
F(x,y,z,t):// P(z,y,z t)drdt (54)
o Jo

La ecuacion (53), esta expresada en derivadas parciales de cuarto orden, representa un medio
acustico en presencia de anisotropia polar vertical o VTI con la condicion, vy = 0 (Alkhalifah
and Tsvankin (1998)).

Cabe aclarar que en la ecuacidn (53) el pardmetro v,,,,,, (Alkhalifah and Tsvankin (1995)) es
la velocidad NMO para un reflector horizontal, dada por la siguiente expresion:

Vnmo(0) = Up0v/1 + 20 (55)
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y el coeficiente de anisotropia esta dado como una combinacion de los pardmetros de Thom-

sen:
1 v? e—90
= — —1 =
1 2<u2 0) ) 1+26 (56)

nmo

La ecuacidn (53) hace referencia a un hipotético medio acustico con anisotropia donde con-
sidera un eje de simetria vertical (VTI) y aunque fisicamente es imposible, es una buena aproxi-
macion cinemadtica a la ecuacion de onda eléstica anisétropa (Alkhalifah and Tsvankin (1998)).
Esta ecuacion es de cuarto orden y tiene dos conjuntos de soluciones complejas conjugadas,
El primer conjunto de soluciones es para la onda acustica , y la segunda describe un tipo de
onda que se propaga a una velocidad mads lenta que la onda P para un pardmetro de anisotropia
positivo 7, y crece de manera exponencial, llegando a ser inestable para valores negativos de
71 (Alkhalifah and Tsvankin (1998)). Afortunadamente los valores correspondientes a 7 en el
subsuelo son valores positivos y ubicando la fuente sismica en una capa isétropa, algo muy
comun en exploracion sismica marina, elimina la mayor parte de la energia de este tipo de on-
das.(Alkhalifah and Tsvankin (1998)). Si en la ecuacion (53) se fijan = 0y Upmo 7 Upo S€
obtiene la expresion para medios con anisotropia “eliptica” con eje de simetria vertical:

»’pP (02]3 0*pP >+ , O°P

= 8 + ay Upow (57)

8t2 = Unmo
Y 81 Upmo = Vpp = v la ecuacion (57) queda de la forma clasica para un medio acustico
homogéneo is6tropo:

(58)

0*°P (02P N 0’°P N 0’P )

o2 ox? 0y? 022

4 ECUACION DE ONDA PARA UN MEDIO ACUSTICO CON ANISOTROPIA PO-
LAR INCLINADA (TTI)

La ecuacion diferencial en derivadas parciales para el medio acustico considerando anisotropia
polar con el eje de simetria inclinado 6 VTI (Zhang (2005)) es:

0*P 0P
atQ [ Sln2 ¢ + ( + 277) Unmo COS ¢} Unmo 612
62
+ [v}, cos? ¢ + (1 + 2n) v, sin’ ¢] — 57
82
+ [U%O - (1 + 277) nmo] Sll’l(2¢) 010z
N )
— VR, Vo] (2 -3 sm2(2¢)) 927052
1 O'F O'F
_§UP0 721m077 sin (2¢) + UPO nmon Sln(4¢)a 023
, 84 1 O*F
_U2P0Uimo77 Sln(4¢)8 305 - QUPO nmon sin (2¢) Ozt s

donde vy, es la componente de la velocidad de la onda P en direccién del eje de simetria del
medio, v, es la velocidad NMO (ver ecuacion 55), 7 es el pardmetro de anisotropia definido
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por Alkhalifah (ver ecuacién 56), ¢ es el dngulo de inclinacidn, 6 es el dngulo que forma el eje
de simetria con la direccién de propagacion, F' es un campo auxiliar (ver ecuacion 54), ¢ y 6 los
pardmetros de Thomsen (Thomsen. (1986)).

5 SOLUCION EN DIFERENCIAS FINITAS DE LA ECUACION ACUSTICA VTI

La ecuacién que modela el campo en un medio actstico 2D considerando anisotropia polar
vertical, (ecuacion (53)), es resuelta usando la técnica numérica de Diferencias Finitas (FD, de
sus siglds en inglés). La derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (53) se aproxima por
medio de un operador explicito en diferencias finitas de segundo orden:

P P - 2r 4 P
o "~ At?
Las derivadas de segundo orden de P con respecto a x y z de la ecuacién (53) se aproximan
de forma similar:

(60)

aQP ~ PiT—Li-l,j B 2P’L7?] + Pin—l,j

12 Az? o
0*P _ Pl — 2P+ P, (62)
022 Az 7

para la derivada de cuarto orden cruzada de [’ se aproxima con el siguiente operador :

O'F AR, —2Fay+ Pyt P+ Fyn) + By + Py + B + Fogn

022022 Az?AZ?

)

(63)

donde © = iAx, 2 = jAz, pasos en la malla en direccién x y z, N = nAt, al paso en el
tiempo. F' en la ecuacién (53) se calcula usando la siguiente formula (Alkhalifah (2000)):

E+1(l’, Y, Z) = QE(ZL', Y, Z) - E—l(xa Y, Z) + At2Pz(I7 Y, 2)7 (64)
y P es calculada a través de:
, [(O°P
PiJrl(xvyaz) IQP,L'(.CL',y,Z)—Pi,l(I,y,Z)—FAt W (65)
1,J

2
Donde ——- es la aproximacion en diferencias finitas del nuevo laplaciano en (61). Teniendo

en cuenta los operadores diferenciales, descritos por las ecuaciones (60 -65), la ecuacion (53)
que representa el medio acustico VTI 2D de manera continua, se expresa con el siguiente es-
quema discreto en diferencias finitas, en el cual la malla se es homogénea (Ax = Az = Ah)
junto con los campos calculados en (64) y (65)

Pt =aiC [Pl — 2P + PRy ] +aeC [Py, — 2P + Pl ]
Cbgc

__Ah2 |:4E,] - Q(Efl,j + Fl’,jfl —|— Fi+17j + E,j+1)

(66)
+Fi o1+ Figajo1 + Figja + Fz‘fl,jJrl]

n n—1
+2‘Pi,j - ‘Pi,j )

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 4517-4540 (2010) 4529

2

donde ay = (1 + 2n) v}, a2 = viy, az = 2nvy,,, vy C = (A_h2
se programa considerando condiciones de estabilidad y dispersiéon numérica adecuadas (Zhang
(2005)). La ondicula que simula la fuente del pulso estd dada por la expresion (Scales (1997)):

wo(t — t0)>2

fu(t) = [1 -2 (Mﬂ e_( 2, (67)

donde wy y ty, es la frecuencia y el tiempo inicial del pulso.

>, el anterior esquema

6 SOLUCION EN DIFERENCIAS FINITAS DE LA ECUACION ACUSTICA TTI

La ecuacidn (59) representa la propagacion de ondas sismicas en un medio acustico homogé-
neo con anisotropia polar con el eje inclinado cierto dngulo ¢ (TTI) (Zhang (2005)).

Para resolver la ecuacion, las derivadas de segundo orden de P con respecto at, zy z, se
aproximan con operadores en diferencias finitas segtin las ecuaciones (60-62) respectivamente.

Para las derivadas cuartas de F; ;

O'F  Fioy—AFi;+0F; —AF 1+ Fi o

0x? Ax? (68)
O'F  Fijuo—4F 1 +6F; —4F ;1 + Fij 69
022 Az2 ’ ©9)
para la derivada cruzada de P
00z = |:4Ah2:| (Pi-i-l,j-i-l - Pi-‘rl,j—l - Pi—l,j-i—l + Pi—l,j—l)? (70)
para las derivadas cruzadas de F'
NF 1
9202 [Ah4] (4-Fi,j —2(Fio1j+ Fijo1+ Fiprj + Fij) 1)
+Fi 11+ Figj—1 + Figrj + Fifl,jJrl)
NF (1]
9708 IAL ] (Fig1j42 — 2Fij +2F00 1 — Figrjo (72)
—Fi 1o +2F 100 —2F 10+ Fimyj01)
o'F [ 1]
95307 = GAL ] (Fiv2j41 — Fitojo1 +2F11 41 + 2F41 1 (73)

+F 11— 2F 1 j1 — Figj — Fiaj1)

Usando los anteriores operadores en diferencias finitas en la ecuacién (59), obtiene un es-
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quema explicito para modelar el campo de onda para diferentes valores de ¢.

P = 0O [Py — 2P+ Py ] + 0C [Pl — 2P + Pl

2,7—1

bsC', . . N n
+T<Pi+l,j+l —Ph =Pl P )

b,C
—ﬁ [4Fz‘,j —2(Fic1j+ Fijo1+ Fig + Fij)

+Fi 11+ Fip -1+ Figja + Fi—l,j—i-l}

—bsC [Fijyo — AF; j41 + 6F;; — 4F; ;1 + Fy j_o)] (74)

bsC
+#(E+l,j+2 —2Fi 0 +2F0 -0 — Figij—o

o T +2F 1501 — 2Fi 1+ Fioa o)
—ﬁ(sz,jH —Firoj 1+ 2F 101 +2F 5

+F 11 —2F 1 jo1 — Fiojy — Fisaj1)
—b5C [Fiyo; —4Fip1; +6F,; —4F,_; + Fi_5 ]

Donde by = [v, sin® ¢ + (1 + 2n) v, cos? @] v2,.,, by = [V}, cos? ¢ + (14 2n) v2,,, sin® ¢] ,

. . 1 .
b3 = [U%O - (1 + 27]) U721mo:| SIH(Q(b), b4 = UQngzzmon (2 -3 Sln2(2¢)) ) b5 = 51}%0”721171077 S1n2(2¢)7
At?
bs = VUit Sin(4¢), y C' = —~5 |- Las condiciones de estabilidad y dispersion numérica
fueron obtenidas del trabajo de Zhang (2005).

7 CURVAS DE VELOCIDAD DE FASE PARA LAS ONDASP Y SV
7.1 Medio elastico VTIy TTI

Las curvas de velocidad de fase exacta se obtienen segtn las ecuacion (41) y (43), estas
curvas son obtenidas para las ondas P y SV en un medio eldstico con anisotropia polar vertical
(VTI) y teniendo en cuenta los siguientes valores para las velocidades, v,y = 3000(m/s),

vso = 1500(m/s), los pardmetros de anisotropia de Thomsen, ¢ = 0.25y § = 0.1 (Ver figura
3).

Velocidad de Fase £=0.25 6=0.1 Velocidad de Fase £=0.25 6=0.1

3700

1750

Exacta |

- Exacta -
Aprox. S.T Aprox S.T
3600

1700

3500

1650

3400

Ugp (6) [ms]

3300

1600

Vgsy (8) [is]

3200

1550

3100

3000 b——t= 1500 == !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
6 [rad] 6 [rad]

Figure 3: Velocidad de fase exacta (linea roja continua) y la aproximacién en serie de Taylor (linea verde a trazos)

para las ondas P (izquierda) y SV (derecha) con v,o = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), e = 0.25y § = 0.1 en un
medio VTL

Se obtiene tambien las curvas de velocidad de fase segtin la ecuacién (48) y (49) para las
ondas Py SV en un medio eldstico con anisotropia polar inclinada (TTI), teniendo en cuenta
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los siguientes valores para las velocidades, v,0 = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), los pardmetros
de anisotopia, ¢ = 0.25y § = 0.1. Las curvas se presentan para diferentes valores de ¢; para un
angulo ¢ = 30° , para un dngulo ¢ = 45°, para un dngulo ¢ = 60° y para un dngulo ¢ = 90°

(Ver figuras (4)-(7)).
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Figure 4: Velocidad de fase exacta (linea roja continua) y la aproximada (linea verde a trazos) para las ondas P
(izquierda) y SV (derecha) con v,g = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), e = 0.25, 6 = 0.1y ¢ = 30° en un medio

TTL
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Figure 5: Velocidad de fase exacta (linea roja continua) y la aproximada (linea verde a trazos) para las ondas P
(izquierda) y SV (derecha) en un medio VTI con v,o = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), e = 0.25,6 = 0.1y

¢ = 45° en un medio TTL
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Figure 6: Velocidad de fase exacta (linea roja continua) y la aproximada (linea verde a trazos) para las ondas P
(izquierda) y SV (derecha) con v,g = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), e = 0.25, 6 = 0.1 y ¢ = 60° en un medio

TTI.
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Velocidad de Fase - ¢=90" €=0.25 5=0.1 Velocidad de Fase - ¢=90" €=0.25 5=0.1
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Figure 7: Velocidad de fase exacta (linea roja continua) y la aproximada (linea verde a trazos) para las ondas P

(izquierda) y SV (derecha) con v,g = 3000(m/s), vso = 1500(m/s), e = 0.25, 6 = 0.1 y ¢ = 90° en un medio
TTT.

7.2 Anisotropia eliptica

Las curvas de velocidad de fase se obtienen de la ecuacion (43), en la figura (8) se observa el
comportamiento de las velocidades de la onda Py SV cuando se considera anisotropia eliptica,
(¢ = d) con valores que se encuentran entre 0 < ¢ < 0.25y 0 < 6 < 0.25, segun esto, el frente
de onda para la onda P es eliptico y para la onda SV es esferico. Se obtiene en la figura (9), las
curvas de velocidad de fase de las ondas Py SV enel casodonde, e =0y 0 < ¢ < 0.25, en

la figura (10) se obtiene las curvas de velocidad de fase de las ondas Py SV en el caso donde
0=0y0<e<0.25.
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Figure 8: Velocidad de fase de la Onda P (izquierda) y SV (derecha) considerando anisotropia eliptica 0 < € =
6 < 0.25 en un medio VTL
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Figure 9: Velocidad de fase de la Onda P (izquierda) y SV (derecha) cone =0y 0 < 6 < 0.25 en un medio VTL
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Figure 10: Velocidad de fase de la Onda P (izquierda) y SV (derecha) considerando § = 0y 0 < £ < 0.25 en un

medio VTI.

7.3 Medio aciistico homogéneo TTI

Enla figuras (11) y (12) se compara las tres velocidades de fase para la onda P para diferentes
valores de inclinacién ¢ = 30°, ¢ = 45°, ¢ = 60° y ¢ = 90° respectivamente; usando la formila
exacta de la velocidad (ecuacion 45), la aproximada (ecuacion 46) y la formula de Alkhalifah
(48). Los valores de anisotropia son e = 0.2y § = 0.1 y densidad p = 1000[kg/m?], velocidad
de la onda P v,y = 3000(m/s) y onda SV vs = 1500(m/s).
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Figure 11: Velocidad de fase exacta (linea roja), la aproximada (linea verde), y férmula de Alkhalifah (linea azul)
para la onda P en un medio TTI donde ¢ = 30° (izquierda) y ¢ = 45° (derecha).
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Figure 12: Velocidad de fase exacta (linea roja), la aproximada (linea verde), y férmula de Alkhalifah (linea azul)
para la onda P en un medio TTI donde ¢ = 60° (izquierda) y ¢ = 90° (derecha).
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8 RESULTADOS

Considerando el esquema discreto de la ecuacion (66) se modelo un medio actustico homogé-
neo considerando anisotropia polar vertical para dos modelos sencillos, el Modelo 1 consiste
de una sola capa horizontal homogénea y el modelo 2 consiste de 3 capas horizontales ho-
mogéneas.

8.1 Modelo 1: una sola capa horizontal

En el primer modelo se considera una sola capa, se obtiene el campo de onda de un medio
acustico homogéneo con anisotropia polar vertical (VTI) y su registro sismico, se consideran
diferentes valores de anisotropia, 7. En todos los casos las dimensiones del modelo son, 500(m)
de longitud por 250(m) de profundidad, la ondicula que simuld la fuente se ubica en la posicion
(x5, z5) = (250, 125)(m), la frecuencia fundamental de la ondicula es 60( H z), el paso en malla
es homogéneo, dz = dz = 1(m), el paso en tiempo es de, dt = 0.1(ms) y la componente de la
velocidad de la onda P, es de v,o = 1000(m/s). En el registro sintético se ubican 350 ge6fonos
a lado y lado de la fuente en una posicion (g., g.) = (250, 100)(m).

Caso 1: Medio Isotropo En el primer caso, se considera un medio acustico homogéneo
isétropo (ver ecuacion 58). Los valores correspondientes a los pardmetros de Thomsen son re-
spectivamente, 6 = 0y € = 0, las velocidades v,,,,0, Y Vpo. Se obtiene el frente de onda esférico
(ver imagen izquierda en la Figura 13) y el registro sismico (ver imagen derecha en la Figura

13).

Offset (m)
00 300

0

2 005
£

Figure 13: Campo de onda en un medio actstico homogéneo isétropo (izquierda) y el registro sismico (derecha),
en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad v,o = 1000(m/s), y los pardmetros de anisotropia son 7 = 0,
0=0ye=0.

Profundidad (m)

Caso 2: Medio con Anisotropia Eliptica VTI

El segundo caso, se considera un medio acustico homogéneo con anisotropia “eliptica”, (ver
ecuacioén 57). Los valores de anisotropia de Thomsen son iguales, (6 = 0.2y ¢ = 0.2), y por
esta razén 1) = 0, con la diferencia al caso anterior, de que, las velocidades vy, 0, Y Vpo sOn dis-
tintas. Se obtiene el frente de onda eliptico (ver imagen izquierda en la Figura (14) y el registro
sismico para este tipo de medio (ver imagen derecha en la Figura (14) ).

Caso 3: Medio con Anisotropia VTI, n = 0.1

El tercer caso, se considera un medio acustico homogéneo con anisotropia polar vertical,
(ver ecuacién (53)). Los valores de anisotropia son: n = 0.1, 6 = 0.2 y ¢ = 0.34. Se obtiene
el frente de onda para la onda compresional, P y 1la onda con menor velocidad, SV (ver imagen
izquierda en la Figura (15)). En el registro se observa la presencia de esta onda SV, con un
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Figure 14: Campo de onda en un medio actstico homogéneo con anisotropia eliptica (izquierda) y el registro
sismico (derecha), en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad v,y = 1000(m/s), y los pardmetros de
anisotropfa sonn = 0,5 = 0.2y e = 0.2.

Profundidad (m)
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comportamiento dispersivo, resultado de la condicién vy, = 0, en la aproximacion acustica de
la ecuacidn (53).
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Figure 15: Campo de onda en un medio acustico homogéneo anisétropo VTI (izquierda) y el registro sismico
(derecha), en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad v,g = 1000(m/s), y los pardmetros de anisotropia
sonn =0.1,0 =02ye=0.34

'mpo (ms)

Profundidad (m)
i

Caso 4: Medio con Anisotropia VTI, n = 0.2

El cuarto caso, se considera un medio acustico homogéneo con anisotropia polar vertical,
(ver ecuacion (53)). Los valores de anisotropia correspondientes son n = 0.2, 6 = 0.2y
e = 0.48. Se obtiene el frente de onda para las ondas Py SV (ver imagen izquierda en la Figura
(16)) y se observa mas acentuado el efecto inherente de la onda SV en el registro sismico (ver
imagen derecha en la Figura (16)).

Offset (m)
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Figure 16: Campo de onda en un medio actistico homogéneo anisétropo VTI (izquierda) y el registro sismico
(derecha), en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad v,o = 1000(m/s), y los pardmetros de anisotropia
sonn =0.2,0 =0.2y¢e=0.48.

Caso 5: Medio con Anisotropia VTI, n = 0.5

El quinto caso, se considera un medio actistico homogéneo con anisotropia polar vertical,
(ver ecuacion (53)). Los valores de anisotropia correspondientes son n = 0.5, 6 = 0.2y
e = 0.9. Se obtiene el campo de onda P y SV (ver imagen izquierda en la Figura (17)) y el
correspondiente registro ( ver imagen derecha en la Figura (17)).

Caso 6: Medio con Anisotropia VTI, n = 1.0
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Figure 17: Campo de onda en un medio actistico homogéneo anisétropo VTI (izquierda) y el registro sismico
(derecha), en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad vy,o = 1000(m/s), y los pardmetros de anisotropia
sonn = 0.5, =0.2ye =0.9.

El dltimo caso, se considera un medio acustico homogéneo con anisotropia polar vertical,
(ver ecuacion (53)). Los valores de anisotropia correspondientes son n = 1.0, 6 = 0.2y
e = 1.6. Se obtiene el frente de onda para una anisotropia fuerte en las dos ondas Py SV (ver
imagen izquierda en la Figura (18)) e igualmente, se observa en el registro ( ver imagen derecha
en la Figura (18)).
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[ 100 200 300 400

0 100 200 300 400
o o
100- H
2005
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200-

Figure 18: Campo de onda en un medio actistico homogéneo anisétropo VTI (izquierda) y el registro sismico
(derecha), en un tiempo de 0.1(ms). El valor para la velocidad v,o = 1000(m/s), y los pardmetros de anisotropia
sonn =1.0,d =02ye = 1.6.

Offset (m)
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8.2 Modelo 2: tres capas horizontales

Este modelo 2 consiste en tres capas dispuestas horizontalmente, el primer cambio de litologia
se encuentra a 100(m), y el segundo a 250(m). Las dimensiones del modelo son 1500(m) de
longitud por 500(m) de profundidad, la ondicula que simula la fuente se ubica en la posicién
(x5, 25) = (500,30)(m), la frecuencia fundamental de la ondicula 60(hz), el paso en malla es
homogéneo (dr = dz = 1(m)), el paso temporal de dt = 0.1(ms). Se ubicaron geéfonos
para registrar la informacién en una posicién (g,, g.) = (500, 30)(m). Caso 1: Primera capa
horizontal, n = 0.0 El primer caso, se considera un medio actstico heterogéneo con anisotropia
VTI, en donde, el valor de velocidad de la primera capa istropa es de v},o = 1000(m/s), la ve-
locidad en la segunda capa v2, = 1500(m/s) y en la tercera capa v3, = 2000(m/s). Los valores
de anisotropia son respectivamente 7; = 0, 7o = 0.1 n3 = 0.2. En todos las capas, el valor de
anisotropia de Thomsen, o = (0.2, excepto en la capa is6tropa. En la Figura (19) se presenta el
campo de onda evacuado para diferentes tiempos, a 0.1(ms) ( ver imagen superior izquierda), a
0.2(ms) (ver imagen superior derecha), a un tiempo de 0.3(m.s) ( ver imagen inferior izquierda),
y el registro sismico a 0.35(ms) (ver imagen inferior derecha). Se puede observar en la Figura
(19), que al ubicar la fuente en una capa isétropa, no aparece ningun rastro de la onda SV, ni
en el modelado, ni tampoco en el sismograma. Caso 2: Primera capa horizontal, n = 0.1 Se
modelo la propagacion para tres capas horizontales homogéneas pero con la diferencia en la
primera capa, esta capa posee un valor 7 = 0.2 y una velocidad v,y = 1000(m/s), la segunda
capa posee un valor de anisotropia 7 = 0.3 y una velocidad v,y = 1500(m/s) y la tercera capa
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Figure 19: Campo de onda en un tiempo de 0.1(ms) (arriba izquierda), 0.2(m.s) (arriba derecha), 0.3(ms) (abajo
izquierda) y registro sismico a 0.35(1ms)(abajo derecha), donde la primera capa es isGtropa.

tiene 7 = 0.4 y un valor v,y = 2000(m/s).En la Figura (20) se presenta el campo de onda
evacuado para diferentes tiempos, a 0.1(ms) ( ver imagen superior izquierda), a 0.2(ms) (ver
imagen superior derecha), a un tiempo de 0.3(ms) ( ver imagen inferior izquierda), y el registro
sismico a 0.35(ms) (ver imagen inferior derecha). Se puede observar en la Figura (20) que a
diferencia de la figura anterior se observa el efecto inherente de la onda SV, tanto en el campo
de onda modelado como, en el registro sismico, agregando ruido a la sefial y deteriorandola.

Profundidad (m)
Profundidad (m)

Offset (m)
400 600

Profundidad (m)

Figure 20: Campo de onda para el modelo 2 en un tiempo de 0.1(ms) (arriba izquierda), 0.2(ms) (arriba derecha),
0.3(ms) (abajo izquierda) y registro sismico a 0.35(ms)(abajo derecha), donde la primera capa es aniSotropa.

8.3 Modelado sismico de un medio aciistico homogéno TTI

Para modelar el campo de onda en un medio actstico homogéneo TTI se considero un mod-
elo de 500(m) de longitud por 250(m) en profundidad. La ondicula es simulada en (x,, z5) =
(250, 125)(m), el tamaiio en el tiempo es dt = 0.1(ms) y el tamafo de la celda homogénea es
de drz = dz = 1(m).. El valor de anisotropia para el primer caso es de: n = 0.1,y 6 = 0.2. La
velocidad de la onda P, es v, = 1000(m/s). Se obtiene en la Figura (21) el campo de onda a
diferentes inclinaciones; ¢ = 30° (ver imagen superior izquierda ), ¢ = 45° (ver imagen supe-
rior derecha), ¢ = 60° (ver imagen inferior izquierda ) y ¢ = 90° (ver imagen inferior derecha).
Para el segundo caso, el valor de anisotropiaes de n = 0.2,y 0 = 0.2. La velocidad de la onda P,
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es v,0 = 1000(m/s). Se obtiene en la Figura ( 22) el campo de onda a diferentes inclinaciones;
¢ = 30° (ver imagen superior izquierda ), ¢ = 45° (ver imagen superior derecha), ¢ = 60° (ver
imagen inferior izquierda ) y ¢ = 90° (ver imagen inferior derecha). En las Figuras ( 21) y ( 22)
se observa el efecto de la onda SV, al considerarse la condicion, v,y = 0, dentro de la ecuacién

(59).
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0 0 0 0

g

Profundidad (m)
Profundidad (m)

200- 200-

Distancia (m)
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Profundidad (m)

Figure 21: Campo de onda acistico TTI, en un tiempo de 0.1(ms), para ¢ = 30° (arriba izquierda), ¢ = 45°
(arriba derecha), ¢ = 60° (abajo izquierda) y ¢ = 90°(abajo derecha) para un medio TTI considerandon = 0.1y
0 =0.2.
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Figure 22: Campo de onda aciistico TTI, en un tiempo de 0.1(ms), para ¢ = 30° (arriba izquierda), ¢ = 45°
(arriba derecha), ¢ = 60° (abajo izquierda) y ¢ = 90°(abajo derecha) para un medio TTI considerando n = 0.2 y
0 =0.2.

9 CONCLUSIONES

Se compard las velocidades de fase para las ondas P y SV, considerando las relacién exacta
para el medio eldstico y la aproximacion de anisotropia débil. En donde se pudo observar una
mejor aproximacion a las curvas exactas en las ondas P, que para la onda SV, cuando se tenia
en cuenta anisotropia débil, .

Se comparé las velocidades de fase para la onda P considerando la relacion exacta del medio
eléstico, la aproximacidn acustica y la aproximacién de anisotropia débil. Se pudo observar una
mejor aproximacion a la velocidad exacta con la aproximacion actstica, pese a la consideracién
impuesta para la onda SV (vs = 0).
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Se obtuvo curvas para las velocidades de fase considerando anisotropia eliptica (¢ = J) y
se pudo observar que en este caso, la onda P presenta frentes elipticos y la onda SV presenta
frentes de onda esféricos, tal y cual como lo muestra Thomsen en libro de 2002.

Se obtuvo curvas de velocidad de fase, para rocas con ciertos pardimetros de Thomsen, £ = 0
y & # 0y para el caso contrario en que 6 = 0y € # 0, y se pudo observar, que se hace necesario
una medicion de anisotropia de estos dos parametros a 45° como lo recomienda Thomsen en su
trabajo de 2002, y asi evitar interpretaciones erroneas.

Se desarroll6 algoritmos numéricos que modelan la propagacion de ondas sismicas en medios
acusticos homogéneos y heterogéneos con anisotropia polar vertical (VTI) y medios homogé-
neos con anisotropia polar inclinada (TTI) basados en Diferencias Finitas.

Para evitar los efectos inherentes de la onda SV, en el modelado con la ecuacion acustica VTI
y TTI completa, es recomendable colocar la fuente sismica en una capa isétropa. Cabe aclarar
que atn sigue la discusion, del por qué sucede este fendmeno, cuando se modela con este tipo
de ecuacién de onda.
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