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Resumen.

El método de Punto Finito (MPF) es una técnica numérica sin malla que aproxima localmente la solucién
de una ecuacién diferencial en cada uno de los puntos de la discretizacién del dominio. Este articulo presenta
un modelo basado en este método para aplicaciones de acustica de salas. Una de las mayores ventajas de esta
técnica es que permite trabajar de forma precisa con geometrias completamente irregulares a diferencia de otros
métodos menos flexibles como Diferencias Finitas (DF) o el método Guia de Onda Digital (GOD) que estidn
mds restrinjidas por el tipo de malla que utilizan. Finalmente, se estudia mediante simulaciones numéricas 1D
la idoneidad del método para la resolucion de problemas en el campo sefalado.
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1 INTRODUCCION

La acustica de salas es la ciencia encargada de estudiar la propagacion del sonido en espacios
cerrados. Estos estudios son de vital importancia en entornos especificos como teatros, auditorios
o salas de concierto, ya que la calidad del sonido en estos espacios es sumamente importante para
que el evento que se desarrolle tenga cierta calidad acudstica. Uno de los objetivos mds importantes
en acustica de salas consiste en el cdlculo de la respuesta de cualquier sala a un impulso de sonido.
Esta respuesta impulsional permite obtener la informacidén completa de las propiedades acusticas del
entorno y, consecuentemente, tener un control total de todas las caracteristicas relevantes en estudios
de este tipo.

Cabe mencionar que a pesar de que la formulacién del problema estd bien definida, su solucién
analitica es, en general, extremadamente dificil de obtener, existiendo soluciones en casos muy sim-
ples y demasiado alejados de situaciones reales. Por tanto, una alternativa adecuada que ha emergido
en las dltimas décadas consiste en la utilizacion de computadores para dar soluciones aproximadas al
problema con una buena precision en un tiempo de computacion razonable Schroeder (1973).

Tipicamente, todos los métodos computacionales que se utilizan para obtener la respuesta impul-
sional de una sala estan clasificados en dos grandes grupos Savioja (1999): los métodos geométricos
y los métodos ondulatorios. Esta clasificacion aparece en funcién de la aproximacién que se utilice
para tratar la propagacion del sonido. Por ejemplo, los métodos geométricos hacen referencia a todas
las técnicas que asumen que la longitud de onda del sonido es mucho menor que la dimension de los
objetos del espacio. Estos métodos aproximados tienen la virtud de ser muy eficientes en términos
de tiempo de computacion. A pesar de todo, la mayor desventaja de estos métodos es que, al tratarse
de técnicas aproximadas, fenémenos ondulatorios como la difraccién, que suceden cuando la longi-
tud de onda es del mismo orden de magnitud que los objetos de la sala, no pueden ser simulado y
consecuentemente, el sonido no es reproducido correctamente debido a que no se tiene en cuenta el
caricter ondulatorio plausible en el rango audible de frecuencias mas bajas. De todos estos métodos,
los més representativos son los algoritmos basados en trazado de rayos (TR) Krokstad et al. (1968),
o el método de las imagenes (MI) Allen and Berkley (1979) y el recientemente propuesto trazado de
haces (TH) Funkhouser et al. (2004).

Por otro lado, el segundo grupo, el de los métodos ondulatorios, aparece como alternativa a todos
estas técnicas geométricas que son incapaces de simular de forma natural fenémenos ondulatorios
muy comunes a bajas frecuencias. Estos métodos parten de las ecuaciones diferenciales analiticas
que describen el fenémeno fisico a tratar, que en este caso es la propagacién del sonido en espacios
cerrados. Existen dos subgrupos dentro de los métodos ondulatorios: los que utilizan formulaciones
analiticas en el dominio frecuencial (Ec. de Helmholth) y en el dominio temporal (Ec. de Ondas).

En el primer subgrupo, comtiinmente, los métodos utilizados son Elementos Finitos (MEF) Wright
(1995); Savioja et al. (1996) o el método de Elementos de Contorno (MEC) Ciskowski and Brebbia
(1991). El mayor problema de estos métodos formulados en el espacio de frecuencias es que para
calcular una respuesta impulsional se necesita hacer una simulacién diferente para cada frecuencia.
Consecuentemente, estos algoritmos no suelen utilizarse en este tipo concreto de problema debido a
su alto coste computacional.

Por otro lado, los métodos basados en formulaciones en el dominio temporal aparecen como una
solucién muy apropiada en el caso que se desee obtener la respuesta impulsional de una sala ya que
con sélo una simulacidn se tiene la respuesta para todas las frecuencias simuladas. Los métodos més
utilizados basados en formulaciones en el dominio temporal son los cldsicos métodos de Diferencias
Finitas (DF) Botteldooren (1995) y el método de Guia de Onda Digital (GOD) Murphy et al. (2007),
junto con las versiones mds sofisticadas como por ejemplo los métodos GOD interpolados Savioja and
Viliméki (2003) y triangular/tetrahédrico Duyne and Smith (1995); Fontana and Rocchesso (1998).
Recientemente, otros métodos alternativos han aparecido como por ejemplo, el método de la Matriz
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de Transmision de Linea (MTL) Miklavcic and Ericsson (2004) o el método de la Transformacion
Funcional (TF) Petrausch and Rabenstein (2005). Cabe mencionar, que tltimamente ha aparecido al-
guna contribucién de MEF y MEC en el dominio temporal para aplicaciones de propagacion acustica
Hargreaves and Cox (2008).

Una alternativa a los métodos comunes formulados en el dominio temporal son los algoritmos
basados en el método conocido como métodos sin malla o libres de malla. Estos métodos compren-
den un conjunto de nuevas técnicas numéricas que, a diferencia de los métodos tradicionales como el
de MEF Zienkiewicz and Taylor (2000), no requieren de una subdivisiéon del dominio en una malla.
Estas técnicas han sido utilizadas ampliamente para resolver ecuaciones diferenciales parciales a par-
tir de distribuciones de puntos regulares o irregulares. Aspectos generales, clasificacion, ventajas y
desventajas de estos métodos pueden encontrarse en las referencias Duarte and Oden (1996); Be-
lytschko et al. (1996); Onate et al. (1996b); Fries and Matthies (2003); Liu (2002); Li and Liu (2004);
Gu (2005); Chen et al. (2006). Este articulo estd estructurado de la siguiente manera: en la seccidon
2 se presenta el modelo analitico que se utilizard posteriormente para la formulacién numérica desar-
rollada en la seccién 3. Ademas, en la seccidn 4 se presenta una aplicacion simple en una dimensién
para mostrar resultados numéricos debidamente comparados con los resultados esperados. Por dltimo
se presentan las conclusiones y futuras lineas de investigacion.

2 MODELO ANALITICO

Como se ha dicho en la seccién anterior, uno de los objetivos mds importantes en el campo de
la acustica de salas consiste en el cdlculo de la respuesta impulsional en entornos cerrados. Esta
informacién permite un control absoluto de las propiedades acusticas de cualquier entorno, muy utiles
en campos tan diversos como la arquitectura o las aplicaciones multimedia. Este documento se centra
en los métodos ondulatorios, mds en concreto, los que se formulan en el dominio temporal.

El punto de partida de todos estos métodos es el sistema de Ecuaciones en Derivadas Parciales
(EDPs) que gobiernan la dindmica del problema, que en este caso consiste en la propagacién del
sonido en habitaciones. Este fendmeno estd perfectamente descrito por una EDP que caracteriza la
propagacion del sonido en el aire y otra que modela el comportamiento de las paredes de la sala.
En esta seccion se presenta la formulacion basica del problema de contorno que define matematica-
mente la propagacién del sonido en espacios cerrados y que es utilizada en todas las formulaciones
numéricas desarrolladas para este tipo de aplicaciones.

Se define un dominio rectangular 2D rodeado por contornos OV que representan las paredes del
entorno, ver figura 1 (izquierda). En x € V' U 0V, donde x = (z, y) representa el vector de posicidn,
se asume que la presion acustica, u, estd bien definida a todo tiempo, ¢. Para posiciones x dentro de V/,
se asume que el medio de propagacion es un fluido, més concretamente aire, que estd completamente
en reposo antes de la emision de la fuente de sonido. En este caso es razonable asumir que el sonido
que se produzca se propagard segun la ecuacion diferencial hiperbdlica conocida como la ecuacién
de Ondas cuya forma explicita en dos dimensiones es, Morse and Ingard (1986)

2
% — AAu(x,t) = 6(x — Xq,t — to) X,Xg €V, (1)
donde A = 88—52 + g—;, c es la velocidad del sonido en el aire y §(x — xo,t — to) es la funcién delta
de Dirac que representa la fuente puntual de sonido localizada en x¢, y que emite en t,. Recalcar que
esta ecuacion es valida s6lo para aquellas posiciones que estén dentro de V', para posiciones que estan
en los contornos OV se necesita otras ecuaciones que modelen de alguna manera el comportamiento
del sonido tras impactar con una pared.

En algunas aplicaciones como acustica de salas o aeroacustica, es necesario definir condiciones de

contorno parcialmente absorbentes. Esto quiere decir que cuando una onda de sonido impacta con
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Figure 1: (Izquierda) Un dominio 2D V rodeado por paredes V. La fuente .S se localiza en (¢, o). (Derecha) Reflexién
de una onda plana, OV y n representa el vector normal de la superficie de impedancia.

este tipo de paredes, parte de su energia es absorbida en forma de calor, disminuyendo la energia
reflejada de la onda resultante. Por ejemplo, existen materiales capaces de disipar eficientemente la
energia acustica , i.e. materiales absorbentes y porosos. Se puede encontrar en la literatura muchos
modelos numéricos de condiciones absorbentes para DF o para GOD, las mds representativas son
Berenger (1996); Yuan et al. (1997); Zhou and Huang (2001). Por otro lado, existen otros materiales,
como muchas superficies planas, que reflejan una parte relevante del sonido incidente. Para este
tipo de paredes, existen también numerosas contribuciones en DF como por ejemplo Botteldooren
(1994),Kowalczyk and van Walstijn (2007); o, més recientemente, en algoritmos basados en técnicas
pseudo-espectrales de Fourier (PS) como Spa et al. (2010).

Estas investigaciones estdn centradas en los modelos numéricos de materiales reflectantes. En este
tipo de escenarios, es razonable asumir que localmente hay una relacion lineal entre la componente
normal de la velocidad de particula y la presion actstica en un punto particular de la superficie. De
hecho, estos materiales pueden ser caracterizados en términos de una tnica impedancia de contorno
que permitird controlar todas las propiedades acusticas del material. Esta impedancia de contorno
especifica, Z, se define, en el caso de una onda plana, como el cociente de la amplitud compleja de
la presion acustica y la componente normal de la velocidad de particula, Morse and Ingard (1986).
Cabe mencionar, que a pesar de que los escenarios reales considerarian impedancias dependientes
de la frecuencia, estas investigaciones se centran en impedancias constantes o independientes de la
frecuencia. Por tanto, teniendo en cuenta estas suposiciones y asumiendo que la ecuacion de con-
servacion de masa se cumple a lo largo de la direccion normal, se puede obtener una ecuacién que
unicamente depende de la presion acustica, u, y que a su vez, estd relacionada con la impedancia
acustica y la direcciéon normal de la superficie de contorno de la siguiente manera

Pu(x,t)  Z Vi) Ou(x,t)

donde n es el vector normal a la superficie de contorno Kutruff (2000), y p es la densidad del fluido,
que en este caso es aire. Por dltimo notar que la impedancia Z es una constante real y positiva.

El comportamiento de este modelo estd estudiado para el caso de una onda plana. En la figura 1
(derecha) se ilustra el caso de una onda plana, wu;,., que incide contra una superficie de impedancia
local, con una orientacién #. Como resultado de esto, se obtiene una onda reflejada con orientacién
especular, ., con una amplitud menor o igual a la incidente. Si se define el coeficiente de reflexion
como el ratio entre estas dos presiones (i.e R = uef/uinc), estd demostrado que R se relaciona con la
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impedancia acustica, Z, y la orientacion de la onda plana, 6, de la siguiente manera

_ Zcost — pc
~ Zcosh+ pc

En este caso, se puede ver que 2 s6lo toma valores entre —1 y 1. Si esta expresion es evaluada en
@ = 0 se obtiene el coeficiente de reflexion en la direcciéon normal, £,,. En acustica de salas, este
parametro define el comportamiento de la pared. Por ejemplo, para R, = —1 (i.e. Z = 0) se tienen
paredes que invierten la fase de la onda reflejada. para R, = 0 (i.e. Z = pc) se tienen paredes
perfectamente absorbentes, almenos en esta direccién. Finalmente, para R, = 1 (i.e. Z = ), las
superficies de impedancia se conocen como paredes duras. Tipicamente, los materiales reflectantes
reales suelen comportarse cerca del rango R,, > 0.5.

3)

3 APROXIMACION NUMERICA

A continuacién se desarrolla el modelo numérico que se empleard para abordar la formulacién ana-
litica del problema acustico presentado en el item anterior. Para resolver el problema computacional-
mente se utilizaran distintas aproximaciones numéricas para resolver tanto las derivadas temporales
como las espaciales de las ecuaciones analiticas (1) y (2).

En primer lugar, el tiempo ¢ se discretiza de la forma ¢ = nAt donde n es el paso temporal y At
es el incremento en el tiempo del problema numérico a resolver. Por tanto la presion acustica u(x, t)
se transforma en la cantidad «"(x). Una vez discretizado el tiempo, se pueden calcular las derivadas
temporales utilizando cualquier operador de diferencias finitas. Por tanto, las derivadas temporales
presentes en las ecuaciones (1) y (2) se aproximan mediante operadores centrados de diferencias
finitas, que para la primera derivada tiene la forma

Ou(x,t) _ du(x, 1)  u"(x) —u"t(x)

ot ot 2At ’ @
y para la segunda derivada se expresa
Pu(x,t) , 0%u(x,t)  u"(x)+u"!(x) — 2u"(x) 5)

ot? ot? At?

Ambos operadores tienen una presicion O [(At)?] Morse and Ingard (1986). Notar que las expre-
siones anteriores solo discretizan la parte temporal de presion acustica.

Por otro lado, las posiciones x pertenecientes al dominio V' se transforman a las cantidades disc-
retas X;,, donde el subindice & identifica un nodo del dominio discretizado.

Una vez discretizado espacialmente el dominio, se puede utilizar la aproximacién del MPF para
obtener numéricamente las derivadas espaciales del sistema dindmico. El MPF fue propuesto por
Onate et al. (1996a,b) inicialmente con el proposito de resolver problemas de transporte convectivo y
fluidos. Posteriormente su aplicacion se extendio a transporte difusivo advectivo Ofiate and Idelsohn
(1998) y fluidos incompresibles Onate et al. (2000). En el contexto de la mecdnica de sélidos el
MPF ha sido aplicado exitosamente en problemas de elasticidad Oiiate et al. (2001), Perazzo (2002),
Perazzo et al. (2006), Martin (2006), dindmica de sélidos Perazzo et al. (2004), refinamiento adaptivo
Perazzo et al. (2007); Angulo et al. (2009) y recientemente en comportamiento no-lineal de materiales
Pérez-Pozo and Perazzo (2007); Pérez-Pozo et al. (2009).

En el MPF, la aproximacion local de la funcién incégnita (presion) «™(x) en el subdominio o nube
V1 se construye de la siguiente forma

m

u(x) = Zpi(x)a? =p’(x)a"” Vx € V; (6)

=1

I

u(x)
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siendo o= [a} oF........ a”]" un vector de pardmetros variables en cada incremento temporal, es
decir, validos unicamente en la respectiva nube V; y que no dependen de las coordenadas espaciales X,
y p (x) la base de interpolacién que contiene tipicamente monomios, ver Ofiate et al. (1996a,b) para
una descripcidén mas detallada. Tal como en una interpolacién por minimos cuadrados, la condicién
de que el ndmero de puntos 7, €n la nube sea mayor que el nimero de términos m de la base de
interpolacion, impide que la aproximacién u(x) se ajuste a todos los valores nodales u(X;) = u?"
conj = 1,....,npue. Para solventar esto se recurre a la minimizacién de la suma del error en cada
punto, ponderado por una funcién fija como

=3 wi - %) (- pTE)e) Q

J=1

cuya forma compacta matricial es

n n byl n T n bogd n
Ji = (u""-P(X7)a") W; (u""—P(X7)a") (8)
donde .
=l € Vee(nes) 9)
p1 (%1) P2 (5;(1) e pm(>:<1)
X X P m X
pry = | 5D PR el ) (10)
U}(i] — 5(1) 0 0
WI == . . . . , € Ma't(nnube X nnube) (11)
O O e w(il - innube)

siendo w(X; — X;) la funcion de ponderacion fija de Gauss Ofiate et al. (1996a,b); Ofiate (1996) dada

por
[ ) e )

w(@r — ;) = = exp(—(r/\)) (12)
0 si dj >r

cond; =|| &y — 2, ||, v = ¢ mavzev; || T — T; || y A = Br. El soporte de esta funcién es

isotropico, circular y esférico en dos y tres dimensiones respectivamente. Una descripcion detallada
de los efectos de los pardmetros ¢ y [ junto con algunos comentarios para su eleccion se presenta
en Ortega et al. (2007). La minimizacion estandar del funcional (7) respecto del vector ™ permite
obtener

" = Cluh" con C;' = A;'B; (13)

con A; = A (X;) (matriz de momentos), y By = B (X;) respectivamente

A; =P (x)W,P(x/) (14)

(Al =) piEewE —R)p(Re) 65 =1,....m (15)
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B; = P7 (%)W, (16)

[Bl]ij :pz(i])w(fq—fij) 1= 1,...,m j = 1,...,nnube (17)

La aproximacion final en el MPF se consigue reemplazando la ecuacion (13) en (6), con lo que se
obtiene

12

u(x) = pT(XI)C ful

Nnube

= ZZZm <) [Ady [Bilw™  VREV, (18)

=1 j=1 k=1

u(x)

siendo las funciones de forma
¢r(X1) = p' (X)C;' =p’ (K)A7'By

Jj=1

Ms

pk AI]k] [B[} ,’i: 1,’)7, (19)

£
Il

1

Si en la ecuacion (7) se elige una funcion de ponderacion igual a la unidad, se obtiene una aprox-
imacién por minimos cuadrados estindar. Se debe notar, de acuerdo con la ecuacién (6), que la
aproximacion se define para cada subdominio de interpolacién V;. En consecuencia, un punto ¢ que
pertenezca a dos nubes Vi y V; respectivamente, y entre las cuales exista cierto traslape, tendra aso-
ciadas diferentes funciones de forma segun si se adscribe a una u otra nube, lo que significa que
¢4 (X) # ¢ (X). La interpolacion resulta ahora multievaluada en i, por lo que es preciso tomar al-
guna decision que limite la eleccidén a un dnico valor. En el MPF, por ejemplo, esta disyuntiva se
resuelve utilizando un procedimiento de colocacion puntual Ofate et al. (1996a,b); Onate (1996). Un
estudio méas extenso de esta técnica, sus propiedades y caracteristicas respecto de las aproximaciones
utilizadas en otros métodos sin malla, ha sido desarrollada en Onate et al. (1996a,b); Onate (1996);
Perazzo (2002).

Cabe mencionar que en este tipo de problema las discretizaciones temporales y espaciales estdn
estrechamente relacionadas por el nimero de Courant, S. En el caso de una discretizacién no ho-
mogénea, la distancia minima, d,,;,, entre todos los nodos serd la mds restrictiva ya que

A 1
b 1 (20)

donde D es la dimension del problema. Por ultimo en el caso concreto en el que la discretizacion es
homogénea, directamente la distancia minima d,,,;, pasa a ser la discretizacion espacial del problema
Courant (1943).

4 EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn se va a presentar unos ejemplos 1D que servirdn para demostrar la ideoneidad del
modelo presentado en las secciones anteriores. Este experimento consiste en un primer paso hacia la
implementacion de futuras extensiones a 2 y 3 dimensiones. Ademas, para simplificar, se ha traba-
jado con una discretizacion homogénea, ya que el objetivo principal de este articulo es simplemente
mostrar la viabilidad del esquema numérico. Cabe mencionar que el hecho de trabajar con una dis-
cretizacion homogénea y con el numéro 6ptimo de Courant nos permite realizar un experimento en
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el que se eliminan los errores producidos por la propagacién del impulso (i.e. error de dispersion)
que, por un lado, afectarian a las medidas experimentales realizadas y no darian informacién real de
la precision del modelo numérico de impedancia local presentado en la seccion anterior.

Para mostrar esto, se ha generado una linea de longitud L = 10 m. La discretizacién temporal
se ha fijado a At = 1/16000 s mientras que la discretizacién espacial, Az, se ha obtenido a través
del nimero minimo de Courant permitido, ecuacién (20). En cuanto al MPF, se utilizan nubes de
puntos con 1,5 = 5y una base de interpolacién con m = 3. Los parametros ¢ y A de la funcién de
ponderacién w(X; — X;) corresponden a 1.1 y 0.25 respectivamente. Como ya se ha dicho, en este
experimento simple se ha trabajado con una discretizacion homogenea, eso quiere decir que todos los
nodos de la linea estdn colocados a la misma distancia. En uno de los extermos, se ha colocado una
pared de impedancia local descrita por la ecuacién (2) mientras que en el otro extermo se ha fijado una
condicién de Dirichlet. En la posicién zp = 5 m se ha colocado una fuente puntual que, para evitar
problemas de estabilidad, ha sido aproximada mediante la funcion sinc, que en este caso concreto se
ha expresado,

 sin(2wf(t —to))
o 2nf(t—ty)
donde f es la frecuencia umbral de la sinc que en este caso vale 4000 Hz. Notar que la fuente se ha
emitido un tiempo finito para controlar la energia emitida en la simulacion. Por ultimo, notar que el
tiempo de simulacion ha sido suficientemente corto para evitar rebotes no deseados que afectarian a
la medida.

Basicamente, el experimento ha consistido en comparar los espectros de la sefial reflejada por la
pared de impedancia local con la sefial emitida por la fuente para asi obtener el coeficiente de reflexion
R. Este coeficiente obtenido a través de la simulacion se ha comparado con la ecuacién analitica (3),
pero en este caso cuando 6 = 0 ya que se trata de un caso 1D.

5(t — o) 21
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Figure 2: Resultados analiticos (linea roja) y numéricos (puntos y barras) que representan el valor medio y el error
respectivamente del el coeficiente de reflexién R (eje y) frente a la impedancia normalizada Z (eje x). (Izquierda) En el
rango de —1 < R < 0. (Derecha) Enelrangode 0 < R < 1.

En la figura 2 se presentan los resultados obtenidos en los experimentos. La linea continua repre-
senta el resultado analitico obtenido con la ecuacién (3) mientras que los puntos y las barras de error
corresponden al valor medio promediado en frecuencia y su error absoluto asociado. Se han realizado
20 experimentos para distintos valores Z, tratando de abarcar todo el rango de R existente. Como se
puede observar, la precision de los resultados es casi exacta. Los errores mds grandes se observan en
el rango de 0.2 < R < 0.5 donde el error es del orden de 1/50. Por otro lado, en el resto del rango,
se puede ver como los errores son mucho menores llegando a precisiones del orden del 1/1000. Esto
indica la idoneidad del esquema numérico en este tipo de problemas.
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5 CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado la formulacién analitica de un modelo utilizado en aplicaciones
de acustica de salas. Basicamente, este modelo formulado en el dominio temporal consta de dos
EDPs, una que consiste en la ecuacion de Ondas que describe la propagacion del sonido en el aire y
otra basada en el modelo conocido como de impedancia local para caracterizar las paredes del entorno
cerrado.

Ademas, se ha presentado un modelo numérico basado en distintas técnicas computacionales. Para
aproximar las derivadas temporales, se ha utilizado técnicas de diferencias finitas mientras que para
las derivadas espaciales se ha formulado una aproximacion mediante un método sin malla.

Finalmente, se ha presentado un experimento 1D para demostrar la viabilidad del método obte-
niendo unos resultados con precisiones remarcables. Cabe mencionar, que este articulo presenta los
primeros pasos hacia un estudio mds elaborado del método, tanto para discretizaciones no uniformes
como para algoritmos en 2 y 3 dimensiones. En futuros trabajos se espera abordar todos estos prob-
lemas de forma exhaustiva y detallada.
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