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Abstract. En los tltimos afios se ha extendido el desarrollo de métodos basados en wavelets para la
resolucién numérica de ecuaciones diferenciales. Estos métodos se basan, en general, en la estructura
autosimilar de un andlisis multirresolucion, utilizando la descomposicion del espacio funcional en sub-
espacios asociados a escalas espaciales sucesivas.

En ese sentido, una amplia variedad de propuestas realizadas se basan en el método Wavelet-Galerkin
para la solucién de problemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPs) y evidencian,
en general, buenas propiedades de convergencia. Por otro lado, otros autores han desarrollado métodos
que utilizan funciones de escala y wavelets en esquemas de colocacion para la solucién de problemas de
valores de contorno de EDPs.

En base al método de Galerkin, los autores del presente articulo han desarrollado un esquema hibrido
que combina ecuaciones variacionales y de colocacion. Un adecuado tratamiento de las condiciones de
borde, conduce a aproximaciones con buenas propiedades de convergencia. Al mantener la estructura de
multirresolucidn esta estrategia permite definir una aproximacion jerarquica a la solucién, refinada por
escalas. El método fue implementado en primer lugar empleando B-splines y los resultados numéricos
obtenidos en distintas aplicaciones fueron presentados en los trabajos mencionados.

La idea del presente trabajo es extender el método hibrido (V.Vampa et al., Appl. Math. Comput.
(2010).d0i:10.1016/j.amc.2010.08.068) definiendo un esquema que, al aprovechar plenamente las venta-
jas del andlisis multirresolucién, permita pasar de la aproximacién en una escala a la siguiente més fina
con el menor esfuerzo computacional. En base a wavelets sobre intervalos, se presenta una técnica para
resolver problemas de borde de segundo orden, que permite mejorar las aproximaciones con una signi-
ficativa disminucién del costo computacional. Se exponen resultados numéricos obtenidos en distintas
aplicaciones y se realizan comparaciones con resultados obtenidos con métodos de colocacion.
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1 INTRODUCCION

Numerosos articulos de los tltimos afios, presentan aplicaciones de elementos finitos con
wavelets para la resolucion de diversos problemas de ingenieria. Por ejemplo, se han propuesto
métodos Wavelet-Galerkin para el problema de Dirichlet (Wells and Zhou, 1995), como tam-
bién en mecanica estructural se desarrollaron algoritmos numéricos utilizando wavelets para la
resolucion de ecuaciones diferenciales en problemas de 1 y 2 dimensiones.

En la construccion del elemento basado en wavelets, generalmente la funcion de escala del
andlisis multirresoluciéon (MRA) es utilizada como funcién interpolante. En particular, las fun-
ciones spline polinomiales de orden m proporcionan funciones de escala de un andlisis multi-
rresolucién de IL?(IR) y fueron ya utilizadas en experimentos numéricos logrando en algunos
casos rapida convergencia.

J.Han, W. Ren y Y. Huang, utilizaron las funciones de escala splines (Han et al., 2006) como
interpoladoras de los desplazamientos al formular elementos para vigas y también elementos
en 2D y 3D. Xiang (Xiang et al., 2006) utiliz6 funciones B-splines wavelets sobre un intervalo
para la construccion de elementos planos para problemas de elastomecanica, entre ellos para el
modelo de placa de Mindlin-Reissner.

Algunos problemas que presentan discontinuidades, singularidades o gradientes altos, re-
quieren funciones interpolatorias que posean una mayor localizacion. En estos casos es conve-
niente utilizar las wavelets de Daubechies, que por sus ventajosas propiedades de ortogonalidad,
su soporte compacto minimo y su condicién de varios momentos nulos, garantizan convergen-
cia en una amplia variedad de casos. Pueden citarse los trabajos de J. Ma, J. Xue, S. Yang, Z.
He (Ma et al., 2003) y también los de L. Alvarez Diaz, M. T. Martin, V. Vampa (Alvarez et al.,
2008, 2009) , donde las wavelets ortogonales de Daubechies son utilizadas para resolver ecua-
ciones correspondientes a problemas de vigas y placas.

Por otro lado, otros autores han desarrollado mérodos de colocacion wavelet para resolver
PDE:s proponiendo ecuaciones de colocacion y diferentes bases wavelets. Bertoluzza (Bertoluzza and Naldi,
1996), por ejemplo, usa funciones de autocorrelacion con wavelets de soporte compacto (wavelets
de Daubechies) mientras que (Radunovic, 2007) utiliza wavelets spline. Cabe sefialar, ademas,
que Cai and Kumar et al., (Cai and Wang, 1996; Kumar and Mehra, 2007), incoporaron técnicas
adaptivas con splines cubicas optimizando la cantidad de funciones base usadas en la solucién
del problema. Es importante destacar que los métodos de colocacién son eficientes pero re-
quieren ciertas condiciones de regularidad y por esta razon los métodos variacionales resultan
en muchos casos, una mejor alternativa.

Las singularidades que se presentan al modelar ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales, como por ejemplo, el caso de ecuaciones elipticas en dominios con esquinas re-entrantes,
ademads de ser fuente de dificultades tedricas, traen dificultades en la convergencia de los méto-
dos numéricos, en el sentido que deterioran la velocidad de decrecimiento del error. Entonces,
alcanzar la tolerancia prescripta requiere una solucién mds refinada y por lo tanto un mayor
costo computacional en comparacidn con soluciones suaves. Es necesario destacar que muchas
veces estas singularidades tienen importancia fisica, como es el caso de concentraciones de ten-
siones en problemas de elasticidad, o problemas de capas limte en fluidos y entonces es de suma
importancia que estén bien aproximadas por el método numérico.

En este sentido, el uso de métodos adaptativos, es una solucion natural para mejorar las
aproximaciones con un costo computacional razonable. En este contexto, el término "adap-
tatividad” refleja dos aspectos importantes: en primer lugar la posibilidad de refinar la dis-
cretizacion sélo localmente, en particular, cerca de la singularidad de la solucién, y en segundo
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la utilizacién de la informacion obtenida en un nivel de resolucion para deducir la discretizacion
del paso siguiente. El caso mds tipico es el refinamiento adaptativo basado en estimadores de
error a-posteriori en el método de elementos finitos.

En los dltimos afios, las bases wavelets han aparecido como un método alternativo para el
refinamiento adaptativo. En estos métodos, el conjunto de wavelets que describe la solucion
aproximada, es "actualizado” en cada paso del algoritmo. Intuitivamente, la seleccion de la
base adecuada, juega un rol similar a la eleccién los puntos de la malla.

El resumen del trabajo es el siguiente: en la Seccién 2 se presentan los aspectos basicos
del andlisis wavelet y una estructura multirresolucién. En la Seccién 3 se presentan las B-
splines con sus propiedades bésicas y también el calculo de productos interiores necesarios en
la formulacion variacional para la resolucion de ecuaciones diferenciales. En la Seccion 4 se
presenta en primer lugar el método de Galerkin junto con una breve descripcién del cdlculo de
la aproximacion en una escala, desarrollado en un trabajo anterior de los autores (Martin et al.,
2009; Vampa et al., 2010). En segundo lugar, en la Seccién 4, se presenta el método propuesto
en este trabajo que consiste en utilizacion de las wavelets para avanzar en la escala optimizando
el costo computacional. En la Seccién 5 se analiza la convergencia del refinamiento propuesto
en varios ejemplos que presentan algun tipo de singularidad. Por ultimo, en la Seccién 6 se
exponen las conclusiones y futuras lineas de trabajo.

2 ANALISIS WAVELET. MULTIRRESOLUCION

Las wavelets son generadas por una zinica funciéon llamada wavelet madre mediante opera-
ciones simples de traslacion y dilatacion. Para especiales elecciones de la funcién madre, las
wavelets dan lugar a una descomposicién del espacio de Hilbert L.?(IR), en suma directa de
subespacios cerrados W, j € Z.

Sea ¥ ;(x) = 29/2)(2/2 — k), donde hemos llamado v a la wavelet madre.

Si definimos los subespacios
W; = closizm) [V : k € Z] (1

se satisface la siguiente relacion,

LQ(R):Zsz---@W_l@WO@Wl@--- )
JEZ
Usando esta descomposicién de L?(R), puede obtenerse una sucesioén encastrada de subes-
pacios cerrados Vj, j € Z, de LQ(R), donde

V}':"'@Wj_g@wj'—l- 3)

Estos subespacios cerrados {V;, j € Z} de L*(R), forman un andlisis multirresolucion
(Chui, 1992; Mallat, 2009) con las siguientes propiedades:

1. ...Cv_lc‘/bcvl...
2. closi2(JV; ) = L*(R)
3. NV = {0}
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4 Vin=V, oW,
5. fle)eVie f(2r)eVin,jeZ

Asociado a la wavelet ¢ existe una tnica ¢ € Vj, llamada funcion de escala, tal que {¢(x —
k) : k € Z} constituye una base ortogonal de este subespacio, y que por tanto, genera el andlisis
multirresolucién. Si llamamos:

Gi(x) == 22¢(2x — k) 4)
se deduce que, para cada j € Z, {¢,x : k € Z} es una base de V.

Se demuestra que existe una dnica sucesion {py} que describe la siguiente relacién de dos
escalas:

[e.e]
$(x) = > pro(2r —k) )
k=—0o0
Esta relacion se autosimilaridad, junto a la invariancia por traslaciones de los espacios V,
constituyen la clave de la potencia de los métodos basados en este tipo de wavelets para las
diversas aplicaciones.

3 B-SPLINES
3.1 Propiedades basicas

Las B-splines son funciones muy regulares que pueden disefiarse de soporte compacto. Una
de las ventajas principales con respecto a otras wavelets es que tienen una expresion explicita,
lo que facilita su implementacién computacional. En otros casos, como ocurre con las wavelets
de Daubechies (Daubechies, 1988), deben utilizarse algoritmos que permiten el cédlculo y la
evaluacion de la funcion y sus derivadas, siendo necesario, a veces, analizar la convergencia de
los mismos.

Consideremos las funciones B-spline de orden m + 1 es decir, funciones polinomiales a
trozos y de grado m con m — 1 derivadas continuas. Los puntos de ensamble, cominmente
llamados nodos estan generalmente igualmente espaciados y ubicados en los enteros.

Estas funciones pueden definirse recursivamente mediante convoluciones de la forma si-
guiente (Chui, 1992):

p1(z) = X[o,l]@)
Qom—i-l(x) - @m*%(l‘) (6)

y constituyen las funciones de escala de una estructura MRA. Es importante destacar que las
B-splines son las funciones de escala de soporte més pequefio y las mds regulares para un orden
de polinomio dado.

Entre las propiedades que tienen las B-splines, las mds importantes son:

e Soporte compacto: supp(pm,+1) = [0,m + 1].

e Simetria con respecto a z. = (m + 1)/2 (para m impar):

¢m+1($) = Spm-i-l(m +1-— ZL’) (7)
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e Relacion de 2 escalas:

_merl m+1
om0 =23 (" (e - ) ®
k=0

e Derivadas de orden 1 < k£ < m — 1 se obtienen directamente por diferencia:

dk
wwmﬂ(ﬂﬁ) = Ak@mﬂ—k(x) )

donde A es el operador diferencia de orden k. Corresponde, entonces, a una reduccién
en k del orden de la spline. Similarmente, la integracién produce un incremento en el
grado de la spline.

e Del producto de convoluciones:

Pm+t1 * (,On+1($) = @m-ﬁ-n-ﬁ-?(flj) (10)

resulta:

/ i1 (& — K)pnir (T — AT = pmansa(n+1+1— ) (11)
R

= @m+n+2(m +1+ k— l)

Esta tltima propiedad permite calcular productos internos de las funciones splines con la
simple evaluacién en los enteros de splines de orden més alto.

Es posible construir un andlisis multirresolucion MRA con splines considerando 1/, el subes-
pacio generado por traslaciones de la funcion de escala ¢, . Para cada j € Z, la familia
{@m+1jk : k enZ}, donde

1 () =220, 1 (20 — k), (12)

es una base de V;. Estos subespacios V; satisfacen las propiedades descriptas en la Seccién 2
(Mallat, 2009; Walnut, 2001).

3.2 Productos interiores

En las formulaciones variacionales de problemas de ecuaciones diferenciales apareceran pro-
ductos entre las funciones y sus derivadas. Como ya se menciond, cuando se utilizan splines
estos productos se calculan facilmente mediante evaluaciones en los enteros de splines de orden
mads alto. Para un operador de segundo orden, pueden demostrarse las siguientes relaciones:

<90m+1,j,l, 90m+1,j,k> = 802m+2(m +1+10- k) (13)
(Prmstjts Cpijn) = 2 Phpa(m+1+1—k) (14)
(Oms1gts Prmrijn) = —27 Ghia(m+1+1—k) (15)

Para probar Ec. (13), se hace un cambio de variables y luego se aplica Ec. (11):
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<§0m+17jal’ Qom+1,j,k> = 2 / ‘Pm+1(2jx - l)cpm+1(2jx - k)dx
R

_ / omi1 (& — Do (z — )da (16)
R
= pamr2(m+1+1-k)

Por otro lado, aplicando Ec. (11) y las expresiones de la derivada en Ec. (9) se obtiene Ec. (15),

<<Pm+1,j,ly¢/rln+1,j,k> = _/‘le+1<2j$—l)‘P;nH(Q%_k)dx
R
S KR B ERNEE a7
R

~ / (41— k) — (1 — = 1)] [pm(2) — o (z — D]da
= gy, a(m+1+1-k)

4 METODO DE GALERKIN
4.1 Problema general de valores de contorno

Supongamos dado el siguiente problema general de valores de contorno:

u = 0 sobre I' = 0NQ2 (18)
donde L es un operador diferencial lineal definido en un espacio V' y {2 es un dominio
poligonal cerrado de frontera I'. Bajo apropiadas hipdtesis sobre €2 y su frontera I', existe una
unica solucidn u, que no siempre es posible o conveniente evaluarla en forma analitica o exacta.
La alternativa es entonces buscar una solucion aproximada, siendo el Método de Galerkin
una técnica cldsica cominmente utilizada para hallarla.

Llamemos (-, -), al producto interno de L?(R). Consideremos la forma bilineal a(u,v) y
la funcional F'(v) = (f,v), asociadas al operador L. La formulacion variacional o débil
correspondiente al problema de ecuaciones diferenciales (18), puede establecerse entonces, de
la siguiente forma:

{Lu:f en Q) C R?

Dado F € V', encontrar u € V tal que a(u,v) = F(v) YoveV (19)

Suponiendo que la forma bilineal a(-, -) es simétrica, acotada y coerciva sobre V', entonces
el Lema de Lax-Milgram demuestra que existe una unica u € V' que es solucion del problema
(19), (Ciarlet, 1978).

La idea detrds de todas las técnicas para resolver PDEs, es aproximar el problema diferencial
por otro algebraico de dimension finita. En la aproximacién de Galerkin el problema algebraico
se construye aproximando el espacio V' por un subespacio de dimensién finita V;, C V. El
problema se plantea entonces de la siguiente forma:

Dado un subespacio finito-dimensional V;, CV 'y F € V",
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encontrar uy, € V), tal que:

a(uh, Uh) = F(Uh) Yo, € V}, (20)

Bajo las condiciones ya mencionadas sobre la forma bilineal a(-,-), y aplicando el Teorema
de Representacion de Riesz, (Ciarlet, 1978), se prueba que existe una tnica funcién u;, que
soluciona el problema de aproximacion (20).

Sea {¢1, @2, - , dn, } una base de V},. Entonces la tnica solucién del problema (20) puede
escribirse como una combinacién lineal de estas funciones u;, = ;.V:hl a; ¢;, de modo que el
problema (20) puede reescribirse como

Np,
> ajalpi¢) =F(e) 1<i<N, @1)
j=1

o0 matricialmente:

Ka=R (22)

donde K;; = a(¢i, ¢;), Bi = F(¢:) y a = (q;);-
El método admite muchas variantes, en particular la eleccién del subespacio V}, y de la base

{¢1, 02, , dn, }. Interesa en principio que:

e la matriz K sea rala con un nimero de condicién razonablemente pequefio.

e la aproximacion u;, obtenida con la solucion del sistema (22), debe ser una buena aproxi-
macién de u y en lo posible, mejorable.

Supongamos por ejemplo, que L es un operador diferencial de orden m = 2, con condiciones
de borde clasicas sobre los bordes del dominio I = [a, b]. En este caso la forma bilineal a(u, v)
involucra las derivadas primeras de u y v.

La base elegida debe estar formada por funciones soportadas en I, suficientemente deriva-
bles y que verifiquen condiciones de borde nulas. Por otra parte y como ya mencionamos, los
elementos de matriz a(¢;, ¢;) deben ser faciles de calcular y a(¢;, ¢;) = 0,si|i—j [>> 0.

Esto sugiere combinar soporte pequefio, suavidad y ciertas condiciones de ortogonalidad. La
simplicidad del célculo se incrementa si las funciones bésicas ¢; son generadas a partir de una
o varias funciones. En particular, mediante combinaciones lineales de dilaciones, traslaciones
o modulaciones de las funciones madre generadoras. Mads aun, si las funciones generadoras
satisfacen ecuaciones de autosimilaridad o de escala, es posible refinar y ajustar la precision.

4.2 Aproximacion en escala j

Como caso particular del problema general (18) consideramos el siguiente problema lineal
unidimensional de valores de contorno en el intervalo [ = [0, 1]:

Lu = u"(x) + p(x)u(x) + q(x)u(z) = f(z) (23)

u(0) =u(l) =0

donde p(z), ¢(x) and f(x) son funciones continuas en /.
Muchos procesos fisicos pueden describirse con esta ecuacion, como la distribucién de tem-

peratura a lo largo de una cuerda o los desplazamientos de un resorte en un problema esta-
cionario.
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La Ec. (23) puede asociarse con un problema variacional con la siguiente forma bilineal,
donde se ha integrado por partes el primer término de la misma:

a(u,v) = /0 —u'(2)v'(x) + p(x)u (z)v(z) + q(x)u(x)v(z)ds (24)

y la forma lineal:

l(v):/o v(z)f(x)dx (25)

parauyv € VO C H'(I), el subespacio de funciones que satisfacen las condiciones de borde
homogéneas.

Como fue mencionado en la Seccidén 4.1 en los métodos de Galerkin se elige un subespacio
adecuado de V° de dimension finita para buscar una aproximacién @ de u. Para construir este
subespacio con las funciones de escala spline debe tenerse en cuenta que éstas funciones de
escala estdn definidas en toda la recta real. Entonces, para plantear una aproximacién a la
solucién del problema definido en el intervalo /, deberd adaptarse el andlisis multirresolucion
MRA definido en la recta real al intervalo [0, 1].

Como el problema planteado en este trabajo Ec.(23) es de segundo orden, resultara suficiente
la utilizacién B-splines de orden m = 3. Al estar en C?, permitirdn obtener una aproximacion
jerdrquica de la solucién del problema con buena precision.

4.3 Subespacios de splines cibicas

En el contexto del MRA de las splines ctibicas, la funcién de escala ¢, tiene soporte en [0, 4]
y sus trasladadas generan V{;, como se mencioné anteriormente al final de la Seccién 3.1.

Recordemos que ¢, ; ;. son splines en Z/27. En cualquier escala j, el paso en la discretizacién
es 277, lo que da, para j > 0, 2/ segmentos en el soporte de ¢4 %, O sea en el intervalo
[277k, 277 (k+4)]. Entonces, para tener al menos una funcién de escala con su soporte contenido
propiamente en [0, 1], j deberd cumplir 2/ > 4.

Para cada j > 2 se tienen 27 + 3 funciones que intersecan /. Las 2/ — 3 funciones ¢, ; , para
0 < k < 27 — 4 son splines interiores 'y @, j para —3 < k < —1y 2/ —3 <k <2/ — 1, son
splines de borde. En la Figura 1 se muestran las splines interiores y de borde correspondientes
a la escala 7 = 3. Para hallar una solucién aproximada al problema variacional de las Ec. (24)

Figure 1: Splines cibicas interiores y de borde en la escala j = 3
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y Ec. (25), se consideran los siguientes espacios de dimension finita:

V! = span{pajp, 0 < k <27 — 4} (26)

de dimension 2/ — 3,y

VI = span{pap, —3 <k <2 —1} 27)

de dimension 27 + 3.

Claramente V}I C V;IH y ademds, estd demostrado que éstos subespacios definen un andli-
sis multirresolucion en L?(I), (Mallat, 2009; Walnut, 2001; Cammilleri and Serrano, 2001).
Sin embargo, como fueA analizado en el trabajo (Vampa et al., 2010), resulta mas eficiente la
utilizacién del espacio V!, que incluye las splines interiores y las de borde.

Si consideramos el problema variacional en V;-I , debe resolverse un sistema algebraico de
dimensién (27 — 3) :

A4’j a; = b47j (28)

donde, para 0 < n, k < 2/ — 4,

1 1 1
Ayj(n, k) :/ @Q,j,n%,j,kdf*‘f’j(”a k)/ 90217j7n904,j,kdx+Qj(n7 k)/ P4 jnPajrdr (29)
0 0 0
y
baj(n) = U(pajn) (30)

Notar que en la ecuacién Ec. (29), ¢;(n,k) y pj(n,k) son valores adecuados de las fun-
ciones p(z) y q(x) elegidos en la interseccién no vacia de los soportes de ¢4 ;n Y ©a,j k-

Utilizando relaciones de las B-splines descriptas in Eqgs. (13)-(15), la expresion anterior,
Eq.(29), puede simplificarse y reescribirse como:

Asg(n,k) = =29g5(d +n — k) + 2p;(n, k)5 (4 + n — k) + g5 (n, k)os(d +n — k) (31)

donde, de acuerdo a la notacidén introducida en la Seccién 3.1, g es la B-spline de orden 7, que
tiene soporte en [0, 8].

Los pasos a seguir para obtener la aproximacién en la escala j, u; = f:ilg Qjk Pajk SON
los siguientes (para mas detalle ver el desarrollo completo presentado en el trabajo (Vampa et al.,

2010))
1. Sistema algebraico- aproximacion en la escala j:
(a) Ecuaciones variacionales: son las obtenidas a partir de la formulacién variacional,

considerando que la incégnita estd en XA/j] , mientras que la funcién de prueba v estd
en V. Esto conduce a un sistema rectangular de dimension (27 — 3) x (27 + 3):

Ay = by (32)

Los elementos de la matriz y del término independiente son similares a los que se
describen en Ec. (29) y Ec. (30), con ¢4, en le.
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(b) Ecuaciones de colocacion : obtenidas a partir del requerimiento que el residuo sea
cero en los extremos del intervalo y en los puntos de colocacién, 277 and 1 — 277,

u"(0) + p(0)u'(0) + q(0)u(0) = f(0)
u"(270) +p(27) (277) +q(27)u(277) = f(277)
(33)
W'(1=29) +p(1 =21 =277 +q(1 =2 u(l —277) = f(1-279)
u"(1) + p(Lu'(1) + q(Du(l) = f(1)

(c) Condiciones de borde: obtenidas del requerimiento de las condiciones que debe
cumplir la solucién en los extremos del intervalo,

a3 p4,5,-3(0) + a2 045—2(0) + a1 p45-1(0) = 0
(34)
Qgi_9 Py joi—3(1) + Qoi_y Py joi_o(1) + Qo @aj0i-1(1) = 0
2. Aproximacion en XA/jI : Resolviendo el sistema algebraico se hallan los 27 + 3 coeficientes
&, y se tiene U;.
4.4 Utilizacion de las wavelets para pasar a la escala j + 1
Una vez obtenida la aproximacién en la escala j

27 -1

U= Y Gk Paj (35)

k=-3

se quiere avanzar a la escala 5 + 1. Una posibilidad es repetir el proceso ya descripto, ahora en
la escala j + 1, obteniendo la siguiente expansion,

20+1 1

Ujr1 = E Qji1k Pajrlk (36)
k—3

El sistema algebraico que se resuelve en la escala j + 1 consta de 20U+ — 3 ecuaciones varia-
cionales

(Liji1, Qji1m) = (fr@ji1n)  0<n <2UFD 4 (37)

y las 6 ecuaciones de colocacion y de borde similares a las ecuaciones (33) y (34) pero en la
escala 7 + 1.
Si se expande la suma de la Ec. (36),

29+l _g -1 29+l _1
Ujp1 = E Qjr1k Pajie + E Q1 P41kt E Qe Pagerk (38)
k=0 k=-3 k=2i+1_3

el primer término puede reescribirse de la siguiente forma:
271 —4 27
> birPagr T ) Cathan (39)
k=0 k=1
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teniendo cuenta la relacion:
Vin=V,eW; (40)

En esta nueva base las 277! — 3 ecuaciones variacionales (37) pueden ser reemplazadas por
las siguientes:

<Laj+17 SDJ}TL> = <f7 SOj,n> 0 S n S 2] —4 (41)
(Ltjy1,Y5n) = (f(Yjn) 1<n<2 (42)

mientras que las ecuaciones de borde se transforman en otras similares.

4.5 Reduccion del nimero de incégnitas

La aproximacion en la escala j +1 en el espacio V1, puede escribirse de la forma siguiente:
Ujr = Uj + [Wj1 — U] = U; + 7 (43)

Ya que v; € Vj,1, tendrd una expansién de la forma:

20+1 1
v; = E Vi+Lk Paj+1k (44)
k——3

Nota: Observar que (V;,u;) # 0, , es decir, U; y u;, no son ortogonales.
Reemplazando Ec. (43) en la Ec. (41), se tiene,

<Laj7 (pj,n> + <Li}\j7 (;pj,n> = <f7 @j,n) (45)

Teniendo en cuenta la ecuacion variacional de la escala j, (Lu;, ;) = (f, ¢jn), resulta un
sistema lineal nulo de 2/ — 3 ecuaciones y 277! + 3 inc6gnitas,

(LVj, pjn) =0 0<n<2 —4 (46)

Reemplazando (44) en (46) se tiene la siguiente ecuacion matricial:

—

Djvjt1 =10 (47)

donde D; es una matriz rectangular de productos que depende del operador L. ;41 € Null[D]
y tiene dimensién 277! 4+ 3 — (27 — 3) = 27 + 6. Por lo tanto es posible construir una matriz N,
de dimensién 271 + 3 x 27 + 6, de estructura simple y recursiva tal que

Yi+1 = Njaj (48)

De esta forma se reduce la cantidad de incégnitas de 2/ + 3 a 27 + 6, aproximadamente en
un factor 2.

Usando ahora la descomposicion (43) en las ecuaciones de la Ec. (42), quedan 2/ ecuaciones
variacionales,

<Laj7 Q/)jﬂ’b) + <Li)\j7 wj7n> = <f7 Q/)j7n> (49)
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donde el primer término es conocido ya que corresponde a la escala j. Agregando las 6 condi-
ciones de borde, escritas en las nuevas incognitas v;,1, se obtiene el sistema algebraico a re-
solver para obtener los coeficientes de la aproximacién en la escala 7 + 1.

En resumen, la estructura del MRA permite obtener ;1 en una forma eficiente resolviendo
un sistema lineal de dimensién 27 + 6 en la escala j + 1 en el espacio V31+1 (ver Ec. (49)).

Es importante destacar que los coeficientes wavelet pueden tratarse como estimadores locales
del error. Al brindar una medida del error, permitiran determinar si la aproximacion obtenida es
suficientemente buena o no. Consecuentemente, un esquema adaptativo podria implementarse
refinando la solucién en las zonas de interés, evitando asi un incremento significativo en la
cantidad de wavelets.

5 EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion se describen los resultados numéricos en 3 ejemplos del problema de valores
de contorno de segundo orden presentado. En ellos se aplico el refinamiento mediante wavelets
descripto en la seccidn anterior.

Para medir los errores con respecto a la solucién exacta se utiliz6 la siguiente norma:

k
= max |v(=
k=0,1,..21—1 2J

),

Ejemplo 1: Se consider6 en primer lugar, el problema de valores de contorno,

1011 00

Lu = u"(z) + mu(z) = 27* sin(rx)
(50)

cuya solucion exacta es,
u(z) = sin(mx) (51)

En la Tabla 1 se presentan los resultados numéricos obtenidos para distintas escalas. Se
verifica el orden de convergencia tedrico,

lw =i, = O27%)

L g e =l |

4 ] 12x107°
5 ] 31x1077
6 | 1.1x10°7
7 | 3.7x 10719
8 | 25x 1071

Table 1: Ejemplo 1. Errores relativos para distintas escalas

Ejemplo 2: El problema de conveccion-difusion,

Lu=cu'(z)+u(z) =0
(52)
w0) =0 wu(l)=1
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tiene solucidn exacta,
u(z) = (1 — e_x/a)/(l — e_l/a) (53)

y presenta una capa limite en x = 0 para valores pequefios del pardmetro de perturbacion e,
0<e<l.

En la Tabla 2 y la Figura 2 se muestra la convergencia de las aproximaciones aumentando la
escala para el valor del pardmetro ¢ = 1073, La estimacién del orden de convergencia es mayor
que 2. Se realiz6 la comparacién con los resultados obtenidos por el método de colocacién con
splines-wavelets de Radunovic presentado en el trabajo (Radunovic, 2007). En la Figura 3 se
muestran ambas velocidades de convergencia. La pendiente de la recta continua indica que es
es més ventajoso el método propuesto en este trabajo.

1.4 1.4 1.4

1.3 1 1.3F 1 1.3F 1

1.2 1 1.2 1 1.2 1

1.1H g 114 i 14} i
AAA/\/\/\ 1 I, 1

1]

0.9 1 0.9 1 0.9 1
0.8 J 0.8 J 0.8 J
0.7 J 0.7 J 0.7f J
0.6 J 0.6 J 0.6 J
05 J 05 J 0.5 J
1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0 0.1 0.2 0 0.1 0.2

Figure 2: Aproximacién a la solucién para j = 6,7, 8

L e =l |

6 | 6.0x107!
7 3.6 x 1071
8 2.6 x 1071
9 1.1 x 107!
10| 1.5 x 1072

Table 2: Ejemplo 2. Errores relativos para distintas escalas. ¢ = 1073

Ejemplo 3: Como dltimo ejemplo se considera un problema que corresponde a una pertur-
bacion de la ecuacion de reaccion-difusion

Lu =eu"(x) —u(x) = cos?(mx) + 2em? cos(2mx)
(54)
u(0) =0 u(l)=0
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-7+ B < 4

-11 1 1 1 1 1 1 1 1 I
6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8

Figure 3: Comparacion de érdenes de convergencia: linea de puntos Radunovic y linea continua método propuesto

que tiene solucion exacta ,

_ exp((z —1)/Ve) + exp(—z/VE) 2
u(z) = ra—— — cos®(mx) (55)

Este problema tiene capas limite en + = 0y = 1. En 2007 fue resuelto por Kumar
(Kumar and Mehra, 2007) utilizando un método de colocacion adaptativo. En la Tabla 3 se

L = all e e =275 [ flu— 4yl e =27 [ lu— 4yl =277
6 33x 107 5.9 x 102 3.6 x 10!
7 58X 107 1.2x 107 2.0 x 101
8 5.5 x 107 1.6 x 107 1.1 x 107!
9 46 x 108 14x 10 * 2.9 % 102
10 2.9 %107 11x10° 46107

Table 3: Ejemplo 3. Errores relativos para distintas escalas

muestra la convergencia para distintos valores del parametro €. Los errores obtenidos para
las distintas escalas j evidencian una muy buena performance del método de refinaiento me-
diante el uso de wavelets, superando las aproximaciones presentadas por Kumar en su trabajo
(Kumar and Mehra, 2007).

La Figura 4 muestra la convergencia al aumentar la escala para ¢ = 271°. Finalmente, en la
Figura 5 se muestran los errores puntuales para ese mismo valor del pardmetro €. Los valores
maximos se alcanzan, como fue previsto, en ambos extremos del intervalo.

6 CONCLUSIONES

Es importante destacar que la propuesta combina las ventajas numéricas y computacionales
que proporcionan las funciones spline con las capacidades de las wavelets, en el contexto de
una estrategia Galerkin-variacional. El andlisis en un MRA permite aprovechar la estructura
de espacios sucesivamente refinables para interpolar las soluciones hasta alcanzar la precision
deseada. Exponemos en este trabajo una novedosa técnica para el refinamiento de las soluciones
que mejora notablemente la complejidad computacional.
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-1.2r

Figure 4: Solucién aproximada en las escalas j = 6,7,8. ¢ = 1073

Figure 5: Error puntual, escala j = 10

El caracter localizado de las wavelets posibilitaria, por otra parte, segmentar apropiadamente
el dominio de la ecuacidn, utilizando los coeficientes wavelets como estimadores locales del
error. Estos aspectos serdn desarrollados en un futuro trabajo.
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