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Resumo. Neste trabalho propõem-se uma equação de movimento e uma equação constitutiva para 
materiais frágeis com irregularidades (porosidade no volume, rugosidade nas superfícies de contorno, 
que podem ser fractais ou não). Soluções numéricas desta equação são avaliadas por (Método de 
Diferenças Finitas - MDF e Métodos de Elementos Finitos - MEF) em um problema estático de um 
campo de tensão e deformação na ponta de uma trinca rugosa. Os resultados com e sem rugosidade 
foram comparados e analisados. Também se comparou os resultados com diferentes propostas da 
literatura para o campo de tensão na ponta da trinca rugosa. Concluiu-se que a singularidade do campo 
de tensão na ponta da trinca rugosa não possui uma única dimensão fractal de rugosidade, mas 
depende da posição na frente da ponta da trinca. 
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1 INTRODUCTION 

A descrição de fenômenos físicos que nos dão a idéia de movimento, como o fluxo de 
calor, o movimento de uma partícula, a deformação de um corpo, o escoar de um fluido, o 
crescimento de uma trinca, etc. podem ser unificados pela Teoria Geral do Campo Contínuo 
Clássico. Essa teoria geral de campo procura unificar os aspectos elementares e reducionistas 
da mecânica, com os aspectos gerais da termodinâmica. Todo potencial contido em partículas 
ou ao redor de corpos na forma de campos produzem algum tipo de movimento. Neste sentido 
sabe-se que todo “movimento” parte da diferença de algum tipo de “potencial” entre dois 
pontos a qual pode ser chamado de “potencial generalizado”. No caso do fluxo de calor a 
diferença de potencial corresponde à diferença de temperatura entre dois pontos. No caso do 
movimento de uma partícula a diferença de potencial mecânica, elétrica ou magnética pode 
ser atribuída à aplicação de uma força, e assim por diante, na lista dos fenômenos que podem 
ser unificados pela teoria dos campos escalares e vetoriais e tensoriais. 

O campo externo ao redor de uma partícula, ou ao redor de um corpo com forma regular de 
campo interno uniforme em questão, apresentará linhas de mesmo potencial (equipotenciais) 
que acompanharão o contorno do corpo. As linhas de fluxo desse campo estarão dirigidas 
para fora na direção perpendicular às linhas equipotenciais e será dado pelo gradiente do seu 
potencial entre dois pontos, cujo vetor estará apontado na direção normal às linhas de mesmo 
potencial. Mesmo, quando os campos envolvidos são campos dinâmicos cuja descrição 
envolve diretamente o conceito de velocidade e de movimento de uma partícula, como no 
caso de deformações elásticas e/ou plásticas de um sólido, ou taxas de deformações de um 
fluido, novamente, surge a idéia de campo potencial associado a diferenças de potenciais, as 
quais são responsáveis pela formação de gradientes de potencial e por sua vez responsáveis 
pelo movimento das partículas imersas nesses campos. Nesses casos os campos são de 
potenciais vetoriais ou tensoriais. Mesmo assim, para todas as situações descritas até agora, é 
possível generalizar o conceito de posição, velocidade, quantidade de movimento, força, 
potencial, diferença de potencial, etc. com a finalidade de descrever matematicamente o 
campo clássico de uma forma unificada. 

No caso de corpos com formas irregulares e se considera que o seu campo interno é 
uniforme, as linhas equipotenciais externas nos fenômenos exemplificados acima 
acompanharão as formas irregulares do seu contorno, conforme mostra Figura 1. Até este 
ponto a complicação da irregularidade dos contornos pode ser trabalhada por soluções 
numéricas e as correções que surgem em relação ao caso regular são apenas geométricas. Em 
todo o sentido pode-se sempre adotar que o fluxo deriva do potencial a partir do seu gradiente 
da seguinte forma: 
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onde k, e σ são as condutividades térmicas e elétricas e T e ϕ são os potenciais térmicos 
(temperatura) e elétrico, respectivamente. Ou seja, as linhas de fluxos são perpendiculares às 
linhas equipotenciais, sejam elas de potencial elétrico, térmico ou de outra natureza qualquer 
dentro dessa mesma classe de fenomenologia. 
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Figura 1.Linhas equipotenciais e de campo em torno de um corpo irregular uniformemente carregado. 

Contudo, quando as irregularidades de campo envolvem também a parte física do campo, 
no sentido de haver campos não uniformes, fontes de campo aleatoriamente dispersas no 
meio, volumes porosos, efeitos não lineares geométricos e físicos, etc., a solução das 
equações de campo pode se tornar muito trabalhosa ou analiticamente impraticável. Neste 
ponto, é preciso recorrer a algum tipo de geometria que possa tratar das descontinuidades 
geométricas e seus efeitos sobre o valor dos campos dos potenciais. Além do que, é 
necessário generalizar tanto a descrição geométrica da forma dos objetos e do contorno de 
suas superfícies, como a descrição geométrica dos campos envolvidos, junto com seus efeitos 
dinâmicos. Porque, além de uma generalização geométrica e fenomenológica, é preciso 
também fazer a inserção destas nos modelos praticáveis por uma teoria de campo 
generalizada. Portanto, um dos objetivos deste artigo é formular uma teoria do contínuo que 
envolva a rugosidade da superfície de contorno e o complementar da porosidade do interior 
do volume do corpo. De forma mais direta, as conseqüências desta nova formulação teórica 
serão utilizadas no estudo da Mecânica da Fratura. 

A teoria do campo contínuo clássica utiliza a geometria euclidiana na descrição dos 
fenômenos de transferência de calor, massa, momentum, etc. Com esta geometria é possível 
descrever apenas os fenômenos que acontecem em formas regulares sem considerar os efeitos 
da rugosidade das superfícies, ou da porosidade do interior dos volumes. Mesmo quando as 
formas são cheia de detalhes geométricos, utilizam-se modelos numéricos e cálculos 
aproximados (Blyth 2003, Xie 2003, Hyun 2004). Na fratura, por exemplo, esta quase nunca 
acontece sem o surgimento de superfícies rugosas. Os casos de fratura com superfícies lisas 
aparecem normalmente em processos de clivagem de monocristais e no interior de alguns 
grãos do material. No caso de fratura de materiais policristalinos com considerável 
rugosidade (cuja ponta da trinca rugosa interage no processo de fratura) o uso da geometria 
euclidiana deixa a desejar. Pois os resultados não são completos e os cálculos não são exatos, 
e ainda não se consegue explicar diversos fenômenos da fratura quase-estática e dinâmica em 
que a rugosidade é presente (Fineberg 1991, 1992, Xie, 1995; Alves 2005, Alves et al 2010). 
A descrição matemática do crescimento da curva J-R de resistência a fratura, por exemplo, só 
pode ser explicado se for levado em conta o aparecimento da rugosidade durante o processo 
de propagação ou crescimento de uma trinca (Alves 2001, Alves et al 2010). Isto significa que 
o modelo geométrico da rugosidade precisa ser incluído no cálculo analítico da integral-J de 
Eshelby-Rice (Su et al , 2000; Weiss, 2001; Rupnowski, 2001; Alves 2001, Alves et al 2010). 
Um outro fenômeno na fratura que envolve o surgimento de rugosidade é a propagação de 
trincas rápidas, onde surgem instabilidades com ramificação de trincas e oscilações na 
velocidade de crescimento da trinca, a partir de uma velocidade crítica (Fineberg 1991, 1992). 
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1.1 O surgimento de teorias do campo contínuo com a inclusão de irregularidades 

A presença de irregularidades de forma e de microestrutura na superfície e no interior de 
materiais sujeitos as fenomenologias é uma realidade na natureza e também nos materiais 
desenvolvidos pelo homem. Não é de agora que existe a necessidade de se tratar com as 
irregularidades e os defeitos presentes em um material. Para isso têm surgido ao longo dos 
anos tópicos específicos das ciências exatas que tratam de irregularidades geométricas e 
microestruturais nas superfícies e no interior dos materiais (Bammann, 1982; Forest, 1998; 
Trovalusci, 1998; Duda, 2007; Engelbrecht, 2009). Desde que surgiu a teoria fractal, grande 
tem sido os esforços em descrever as formas irregulares da natureza como também o seu 
efeito sobre os fenômenos físicos e químicos e nos materiais (Hornbogen 1989, Panin, 1992, 
Lazarev, 1993). Hornbogen (1989) enumerou diferentes aspectos da microestrutura de 
materiais que podem ser tratados pela geometria fractal. Panagiotopoulos (1992) propôs a 
utilização da geometria fractal na descrição da estrutura dos sólidos irregulares, Panin (1992) 
descreveu os fundamentos da meso-mecânica de um meio com estruturas, Tarasov (2005) 
descreveu uma mecânica do contínuo para meios fractais utilizando o calculo fracional. 
Yavari (2006) descreveu as leis de equilíbrio covariantes espaciais e materiais na elasticidade. 
Outras abordagens estão sendo elaboradas por diversos cientistas e publicadas na literatura 
especializada, e dizem respeito a uma teoria especificamente fractal envolvendo o cálculo 
fracional em múltipla escala (Dyskin, 2005, Carpinteri, 2009). Dyskin (2005) têm publicado 
vários trabalhos no sentido de utilizar a teoria fractal e o calculo fracional para descrever uma 
mecânica de múltipla escala. Carpinteri (2009) et al utilizaram o calculo fracional como uma 
forma de incluir a teoria fractal na descrição de fenômenos de elasticidade e fratura 
envolvendo a rugosidade e o efeito de escala. Todas estas são propostas de uma mecânica que 
possa tratar inclusivamente a irregularidade de forma e de microestrutura no seu contexto 
matemático. 

1.2 Importância da inclusão da rugosidade na teoria do campo contínuo clássica 

Análises geométricas de superfícies rugosas de fratura em materiais específicos, como 
madeira, vidro, cimento, argila, demonstram que as rugosidades nesses materiais são 
características de cada tipo de material (Morel 1998, Ponson 2006, Alves 2004). Os aspectos 
geométricos de superfícies rugosas de fratura em argamassa de cimento, por exemplo, 
apresentam semelhança entre si. Assim como as superfícies rugosas de fratura obtidas em 
argilas ou tijolos de argilas também possuem aspectos semelhantes entre si, diferindo, 
contudo, dos aspectos geométricos das superfícies de fratura do cimento. Ou seja, cada tipo de 
material define uma classe de superfícies de fratura, cujos aspectos geométricos são 
semelhantes para as superfícies de fratura da mesma classe de material. Isto nos ajuda a 
pensar que a rugosidade deve depender do tipo de material e deve ser incluída na equação 
constitutiva do mesmo para o estudo dos fenômenos do contínuo (calor, elasticidade, fratura, 
etc). 

Portanto, vamos fazer algumas modificações na equação de movimento e nas equações 
constitutivas básicas começando com a teoria do campo escalar (calor, eletrostática) depois 
passando para a teoria do campo vetorial (elasticidade, eletrodinâmica, fluidos, etc.) até a 
fratura de materiais frágeis elasticamente lineares. A idéia de se fazer estas modificações de 
forma evolutiva, em grau de complexidade do fenômeno (campos escalares primeiro e depois 
campos vetoriais) é para poder se aprender com os resultados que cada modificação pode 
fornecer. Isto permitirá obter a melhor consistência possível na descrição matemática dos 
fenômenos do contínuo, que envolve a participação da rugosidade no processo, tanto de 
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transferência de calor como nos processos de mecânicos de elasticidade e fratura. 
Procura-se descrever os fenômenos físicos em termos de uma descrição matemática mais 

autêntica, que leva em conta os aspectos irregulares ou a rugosidade das estruturas. Uma 
metodologia de transcrição dos fenômenos descritos na geometria euclidiana para uma 
geometria irregular torna-se necessária. A idéia básica consiste em trocar os comprimentos, 
áreas e volumes projetados, isto é, lisos (denotado neste trabalho pelo subscrito “0”) pelos 
comprimentos, áreas e volumes que apresentam rugosidades reais. Matematicamente, isto 
significa passar, simplesmente, o contorno liso 0dΓ  para o contorno rugoso, dΓ , da seguinte 
forma: 

 0
0

( , ) dd x y d
d
Γ

Γ = Γ
Γ

. (2) 

usando apenas umas simples transformação de coordenadas pela regra da cadeia. 
Esta simples transformação matemática é a causa de grandes mudanças no paradigma das 

superfícies rugosas, introduzindo uma nova visão para os fenômenos da mecânica da fratura, 
como foi visto nas secções anteriores. Ela também poderá ser bem aproveitada nos Métodos 
Numéricos de Elementos de Contorno, por exemplo, na simulação de uma trinca rugosa, 
como será visto nos resultados deste trabalho. Nas outras áreas da Mecânica do Contínuo tais 
como Calor, Elasticidade, Fluidos fica a proposta para trabalhos de futuros. 

A solução encontrada por alguns cientistas (Irwin 1948, Muskhelisvili 1954, Barenblatt 
1962, Rice 1968) para se descrever alguns fenômenos que estão associados a geometrias 
irregulares (comprimentos, superfícies e volumes) foi utilizar uma relação energética entre a 
superfície irregular e a superfície de projeção euclidiana de tal forma que esta é escrita como: 

 
0

dU dU
dA dA

=r r . (3) 

onde U  é a energia envolvida na superfície de área rugosa A
r

, e na superfície projetada de 
geometria euclidiana de área 0A

r
. Relações deste tipo pressupõem que a superfície irregular 

não influencia no fenômeno. Isto pode ser visto se expressarmos a equação acima da seguinte 
forma: 

 
0 0

dU dU dA
dA dA dA

=
r

r r r . (4) 

Observe que comparando a expressão Eq. (3) com a Eq. (4) vemos que a relação entre a 
área rugosa ou irregular A

r
 e a área de projeção 0A

r
 é igual unidade para o caso em que a 

equivalência energética é considerada. Contudo, quando a relação entre a 0/dA dA
r

 é diferente 
da unidade, a equivalência energética Eq. (3) não é válida. Nesta situação há duas 
alternativas; (i) ou, se reescreve as relações diretamente em termos da geometria irregular A

r
 

construindo-se uma nova fenomenologia, (ii) ou, se mantém a equivalência energética na 
forma da relação Eq. (4) com o termo 0/ 1dA dA ≠

r
. Dependendo da fenomenologia e de sua 

larga aplicabilidade, uma ou outra, alternativa é necessária. Neste trabalho, optamos por fazer 
as correções necessárias da teoria fenomenológica com base na geometria euclidiana, 
acrescentando-se nas derivadas o termo de correção 0/ 1dA dA ≠

r
 em todas as equações. Neste 

sentido, nós vamos desenvolver os cálculos que serão úteis na descrição dos fenômenos que 
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envolvem potenciais escalares e vetoriais para problemas de Elementos de Contorno Rugoso, 
os quais serão descritos pela geometria fractal. 

Portanto, observa-se a necessidade de haver uma teoria matemática do contínuo com 
irregularidades (poros, rugosidade, etc.) que siga um método de solução do problema 
irregular diretamente a partir das equações diferenciais governantes do campo clássico com 
irregularidades. Desta forma, uma transição do meio contínuo regular clássica para o meio 
irregular se faz necessária, a qual será vista nesse artigo. 

Observa-se, então, que é necessário modificar a teoria do campo contínuo desde a teoria 
dos campos escalares até os campos tensoriais passando pela teoria do calor, teoria da 
elasticidade, fratura, por exemplo, para envolver na sua descrição matemática o efeito da 
rugosidade descrevendo-a e explicando o seu surgimento com seus efeitos e conseqüências. 
Portanto, vamos agora neste artigo propor as modificações desejadas na teoria do campo 
contínuo de forma a incluir a rugosidade das superfícies e o complementar da porosidade dos 
volumes, onde estaremos designando esses meios materiais com o nome de Meios Irregulares. 

Neste artigo propomos uma modificação espacial e material das leis da mecânica do 
continuo através de volumes porosos e superfícies rugosas, considerando que essas 
irregularidades geométricas introduzem uma “transformação covariante” na mecânica do 
contínuo clássica que pode ser fractal ou não. Neste sentido a transformação é introduzida por 
um tensor " "→ξ F (1) de rugosidade responsável por um certo tipo de “estiramento” ou 
variação da superfície rugosa em relação a superfície média aparente projetada no espaço 
euclidiano, onde: 

 ( )0
00

ˆ ˆdA dA n n
dAdA

≡ = ⊗ξ
r

r . (5) 

A nossa proposta não se limita a uma irregularidade fractal, podendo ser este apenas um 
dos modelos a serem utilizados na teoria proposta. 

Após esta pequena (ou breve) introdução ao problema de potenciais com rugosidade, 
vamos elaborar um desenvolvimento matemático geral para a teoria da rugosidade e do 
complementar da porosidade. 

2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS DA MECÂNICA DOS MEIOS IRREGULARES  

Para descrever o processo de dissipação de energia em um caminho rugoso é necessário a 
partir de agora, considerar que as funções vetoriais e escalares que definem as superfícies 

( ),A A x y=
r r

 e os volumes ( ), ,V V x y z=  irregulares, respectivamente. Essas são funções 
descritas por algum modelo (como o modelo fractal, por exemplo) capaz de fornecer funções 
analíticas e diferenciáveis nas vizinhanças dos pontos genéricos de coordenadas 

( ), ,P P x y z= , a fim de que seja possível calcular as grandezas que se propõem, tais como, 
rugosidade e porosidade. 

                                                           
1 o tensor de estiramento na mecânica do contínuo é comumente denotado pela letra F em negrito 
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Figura  2. Vetores normais a uma quina suave e a um “bico” ou quina brusca. 

Ao contrário de utilização das funções fractais não-diferenciáveis onde se utiliza o cálculo 
fracional e a teoria da renormalização para contornar o problema da não diferenciabilidade, 
nosso intento é evitar a não-diferenciabilidade dessas funções. Vamos considerar que sempre 
é possível definir um vetor normal em “bicos” e quinas e que as cúspides são consideradas 
inexistentes na escala natural dos fenômenos, conforme mostra a Figura  2. Do contrário uma 
teoria que envolve sub-diferenciais para definir uma família de vetores normais em “bicos” e 
“quinas” torna-se necessária. Mas esta proposta é mais complexa e sai fora da proposta desse 
nosso modelo. 

2.1 A Teoria mecânica dos meios irregulares em outras áreas 

A fundamentação teórica das transformações matemáticas das equações de diversos 
fenômenos descritos em termos da geometria euclidiana, para uma geometria irregular (fractal 
ou não), passa por uma abordagem do entendimento das densidades e dos fluxos 
generalizados em termos dessa nova geometria. Com isso é preciso estabelecer quais 
transformações matemáticas são necessárias em termos das coordenadas, dos comprimentos, 
das áreas das superfícies e dos volumes irregulares. È importante elaborar um tratamento 
matemático da Elasticidade e Fratura em objetos com superfícies rugosas ou com múltiplos 
vazios no seu volume para aplicação em problemas de contato térmico, convecção, 
porosidade, deformações mecânicas e fratura. 

Na elasticidade, P. D. Panagiotopoulos (1992) percebeu a necessidade de reformular a 
Mecânica dos Sólidos com base na teoria fractal. Paralelamente na Mecânica da Fratura, 
Arash Yavari (2000, 2002, 2006) reformulou o campo elástico ao redor de uma trinca usando 
o escalonamento fractal e descobriu novos modos de fratura e uma equação para a curva J-R 
fractal. Todos estes esforços vêm corroborar a idéia da existência de um novo campo a ser 
pesquisado e desenvolvido na ciência que unirá em um único ramo os problemas do campo 
contínuo com as irregularidades físicas e geométricas. 

Dentro do contexto desse trabalho observou-se que todas as correções feitas ao campo 
clássico (escalar, vetorial ou tensorial), quer em problemas de fluxo de calor, de elasticidade e 
de fratura poderiam ser incluídas em um único contexto de uma Mecânica do Contínuo de 
Meios Irregulares. 

2.2 Características básicas da microestrutura de um meio irregular 

Entende-se por irregularidades quaisquer acréscimos físicos ou geométricos feitos ao meio 
contínuo tais como: poros, rugosidades superficiais, inclusão de partículas, zonas plásticas, 
zonas fundidas, trincas internas, etc. Nesta nova roupagem a Mecânica dos Meios Irregulares 
se reduz a Mecânica do Contínuo quando as irregularidades não existem. Por outro lado a 
teoria fractal se insere neste contexto quando a opção pela modelagem das irregularidades for 
utilizando modelos fractais por causa da invariância por transformação de escalas dessas 
irregularidades. A Mecânica dos Meios Irregulares poderá neste sentido incluir a Mecânica 

Mecánica Computacional Vol XXIX, págs. 5107-5131 (2010) 5113

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



dos Meios Desordenados quando as equações do continuo Irregular forem transformadas em 
equações discretas com irregularidades. 

 
Figura 3. Diferentes tipos de defeitos e irregularidades presentes num material que agem como concentradores 

de tensão e influenciam na formação da superfície de fratura. 

Na microestrutura de um material sólido, por exemplo, encontra-se diferentes tipos de 
defeitos, entre eles estão, as inclusões, os precipitados, as discordâncias, microtrincas, 
fraturas, etc. conforme mostra a Figura 3. 

Todas essas irregularidades básicas e/ou geométricas podem ser devidamente incluídas na 
teoria do campo contínuo clássico, na forma de defeitos pontuais, lineares, superficiais e 
volumétricos, desde que uma representação matemática apropriada seja elaborada de forma a 
descrever a cinética ou a dinâmica destes defeitos. Para isso vamos iniciar a nossa proposta 
incluindo na Mecânica do Contínuo apenas a influência geométrica dos defeitos. 

Para se obter uma teoria matemática de campo com irregularidades vamos definir algumas 
grandezas necessárias a obtenção da equação de movimento generalizada. 

2.3 Densidades e potenciais generalizadas em termos de geometrias irregulares (rugosas 
ou porosas) 

A hipótese de um meio contínuo permite transformar as grandezas da Mecânica Clássica e 
da Mecânica dos Sólidos em densidades generalizadas, fazendo as grandezas originais se 
tornarem em grandezas por unidade de volume. Desta forma, uma grandeza X  qualquer, que 
pode ser massa, M , momento linear, pr , Força, F

r
 , Energia, U , etc., deverá ser 

transformada na sua respectiva densidade da seguinte forma: 

 
V
X

VX δ
δρ

δ 0
lim
→

≡ . (6) 

onde , , , ,X m p F U etc=
rr  (massa, momento, força, energia, etc.) que podem ser grandezas 

escalares, vetoriais, tensoriais, etc.; ou seja qualquer coisa pode ser utilizada para definir uma 
densidade generalizada da seguinte forma: 

 
dM
dX

dV
dm

dm
dX

dV
dX

XX ρρρ =→=≡ . (7) 

Considere o seguinte volume irregular encapsulado, ou inscrito, dentro de um volume 
euclidiano regular aparente, conforme mostra a Figura 4. 
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Figura 4. Volume irregular V  encapsulado, ou inscrito, dentro de um volume euclidiano regular aparente Vo. 

Este volume aparente pode ser qualquer sólido ou forma regular que apresente um volume 
definido. 

2.4 O conceito escalar do complementar da porosidade 

Definindo as densidades generalizadas ρ e ρo em termos da geometria euclidiana e 
irregular (que pode ser fractal, ou não), respectivamente, temos: 

 
0

Xo
dX
dV

ρ = . (8) 

e a densidade dentro do volume irregular (rugoso ou poroso) é dada por: 

 X
dX
dV

ρ = . (9) 

mas pela regra da cadeia podemos escrever: 

 
0

Xo
dX dV
dV dV

ρ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (10) 

Logo, a expressão da densidade euclidiana em termos da densidade no volume irregular 
(rugoso ou poroso) pode ser expressa como: 

 
0

Xo X
dV
dV

ρ ρ= . (11) 

observe que o seguinte termo é válido para a conservação da massa, quando a grandeza , 
X m≡  é dada por esta. obtendo: 

 0 0dV dV dmρ ρ= = . (12) 

diz que a massa dentro do volume considerado permanece constante: 
Chamando de complementar da porosidade ς  ao seguinte termo: 

 
0

dV
dV

ς = . (13) 

logo temos que: 

 Xo Xρ ρ ς= . (14) 

as densidades reais e a aparente estão relacionadas uma com a outra pelo complementar da 
porosidade local. 

Esta última equação será utilizada dentro de outras equações que se seguem para se fazer 
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as correções necessárias para os termos de rugosidade de superfícies e volumes. 

2.5 Conceito tensorial de rugosidade 

O conceito de rugosidade que descreveremos, a seguir, permite o desenvolvimento de uma 
teoria de campo contínuo contendo irregularidades onde os teoremas fundamentais (Teorema 
da Divergência e Teorema de Gauss, etc) podem ser inseridos nesta teoria, de forma análoga a 
teoria de campo contínuo clássico regular (escalar, vetorial ou tensorial) da qual já estamos 
acostumados. 

 
Figura 5. Rugosidade de uma linha ou de uma superfície em relação a uma projeção média lisa de referência. 

Consideremos uma linha ou superfície rugosa se esta apresenta qualquer desvio ou 
“deformação” relativa a uma reta ou a um plano médio de projeção dito liso, isto é, sem 
rugosidade, conforme mostra a Figura 5. 

Observe que a rugosidade pode ser localizada ou distribuída. Quando esta “rugosidade” for 
do tipo volumétrica, isto é, se achar no interior de um volume qualquer, chamá-la-emos de 
porosidade volumétrica. Pois em termos de uma generalização dimensional esta idéia é 
consistente com a teoria fractal, por exemplo. 

É preciso não confundir a rugosidade tensorial que será definida a seguir com o tensor 
gradiente de deformação /x X= ∂ ∂F  da Mecânica do Contínuo Clássica. Este último é um 
dos tensores que transforma as coordenadas não deformadas em coordenadas deformadas. 

É necessário obter uma expressão matemática que defina a rugosidade de forma local, ou 
seja, dependente das coordenadas. Neste sentido, podemos definir e equacionar a rugosidade 
de uma superfície irregular da seguinte forma: 

 [ ] ( )0
00

ˆ ˆdA dA n n
dAdA

ξ = = ⊗
r

r . (15) 

o símbolo " "⊗  denota o produto tensorial entre dois vetores, ou seja, i j ija b a b A⎡ ⎤⊗ = ≡⎣ ⎦
rr  que 

é uma matriz correspondendo a um tensor de ordem 2, onde dA
r

 é o elemento de área sobre a 
superfície rugosa e 0dA

r
 é o elemento de área sobre a superfície lisa. 

Observe que o elemento de área rugosa dA
r

 e o elemento de área sobre a superfície lisa 

0dA
r

 podem ser escritos como: 

 
0 0 0

ˆ

ˆ
dA dAn

dA dA n

=

=

r

r . (16) 

ou seja, estes elementos de superfícies estão relacionados ao vetor normal em cada ponto das 
superfícies rugosa e projetada, respectivamente. Portanto, cada um destes elementos depende 
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das coordenadas das superfícies: 

 
( )
( )0 0

,

,

A A x y

A A x y

=

=

r r

r r . (17) 

A operação diferencial em Eq. (17), na verdade, dá origem a um “tensor de rugosidade” que 
pode ser chamado de “gradiente de superfície” e este por sua vez está relacionado ao tensor 
de curvatura ou a variação do vetor normal com a posição sobre a superfície rugosa 
(Mariano, 2003). 

O tensor de rugosidade em 3D pode ser escrito explicitamente em coordenadas cartesianas 
como: 

 [ ]

2 2 2

2 2 2

2 2 2

A A A
x x x y x z

A A A
y x y y y z

A A A
z x z y z z

ξ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

≡ ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

. (18) 

A Eq. (17) pode ser reescrita como: 

 [ ] 0.
S

A dAξ= ∫
r r

. (19) 

Esta relação nos ajuda a obter valores de área rugosas em termos da rugosidade. 

2.6 Taxas, fluxos e equações de movimento generalizados em termos de geometrias 
rugosas 

Na natureza algumas grandezas dinâmicas podem ser representadas por meio de taxas e 
fluxos generalizados. Entre eles está a taxa e o fluxo de massa, o fluxo de calor, o fluxo de 
momento linear, etc., que atravessa um corpo, por exemplo. 

Definimos a taxa de uma determinada grandeza X  como sendo: 

 d
dt

=
XX& . (20) 

a derivada temporal de uma grandeza X  define uma grandeza chamada de derivada material 
no contínuo. 

De forma geral o fluxo de uma grandeza generalizada X  que atravessa uma área 
infinitesimal, odA

r
, em um intervalo infinitesimal de tempo, dt, é definido como: 

 
0 0

Xo
d d d

dtdA dA
⎛ ⎞≡ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

X XJ
&
r r . (21) 

Esta grandeza, X , é de natureza geral e pode ser um escalar (massa M, carga elétrica q, 
calor Q, energia U entropia S, etc.) ou um vetor (momento pr  , velocidade vr , etc.) ou um 
tensor  (tensão σ , Polarização P , etc.). O sobrescrito “ 0 ” indica que a geometria 
considerada é a geometria euclidiana regular. 
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2.7 O Fluxo de generalizado, JX0, através de uma superfície rugosa 

Considere a superfície irregular A
r

 e a sua respectiva projeção 0A
r

 no plano euclidiano, 
pelas quais passam o fluxo de alguma grandeza 0X X≡ , pois sua medida absoluta não 
depende da rugosidade da superfície. 

Seja XoJ
r

 o fluxo generalizado da grandeza X  

 0

0
Xo

dXdJ
dtdA

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r . (22) 

onde 0A
r

 é a área de projeção euclidiana de A
r

, conforme mostra a Figura  6. 

 
Figura  6. Fluxo através de uma superfície irregular A contida em uma superfície euclidiana regular aparente 

projetada 0A
r

. 

Vamos a partir de agora definir o fluxo generalizado, 
0XJ , das grandezas generalizadas, 

0X  consideradas anteriormente, como sendo: 

 
0

0

0
X

dXd dAJ
dA dt dA

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (23) 

onde 0 0 0 0, , , ,X m p F U etc=
r rr . 

Desde que dX/dt é uma derivada material para as grandezas X = Q (calor), q (carga 
elétrica), C (concentração), p (momento), etc. O fluxos correspondentes podem ser definidos 
como JX = JQ (fluxo de calor), Jq (fluxo de corrente elétrica), Jρ (fluxo de massa), Jp (fluxo de 
momento = pressão + tensão tangencial), etc, dados respectivamente pelas lei de Fourier, 
Ohm, Fick, Newton, etc. 

Normalmente o fluxo 
0XJ

r
 está associado a uma densidade 

0Xρ  e a uma velocidade 
0Xvr  do 

processo ou fenômeno em questão: 

 
0 0 0 0

0

0
X X X X

dXd dAJ J v
dtdA dA

ρ⎛ ⎞≡ → =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r r r

r r . (24) 

Observa-se que mesmo uma densidade (como no caso da tensão mecânica que é uma 
densidade de energia por unidade de volume) esta também pode ser o fluxo de uma outra 
grandeza (no caso da tensão mecânica é um fluxo de momento). Assim densidades, fluxos e 
velocidades generalizadas estão associadas umas as outras. Logo para o caso onde se escolhe 
a grandeza 0 0X p≡

r  correspondendo ao momento linear da partícula tem-se que o seu fluxo 
correspondente é dado por: 
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0 0

0

0
p p

dpd dAJ J
dtdA dA

⎛ ⎞≡ → =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0σr r

rrr r
r r . (25) 

onde 
0pJ = 0σr

r
 é também relacionado ao tensor das tensões o qual será utilizado mais adiante. 

Veja também que na escolha da grandeza 0 0X p≡
r  igual ao momento linear o fluxo 

0pJ r

r
 do 

momento linear corresponde à densidade volumétrica de forças ou ao gradiente do tensor das 
tensões: 

 
0 00X pFf Jρ≡ = ∇r r

r r
. (26) 

ou seja todas essa são formas de expressar a mesma grandeza ou a relação entre elas. 
Se a área 0A

r
 que o fluxo XoJ

r
 atravessa é a área de projeção euclidiana, para passar esta 

equação para a descrição irregular (fractal ou não) basta incluir a derivada em relação a área 
de superfície rugosa da seguinte forma: 

 0

0
Xo

dXd dAJ
dtdA dA

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r

r r . (27) 

Observe que na Eq. (27) manteve-se a descrição fenomenológica em termos da área 
projetada onde apenas a correção da rugosidade foi acrescentada. Desta forma o fluxo em 
termos da superfície de área rugosa é dado de forma análoga a Eq. (22), como: 

 0
X

dXdJ
dtdA

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r . (28)  

Observe que embora as grandezas 0X X≡  sejam equivalentemente as mesmas, os seus 

fluxos generalizados XJ
r

 e XoJ
r

 não são. 

Portanto, podemos escrever Eq. (27) da seguinte forma: 

 
0

Xo X
dAJ J
dA

=
r

r r
r . (29)  

onde definindo-se o tensor rugosidade [ ]ξ  dado em Eq. (17) por: 

 [ ] ( )0
00

ˆ ˆdA dA n n
dAdA

ξ ≡ = ⊗
r

r . (30) 

logo, a equação do fluxo atuante na superfície rugosa é: 

 [ ]Xo XJ J ξ=
r r

. (31) 

2.8 A equação de movimento generalizada 

Para descrever o processo de dissipação de energia em um caminho rugoso é necessário: 
I) Postular que a energia para criar uma superfície no caminho rugoso é a mesma que a 

energia no caminho projetado, 0L , então, Vo VU U=  e 0Π = Π  (esta é a equivalência 
previamente proposta por Irwin). 
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II) Postular que os formalismos matemáticos da Mecânica do Contínuo são invariantes, 
isto é, são os mesmos em um caminho de rugoso e em um caminho projetado. 

Mantendo-se a relação entre as taxas temporais da grandeza X inalterada, a partir de Eq. 
(28) e Eq. (29) temos que: 

 0 .Xo X
dX J dA J dA
dt

= =∫ ∫
r rr r

. (32) 

Definindo-se o divergente como sendo: 

 
0

. Xo
d dXJ

dV dt
⎛ ⎞∇ ≡ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
. (33) 

e 

 . X
d dXJ

dV dt
⎛ ⎞∇ ≡ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
. (34) 

Aqui é importante observar como o teorema da divergência pode ser escrito a partir de Eq. 
(29) e Eq. (32) em termos de volumes que envolvem ou não rugosidades ou irregularidades, 
fractais, obtendo-se: 

 0 0.Xo XoJ dA J dV= ∇∫ ∫
rr r

. (35) 

e 

 . .X XJ dA J dV= ∇∫ ∫
rr r

. (36) 

Substituindo Eq. (35) e Eq. (36) em Eq. (22) ou Eq. (32), temos: 

 0. . .Xo X
dX J dV J dV
dt

= ∇ = ∇∫ ∫
r r

. (37) 

Trocando a ordem das derivadas Eq. (33) e Eq. (34) pela regra de Schwartz para funções 
com derivadas contínuas podemos escrever: 

 
0

. Xo
d dXJ
dt dV
⎛ ⎞

∇ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
. (38) 

e 

 . X
d dXJ
dt dV
⎛ ⎞∇ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
. (39) 

substituindo Eq. (8) e Eq. (9) nas Eqs. (38) e (39), respectivamente, temos: 

 . Xo Xo
dJ
dt
ρ∇ =

r
. (40) 

e 

 . X X
dJ
dt
ρ∇ =

r
. (41) 

Escrevendo a Eq. (38) ou (40) da continuidade em termos da Eqs. (29) e (11) 
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 ( )0
0 0

ˆ ˆ. X X
dA d dVJ n n
dA dt dV

ρ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

∇ ⊗ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r
. (42) 

ou em termos do tensor rugosidade [ ]ξ  dado na Eq. (17) e do complementar da porosidade ς  
dada na Eq. (13) temos: 

 [ ]( ) ( ). X X
dJ
dt

ξ ρ ς∇ =
r

. (43) 

Definimos a equação da continuidade na nova roupagem geométrica para várias 
fenomenologias que dependem de geometrias irregulares. Neste conjunto de fenomenologias 
estão os fenômenos: da difusão, transferência de calor, escoamento viscoso, deformação de 
sólidos, mecânica da fratura, eletromagnetismo, etc. 

A equação de movimento Eq. (43) pode ser ainda generalizada, porque as forças de 
superfícies sempre podem ser escritas como divergentes de fluxos, da seguinte forma: 

 [ ]( ).S Xf J ξ= ∇∑
r r

. (44) 

logo temos: 

 ( )V S X
df f
dt

ρ ς+ =∑ ∑
r r

. (45) 

onde, Vf∑
r

, é a somatória da densidade de forças de volume, e Sf∑
r

 é a somatória da 

densidade das forças de superfície. 

2.9 Modificação da equação constitutiva de potenciais vetoriais – caso elástico 

Para os propósitos deste trabalho vamos estudar os fenômenos de potencial vetorial como a 
teoria da elasticidade e a mecânica da fratura. 

Robert Hooke descobriu a relação entre tensão e deformação de um material elástico. Na 
versão generalizada de sua lei para o campo de tensão-deformação para meios irregulares com 
porosidade devemos ter: 

 ( )0 0 0 0
.

2
T

X X X XJ μλ ρ ρ ρ= ∇ + ∇ +∇
r

. (46) 

Observe que embora a expressão original da Lei de Hooke seja escrita em termos dos 
gradiente de deformação aqui ela foi escrita de forma generalizada em termos das densidade 
que além de incluir originalmente o gradiente de deformação inclui também o efeito das 
irregularidades geométricas. Logo, com a correção das irregularidades (porosidades) temos: 

 
0 0 0

.
2

T
Xo X X X

dV dV dVJ
dV dV dV

μλ ρ ρ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ∇ + ∇ +∇⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

r
. (47) 

explicitando a operação do gradiente sobre os termos entre parêntesis temos: 
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0

0 0 0 0

.

2

Xo X X
o

T T
X X X X

dV dVJ
dV dV

dV dV dV dV
dV dV dV dV

λ ρ ρ

μ ρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∇ + ∇ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ∇ + ∇ +∇ + ∇⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

r

. (48) 

ou seja, a equação do fluxo de campo escalar com irregularidades atuante no volume poroso: 

 
[ ].

2

Xo X X

T T
X X X X

J λ ς ρ ρ ς
μ ς ρ ρ ς ς ρ ρ ς

= ∇ + ∇ +

⎡ ⎤+ ∇ + ∇ + ∇ + ∇⎣ ⎦

r

. (49) 

reorganizando os termos dessa equação tem-se: 

 ( ) ( ) ( ) ( ).
2 2

T T
Xo X X X X

Energética Geométrica

J μ μς λ ρ ρ ρ ρ λ ς ς ς⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∇ + ∇ +∇ + ∇ + ∇ +∇⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r

1444442444443 14444244443

. (50) 

ou para as superfícies rugosas 

 ( ) [ ].
2

T
Xo X X XJ μλ ρ ρ ρ ξ⎛ ⎞= ∇ + ∇ +∇⎜ ⎟

⎝ ⎠

r
. (51) 

Neste conjunto de fenomenologias que seguem a equação da continuidade estão os 
fenômenos, do escoamento viscoso, a deformação de sólidos, mecânica da fratura, 
eletromagnetismo, etc. 

2.10  Equação do potencial vetorial para porosidades no domínio 

Para se escrever uma equação de movimento para o campo elástico com irregularidades, 
podemos substituir  Eq. (14)  na Eq. (47) ou a Eq. (49) e Eq. (11) na Eq. (40) temos: 

 
0 0 0

. .
2

T
X X X X

o

dV dV dV d dV
dV dV dV dt dV

μλ ρ ρ ρ ρ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∇ ∇ + ∇ +∇ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
. (52) 

ou desenvolvendo os operadores internos a partir de da Eq. (52) 

 0 0

0 0 0 0 0

. .

.
2

X X

T T
X X X X X

dV dV
dV dV

dV dV dV dV d dV
dV dV dV dV dt dV

λ ρ ρ

μ ρ ρ ρ ρ ρ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∇ ∇ + ∇ +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+∇ ∇ + ∇ +∇ + ∇ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (53) 

para , cteλ μ =  temos: 

 0 0

0 0 0 0 0

. .

.
2

X X

T T
X X X X X

dV dV
dV dV

dV dV dV dV d dV
dV dV dV dV dt dV

λ ρ ρ

μ ρ ρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ ∇ + ∇ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ∇ ∇ + ∇ +∇ + ∇ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (54) 
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executando o cálculo do gradiente e do Laplaciano com irregularidades no domínio tem-se: 

 
( )

( ) ( )

2

2 2

2 . .

. 2 2
2

X X X

T T T T
X X X X X X

d
dt

λ ρ ς ρ ς ρ ς

μ ρ ς ρ ς ρ ς ρ ς ρ ς ρ ς

⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ + ∇ ∇ + ∇ =⎣ ⎦
. (55) 

ou 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 . .

. 2 . .
2 2 . .

X X X

T
X X X X

XT T T
X X X

d
dt

λ ρ ς ρ ς ρ ς

ς ρ ρ ς ρ ς ς ρμ ρ ς
ρ ς ρ ς ρ ς

⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +⎣ ⎦
⎡ ⎤∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +

+ =⎢ ⎥
⎢ ⎥∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇∇⎣ ⎦

. (56) 

ou agrupando em termos semelhantes tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 . . . . .
2 2

2 . . .

T T
X X X X

Energética Geométrica

T
X X X X

Termos de Interação

d
dt

μ μλ ρ ρ ρ ς λ ς ς ς ρ

λ ρ ς μ ρ ς ρ ς ρ ς

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

+ ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ =

14444444244444443 14444444244444443

14444444244444443

. (57) 

Esta é uma proposta de equação de movimento para um meio elástico com irregularidades. 
Utilizando-se a equivalência entre rugosidade e o complementar da porosidade dado na Eq. 
(13) para descrever o potencial vetorial Xρ  na superfície do material. 

Observe que a parte energética possui forma análoga à parte geométrica, ou seja, 
isoladamente as soluções são análogas, a menos do termo de interação. È certo que a solução 
de uma equação do tipo mostrada na Eq. (57) é muito complexa, por isso precisamos recorrer 
a métodos alternativos ou aproximados. Uma das alternativas é acrescentar correções do 
termo de porosidade ponto a ponto no domínio a partir da solução primitiva sem 
irregularidades (problema euclidiano), ou seja, corrige-se a solução do problema elástico sem 
irregularidades acrescentando-se termos de correções ponto a ponto no domínio para se obter 
a solução com irregularidades. Outra alternativa é corrigir a solução sem irregularidades com 
modelos geométricos fractais desde que a geometria do problema seja fractal que possa 
aceitar tais correções. 

Para o caso estático tem-se ( ) / 0Xd dtρ ς = , logo: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 . . . . .
2 2

2 . . . 0

T T
X X X X

T
X X X

μ μλ ρ ρ ρ ς λ ς ς ς ρ

λ ρ ς μ ρ ς ρ ς

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

+ ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ =

. (58) 

2.11  Equação do potencial vetorial para as superfícies rugosas 

Para se escrever uma equação de movimento para o campo elástico com irregularidades, 
podemos substituir a Eq. (51) na Eq. (43) e obter: 

 ( ) [ ] ( ). .
2

T
X X X X

d
dt

μλ ρ ρ ρ ξ ρ ς⎡ ⎤⎛ ⎞∇ ∇ + ∇ +∇ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. (59) 

Logo 
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[ ] ( ) [ ] [ ] ( )

( ) [ ] ( )

. . . .
2

2

T
X X X X

T
X X X

d
dt

μξ λ ρ λ ρ ξ ξ ρ ρ

μ ρ ρ ξ ρ ς

⎛ ⎞∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ∇ +∇ ∇ =
. (60) 

ou reescrevendo temos: 

 
[ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( )

. . .
2

.
2

T
X X X

T
X X X X

d
dt

μξ λ ρ ρ ρ

μ ρ ρ λ ρ ξ ρ ς

⎡ ⎤⎛ ⎞∇ ∇ +∇ ∇ +∇ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ∇ +∇ + ∇ ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦

. (61) 

E finalmente 

 
[ ] ( ) ( )( )

( ) [ ] ( )

2. . .
2

.
2

T
X X X

T
X X X X

d
dt

μξ λ ρ ρ ρ

μ ρ ρ λ ρ ξ ρ ς

⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ∇ +∇ + ∇ ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦

. (62) 

Esta é uma proposta de equação de movimento para um meio elástico com rugosidades na 
superfície. 

Para o caso estático tem-se ( ) / 0Xd dtρ ς = , logo: 

 
[ ] ( ) ( )( )

( ) [ ]

2. . .
2

. 0
2

T
X X X

T
X X X

μξ λ ρ ρ ρ

μ ρ ρ λ ρ ξ

⎡ ⎤∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ∇ +∇ + ∇ ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦

. (63) 

Reescrevendo esta equação temos: 

 
( ) ( )( )

( )
[ ]
[ ]

2. . .
2 0

.
2

T
X X X

T
X X X

μλ ρ ρ ρ ξ
μ ξρ ρ λ ρ

∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ ∇
+ =

∇ +∇ + ∇
. (64) 

O que resulta em duas equações separadas: 
Uma para problema elástico sem rugosidade: 

 ( ) ( )( ) ( )2. . . . 0
2 2

T T
X X X X X Xkμ μλ ρ ρ ρ ρ ρ λ ρ⎛ ⎞∇ + ∇ ∇ +∇ ∇ − ∇ +∇ + ∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (65) 

e outra apenas para a rugosidade: 

 [ ] [ ] 0kξ ξ∇ + = . (66)  

 Isto nos faz acreditar que o problema que apresenta apenas rugosidade na superfície 
com interior do domínio sólido, pode ser resolvido apenas com funções de correção 
geométrica, como no caso de uma trinca rugosa como será mostrado mais adiante nos 
resultados.  

 A solução da Eq. (66) é do tipo:  
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 [ ] [ ] ( )0
exp .k rξ ξ= −

r . (67)  

Isto significa que o efeito da rugosidade sobre o campo do potencial em questão é atenuado 
exponencialmente à medida que um observador se afasta da borda rugosa ( )0r =r  para o 

interior do domínio do campo ( )r →∞
r

. 

3 SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL E METODOLOGIA 

Neste artigo vamos definir o problema sem irregularidades (será chamado de P1) e com 
irregularidades (será chamado de P2) e vamos solucioná-los por pelos menos dois métodos 
numéricos (Diferenças Finitas e Elementos Finitos) para obter um crivo numérico seguro que 
possa garantir a correta solução desses problemas. Depois procuraremos inferir a solução P2 a 
partir de P1 por alguma aproximação ou correção a qual chamaremos esse de problema 
equivalente (será chamado de PE). Desta forma poderemos obter o conhecimento da 
influência das irregularidades em um problema elástico. 

4 RESULTADOS COMPUTACIONAIS 

Analisando-se agora o efeito da rugosidade de uma trinca sobre o campo de tensão elástico 
em um material frágil, observa-se o que era esperado pelas Eqs. (65) e (66), ou seja, uma 
perturbação geométrica na intensidade do campo ao redor da falha, mas que se atenua à 
medida que se afasta da rugosidade da trinca na direção do interior do material conforme 
mostra a Figura 7 para a componente XXσ . 

 

Figura 7. Imagem do resultado da simulação numérica do campo de tensão sem rugosidade. Sigma XX sem 
rugosidade e com rugosidade. 

Para grandes distancias longe do efeito da rugosidade superficial espera-se que os valores 
do campo elástico para o caso sem e com rugosidade se aproxime um do outro. O mesmo 
observa-se para as outras componentes do campo como no caso do cisalhamento dado pela 
intensidade da componente XYσ , conforme mostra a Figura 8. 
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Figura 8. Imagem do resultado da simulação numérica do campo de tensão sem rugosidade. Sigma XY sem 

rugosidade e com rugosidade. 

A componente do campo que apresentou menor variação quanto a sua forma foi a 
componente YYσ , conforme mostra a Figura 9. Mesmo para as direções principais 1σ  e 2σ  as 
formas do campo sofrem o mesmo tipo de perturbação na sua intensidade devido a geometria 
rugosa da trinca. 

Quando se gráfica a intensidade da componente YYσ  do campo em função do raio na 
frente da trinca para um ângulo 0θ = °  obtém-se os gráficos da Figura 10. Esta figura mostra 
o campo de tensão sofreu um efeito na sua intensidade devido a geometria rugosa da trinca. 

 
Figura 9. Imagem do resultado da simulação numérica do campo de tensão sem rugosidade. Sigma YY sem 

rugosidade e com rugosidade. 
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Figura 10. Gráfico da intensidade do campo de tensão na ponta da trinca em função da distancia r sem e com 
rugosidade. 

5 DISCUSSÃO 

5.1 Aspecto geral do campo de tensão ao redor de uma trinca rugosa 

Classicamente, um meio elástico frágil possui um campo tensorial assintótico, cujo 
expoente de singularidade, fornece uma função homogênea para o campo de tensão na ponta 
de uma trinca em função da distância r  na frente da trinca (Hutchinson 1968; Rice & 
Rosengren, 1968) do tipo: 

 ( ) , ,
, ,

1
~ I II III

I II III n
n

K
r

r
σ

+
. (68) 

onde 1n = , é o grau de homogeneidade da função do campo de deformação do meio elástico 
dado pela lei de Hooke 

Modelos da literatura têm discutido a singularidade do campo de tensão de uma trinca 
rugosa fractal (Balankin, 1994; Mosolov 1991, 1992, 1993, Yavari, 2002). Mosolov (1991, 
1992) foi o primeiro a fazer conjecturas sobre o campo de tensão de uma trinca fractal rugosa 
em uma meso-escala. Mosolov (1993) sugeriu que se esse campo elástico deveria possuir um 
expoente de singularidade fracionário associado a dependência assintótica com a distância r  
na frente da trinca dado pela expressão: 

 ( ) , ,
, , ~ I II III

I II III

K
r

rα
σ . (69) 

onde: 

 2
2 2

BD Hα −
= = . (70) 

Yavari (2002) discutiu a expressão proposta por Mosolov (1993) e também a proposta de 
Balankin (1994), Yavari (2002) acredita que a expressão do campo pode tensão na ponta de 
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uma trinca fractal deve satisfazer a seguinte expressão: 

 ~ IK
rβ

σ . (71) 

onde: 

 2 1
2
H

H
α −
= . (72) 

e ainda Yavari (2002) afirma que singularidade deste campo depende do modo de fratura 
imposto sobre a trinca. 

Quando se utiliza um mapeamento do campo elástico ao redor de uma trinca a partir de 
uma expressão obtida por uma solução analítica do campo de tensão observa-se que uma 
mudança no expoente 1/ 2α =  para um outro expoente α  dado pela Eq. (72) muda-se 
brutalmente os aspecto geral do campo elástico ao redor de uma falha, conforme mostra a 
Figura 11. 

 

Figura 11. Campo de  Tensão yyσ  no Modo I de Fratura com singularidade  a) Modelo Clássico 1/ 2α = − ; b) 

 Modelo de MOSOLOV 0,4α = − . 

Esta figura mostra como varia o aspecto do campo de tensão elástico ao redor de uma falha 
se a singularidade muda. 

Contudo, resultados preliminares do nosso estudo numérico do campo de tensão na ponta 
de um entalhe com rugosidade senoidal para o problema elástico sem propagação de trinca, 
mostra que o campo de tensão possui uma dependência assintótica com a posição r na frente 
da trinca que varia desde uma valor α  máximo que depende do material até uma valor α  
mínimo igual a 1/ 2 , que corresponde ao valor clássico. Ou seja, nosso estudo preliminar, 
mostra que a singularidade do campo de tensão na ponta da trinca varia como se fosse um 
multifractal e que não há um único expoente fractal na ponta da trinca, mas este varia com a 
posição r . 
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Figura 12. Exemplo preliminar de pontas de rugosidade penetrando em regiões intensas da vizinhança do campo 
escalar ou vetorial de tensão da ponta principal gerando outras zonas plásticas (cardióide para tensão plana) 

simulado pelo método de Diferenças Finitas para um campo escalar. 

Um outro resultado preliminar simulado por Diferenças Finitas e Elementos Finitos, 
mostra que pontas de rugosidade que penetram regiões intensas da vizinhança dos campos 
escalares ou vetoriais de tensão da ponta principal da trinca geram outras zonas plásticas 
(cardióide para tensão plana) conforme mostra a Figura 12. 

6 CONCLUSÕES 

Para uma trinca rugosa, observa-se que novas cardióides surgem além daquela da trinca 
principal, quando protuberâncias dessa rugosidade penetram dentro de uma região mais 
intensa do campo de tensão na ponta da trinca. Isto os leva a concluir que a rugosidade 
permite uma forma alternativa de dissipação que pode levar a bifurcação da trinca em 
processo de altas taxas de deformação para trincas rápidas, por exemplo. Este resultado 
corrobora o que já havia sido demonstrado experimentalmente por Fineberg (1992). A 
singularidade dom campo de tensão na ponta da trinca não possui uma única dimensão fractal 
de rugosidade, mas depende da posição na frente da ponta da trinca. 
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