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Abstract. The radial integration method is a method to transform domain integrals into &gund
integrals in the boundary element formulation. It is easy to implement, doesquites particular so-
lutions, and is quite suitable to problems were fundamental solutions are Itliffiéonplement or even
unknown. However, its main drawback is the computational cost that is tighe other techniques
as dual reciprocity or cell integration. This article discusses the numespacts of its implementa-
tion. The dependence of the response on the number of integration poamalysed. Accuracy and
computational costs are compared with other techniques and results seatprefor heat transfer.
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1 INTRODUCAO

Métodos classicos para solugéo de problemas do continuogenlearia geralmente fazem
uso de alguma forma de discretizacdo de dominio. O mais gogestes métodos € o método
dos elmentos finitosZjenkiewicz and Taylarl991) que aproxima as variaveis sobre pequenas
partes do dominio, chamadas elementos finitos, em termasdéds de interpolacéo polino-
mial. As desvantagens dos elementos finitos é que grandesaades de dados sao necessarias
para discretizar o dominio completo, especialmente parhlgmas tridimensionais, e que a
técnica, as vezes, da resultados imprecisos. Isto é dartitente verdadeiro para os casos de
funcdes descontinuas, singularidades ou fun¢des quenvea@Eidamente. Ha também dificul-
dades na modelagem em regides infinitas e problemas em quecoremse move.

A aplicacdo do método dos elementos de contorno requeerprefialmente, que a solucao
fundamental para o problema em consideracgéo seja conl{&elzbia and Domingue4992
Banerjee 1992. Essa solucdo fundamental deve levar em conta todos osgetanequacao
governante de forma a obter uma formulacdo onde apenas arcord discretizado. Quando
isso nao for possivel, os termos ndo considerados na obtelac&olucado fundamental pro-
duzirdo integrais de dominio que, preferencialmente, deser transformadas em integrais de
contorno. A primeira alternativa é fazer a transformacaaiaera integral de dominio em in-
tegral de contorno. Pérem, isto s6 é possivel quando os semdmw considerados sdo fungdes
apenas da geometria. A segunda alternativa é transferieib@seda integral de dominio para o
contorno usando-se o método de elementos de contorno geo@dade dualfartridge et aJ.
1992 ou da integracéo radialGag 2002. Estes procedimentos sdo mais gerais e podem ser
empregados para quaisquer termos. Neste trabalho o méeddeinentos de contorno € apli-
cado a problemas de potenciais cujas for¢as de corpo sadefsida solucao do problema. As
integrais de dominio serdo transformadas em integrais if®rem usando o método de inte-
gracao radial.

2 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

Considere a equacéo diferencial escrita na forma:

Viu+b=0 (1)
ondeu é uma funcéo potencial qualquek@ é o operador diferencial laplaciano dado por
0? o?

2—_ [
V=02 T (2)

Embora exista solucdo fundamental para a equacéo dief@ré¢hg; a formulacéo de ele-
mentos de contorno deste trabalho utilizara a solucdo fuoedtal da equacéo de Laplace, ou
seja,

V2u* = —6 (v — d) 3

ondex é 0 ponto campa] é o ponto fonte é € o delta de Dirac.
A solucéo fundamental da equacéo (1) € bem conhecida e dada po

1
u'=—IgR 4)
27

ondeR é a distancia entre o ponto fonte o ponto campa.
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Aplicando o procedimento padrdo dos elementos de contosguacao e considerando
como for¢a de corpo, obtém-se a seguinte equacao integral:

cu (d) —/Su*qujL/Sq*udS—i-/Au*bdA:O (5)

Note que existe uma integral de dominio na equa&jo Essa integral de dominio sera
transformada em integral de contorno usando o procedinpeopmsto neste trabalho.

3 TRANSFORMACAO EXATA

A integral de dominio da equacab) (pode ser calculada por integracdo direta, através de
células, na ared. Contudo, a formulagdo dos elementos de contorno perde iswipgt atra-
tivo que € a discretizacdo somente do contorno. Nesta sag@ategrais de dominio oriundas
das forcas de corpo sao transformadas em integrais de gorgor uma transformacgao exata.

A integral de dominio da equacéo integi@)l jode ser escrita em coordenadas polares como:

/ bu*dA = / bu* pdpd0, (6)
A A

/bu*dA:// bu* pdpd0, (7
A 6Jo

onder € o valor dep em um ponto do contorn§ (veja figural).
Definindo F* como a seguinte integral:

ou

F*:/ bu* pdp, (8)
0

/ butdA = / Fdo. (9)
A 0

Considerando um angulo infinitesim#&l (Figural), a relacdo entre o comprimento do arco
rdf e o comprimento infinitesimal do contord®, pode ser escrito como:

pode-se escrever:

U
>

r

|

Cos v —

(10)

<lg|

ou

do — COS v

ds. (11)
T

Usando as propriedades do produto interno dos vetoregiositée r, indicados na Figura
1, podemos escrever:

g = 2L gs. (12)
T

Finalmente, substituindo a equacd®)(na equacéao9), a integral de dominio da equacao
(5) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

/bu*dA: F—n.rdS. (13)
A s T
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ds/2 »

Figure 1: Transformag&o da integral de dominio em integraahtorno.

O procedimento descrito nesta secao pode ser aplicado seyupra forca de corpo for
funcdo apenas da geometria, ou skja,b (x,y), em que

T =xq+ pcost (14)

Y = ya + psind, (15)
onde(z4,y4) S80 as coordenadas do ponto fonte.

4 METODO DA INTEGRACAO RADIAL - RIM

A transformacédo exata descrita nha se@apode ser aplicada quando a forca de cobpo
depende apenas da geometria. Quandiepende da variavel, um procedimento alternativo €
aplicado, que neste caso serd o método da integracdo rRNVGL (

O RIM aproxima a forga de corpipocomo uma soma d&/ produtos de funcdes de aproxi-
macaof™ e coeficientes a determinaf’, ou seja:

M
=) 4 (16)
m=1
Inserindo a equacad ) na equacaod), tem-se:
Z ) / F7 (Q, P)pdpdo (17)
ou
M -
=3 /9 | 7@ Ppdod, (18)
m=1 0
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onder € o valor dep em um ponto no contorn§ (ver Figural):
Definindo F(()) como:

(@) = [ 1@ P, (19)
pode-se escrever:
M
= mzl ™ /0 F™(Q)de. (20)

Substituindo a equagét?) na equagédo0), a equacéo integral de dominio da equadgo (
pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

(21)
Assim, a integral de dominio da equacépgode ser escrita como:
M Ne
PO ="y pltm, (22)
m=1 =1
onde
Fdm)
pldm) — / n.rdsS, (23)
S T
ou, na forma matricial, como:
1
i
PQ) = ["Dnrds [ 2@nrds . [P @nras |
Ym
(24)

Para calcular,,, € necessario considerar a forca de corpoiérpontos do dominio e do
contorno. No caso deste trabalho, estes pontos sdo os néstdom e alguns pontos internos.
Assim, a equacad.p) pode ser escrita como:

b = Fry (25)

e pode ser calculado como:

v =F"'b, (26)
Substituindo 26) na equacaod), tem-se:

PQ) = | [P @nris [2@nrds . [ P4@nrds |[F b,
(27)
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Escrevendo a equac&d/j para todos os pontos do dominio, isto é, todos 0s nds doroanto
e pontos internos, tem-se:

P = RF'b = Th, (28)

ondeT = RF !, P é um vetor que contém os valores B&)) em todos os pontos fontég
e R é uma matriz que contém todos os valores das inted@@@digj(lando esta equacéao é escrita
para todos os pontos fontés

As funcgdes de aproximacd®” serdo funcdes de base radial escritas em termdg dade
R é a distancia entre o centfio da funcdo de base radial e o ponto de integraéad\este
trabalho foi usada como fungéo de aproximacéo de base,radiaicédo dada por:

f=1+R (29)

Da Figura2, pode-se escrever:

Figure 2: Posi¢éo dos pontos no dominio.

R = /p*+12 —2plcos 3, (30)

ondel é a distancia entre os pontdse () e 5 € o angulo entre e [, conforme observado na
Figura2. A integral (15) é escrita como

Q) = /O % (\/p2 + 1% —2plcos B + 1) log (p) pdp, (31)

A integral da equacad() ndo pode ser calculada analiticamente. O céalculo numédsta
integral torna mais alto o custo computacional do RIM, umagquezno DRM né&o se faz inte-
gracao numérica na transformacao da integral de dominiategrais de contorno. A vantagem
mais interessante do RIM sobre o DRM para formulagfes quevamiohateriais anisotropicos
€ que as funcdes de aproximagfppodem ser escolhidas livremente, pois o0 RIM nédo usa as
solucdes particulares,,.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Para se verificar a performance do método proposto, foisatiium problema que possui
uma solucdo analitica.Trata-se de uma placa quadrada clonmdéacomprimento 1, ou seja,
(0<x<1e0<y<1)e sujeito a seguintes condi¢cdes de contorno:

u=0emz =0,
u=1lemz =1,
g=-2=0emy=0,
q:—g—Z:Oemyzl.

A solucéo analitica para este problema € dada por:

u™ = sin (%)

O problema foi analisado usando diferentes numeros de etesgv /) e numero de pon-
tos internos {V PI). A figura 3 mostra a malha com 4 elementos quadréaticos continuos e 9
pontos internos. A tabelamostra o erro percentual entre os diversos casos analiSadzso
percentual é dado por:

NPI+NN (uon — ui)Q

eh= Y. x 100% (32)
= S (uem)?

onde NN é o numero de nds no contorno. Conforme pode ser visto na tapela geral
ha uma boa concordancia entre os resultados numéricosigcasalcom erros quase sempre
inferiores a 1%. E possivel notar também que o erro diminoi ocoaumento do nimero de
pontos internos e com o numero de elementos na malha.

A figura4 mostra a influéncia do nimero de pontos de integracédo no erceqtual. Como
pode ser visto, 0 erro percentual tem um valor 6timo (minipera 4 pontos de integragao.
Aumentando o numero de pontos de integracdo, ha um ligeimeaio no erro percentual. O
erro percentual se estabiliza a partir de 8 pontos de irgégra

A figura 5 mostra a distribuicdo da variavelao longo da placa quadrada. Neste caso o
resultado foi obtido com 2 elementos por lado (8 elementastad) e 9 pontos internos, com
método da integracédo radial usando 4 pontos de Gauss.
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Figure 3: Malha e pontos internos (8 elementos de contornpons internos).
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Figure 4: Influéncia do nimero de pontos de integragédo ngpencentual.

6 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um estudo do método da integragib aplicados a problemas
potenciais com forcas de corpo dependentes da solucdo diema A solugcédo fundamental
utilizada foi a da equacdo de Laplace e as integrais de dompfovenientes das forcas de
corpo foram transformadas em integrais de contorno usang&t@do da integracao radial. Os
resultados mostraram que o método apresenta bom desemgamhaoma boa concordancia
com resultados analiticos. A concordancia melhora com ceatordo niumero de elementos
de contorno e do numero de pontos internos. O numero de pdatosegracao tem um valor
6timo no qual o erro percentual em relacéo a solucdo arsaétiminimo. A partir deste valor
otimo, o erro percentual tende a aumentar ligeiramente canmeento do numero de pontos de
integracao e, logo em seguida, se estabilizar.
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Table 1: Valores do erro para diferentes nimeros de elemerntontos internos

NPG NPI NE Erro (%)

4 1 4 1,0902
4 1 8 0,7951
4 1 12 0,7334
4 4 0,4750
4 4 8 03277
4 4 12 0,2824
4 9 0,2892
4 9 8 0,1546
4 9 12 0,1291
4 16 0,2732
4 16 0,0638
4 16 12 0,0503
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Figure 5: Distribuicdo da varidvel ao longo da placa quadrada.
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