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Resumo. A distribuicdo transiente de temperatura foi computada em elementos estruturais
bi-dimensionais, de material homogéneo e isotropico, com o tratamento direto das equagdes
integrais de contorno (EICD) a partir da equacao de difusdo. O modelo utiliza o método de
passos multiplos (ou método da convolucdo) considerando discretizagdo constante no tempo
e elementos isoparamétricos lineares. As integrais de contorno singulares sdo calculadas
analiticamente no sentido do valor principal de Cauchy. O nucleo das integrais singulares
utiliza apenas uma funcdo especial, a funcao integral exponencial, o que simplifica a
implementacdo computacional do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para
elementos continuos e descontinuos. Os resultados obtidos do modelo sdao comparados em
problemas com solucdo analitica, encontrados na literatura, mostrando a preciséo da
formulacao.
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1 INTRODUCAO

Varias técnicas numéricas tem sido propostas para gerar a representacao integral de
contorno da equacdo de difusdo. A formulagdo direta do Método dos Elementos de
Contorno para problemas transientes de temperatura vem do desenvolvimento da solugdo
fundamental dependente do tempo proposta por Morse e Feshbach (1953), Carslaw e Jaeger
(1959), entre outros. A aplicacdo dessa técnica foi empregada por Chang et al. (1973) e Shaw
(1974) e estendida por Wrobel e Brebbia (1979) para funcdes interpoladoras do espago e
tempo de ordem maior.

As equacdes integrais de contorno obtidas pela formulacdo direta sdo discretizadas para
os elementos de contorno, possibilitando a implementagdo computacional do modelo. As
integrais discretizadas no espago e tempo para cada elemento sdao avaliadas analiticamente
ou numericamente conforme a posi¢do do ponto fonte ou a abordagem do método. O foco
desse trabalho é o desenvolvimento da formulagdo analitica das integrais quando o ponto
fonte pertence ao elemento em estudo, tanto para elementos continuos como para
elementos descontinuos.

A abordagem analitica das equacdes integrais vem sendo alvo de estudos devido ao
desenvolvimento dos softwares de analise simbdlica de equacbes matematicas complexas
como Mathematica® ou MatLAB®, esses softwares possibilitam o desenvolvimento do
método para equagdes interpoladoras de espaco e tempo de ordens mais altas. Nesse
trabalho sao utilizadas fungdes interpoladoras de ordem linear para o espago e constante
para o tempo.

Adotar funcbes de ordem mais altas aumenta a precisdo quanto da descricdo
computacional do problema, porem deve-se tomar cuidado quanto a erros numéricos na
avaliacdo das fungdes complexas como integral exponencial ou gamma, tal erro inevitavel
origina-se da avaliagdo numérica dessas fungdes, o que também deve ser levado em conta
em uma analise custo beneficio entre a precisdo e o desempenho do método. O autor
observa que a avaliagdo dessas fungdes constitui grande parte do tempo de montagem das
matrizes e em um modelo de convolucao de matrizes, grande parte do tempo total de
avaliacao do problema.

O método de convolugdo de matrizes ou método de passos multiplos foi adotado nesse
artigo por ser mais adequado a formulacao direta do MEC, alem de ser mais preciso do que o
método de passos simples. Nesse método cada passo de tempo é avaliado utilizado os
resultados de todos os passos de tempo anteriores de forma que, a ndo ser em casos
especiais, todas as matrizes tém que ser reavaliadas para cada passo de tempo anterior
utilizado. A maior precisdo desse método se da ao fato que passos de tempo mais proximos
ao inicio acumulam um erro menor, de forma diminuir o erro em comparagdao a um método
que somente avalia o passo de tempo anterior. A desvantagem desse método é a maior
utilizacao de processamento e memoria.

2 FORMULAGCAO INTEGRAL DE CONTORNO

A solucdo fundamental da equacao de difuséo V2T=%Z—: que descreve a resposta

térmica em um ponto qualquer do dominio, ou ponto campo x, no instante de tempo t
gerada pela aplicagdo de uma fonte pontual de calor com intensidade tendendo ao infinito,
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também conhecida como funcéo delta de Dirac, aplicada em um ponto fonte X' do dominio
no tempo inicial to € mostrada a seqguir:

* 4 1
T (X,x, tp, t) m Xp( )H(T) (1)

onde T = t; — t, r a distancia entre o ponto fonte X' e o ponto campo x, d é a dimenséo do
problema, k é a difusividade térmica k= K/pc, K é a condutividade termal considerada
isotropica nesse artigo, p a densidade, ¢ o calor especifico e H(t) € a funcdo de Heaviside. A
equacao de difusao pode ser reescrita como uma equacao integral sobre o espago e tempo
utilizando a solucao fundamental e substituindo a segunda identidade de Green gerando a
equacao a seguir valida para qualquer ponto campo x e ponto fonte x' no contorno.

c(x)T(x,tp) + kf f —(x X, tg, to)T(x, t)dl
= kJ;OFj[: %(X, t)T*(x', X, tp, t)dl’dt +—[Q To(X)T*(x’, X, tF'tO)dQ (2)

A integral de dominio presente nesta equacdo pode ser suprimida considerando o
potencial inicial nulo. Existe também a possibilidade de transformar a integral de dominio em
uma integral de contorno em alguns casos particulares descrito em Wrobel (2002). A fungao
c(x) depende da geometria do contorno no ponto fonte.

Quando o elemento onde se deseja efetuar a integracdo ndo contiver o ponto fonte x’ a
integracdo no espaco pode ser avaliada utilizando uma técnica numérica como a utilizagdo
de pontos de Gauss por exemplo. A integracdo no tempo pode ser feita analiticamente
conforme mostrado a seguir:

ty “d n-r tr 2 r2 d n-r
ft qat= 2mkr? f a2 XP <_ 4_kr> L= 2mkr? exp(—as—1) — exp(—ay)] ®3)

f-1 tf-1
ty 1 (¥ r? r? ar exp( z)
T dt =— — ——|dt = E E 4
ft mr? 4kt exp( 4-kT> 47kaa " 4mk [ 1(le 1)~ 1(af)] (4)
f-1 f—1 f-1
r2 2 .. . )
onde af = ) ! - eEa funcdo integral exponencial E, com n =1, Abramowitz
(1972).

Deve se notar que no caso de tempo singular, t — tg, ar tende ao infinito, e as equagbes
anteriores podem ser simplificadas. Esse caso deve ser implementado de forma separada
para evitar erros gerados por divisdes com denominadores pequenos sendo que formulagdo
analitica para esse caso sera mostrada na se¢do seguinte.

Quando o elemento onde se deseja efetuar a integracdo contiver o ponto fonte X' a
integragcdo no espaco e no tempo sera avaliada analiticamente no sentido do valor principal
de Cauchy para elementos continuos e descontinuos. Cabe notar também que nesse artigo
foram utilizados elementos lineares, assim o produto interno n-r da equagao (3) € igual a
zero por defini¢do para esse caso.

3 FORMULAGAO ANALITICA DA INTEGRAL DE CONTORNO

A formulacdo analitica da Equacdo (2) foi planejada de forma a facilitar a implementacao
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computacional do MEC resolvendo as Equacdes (3) e (4) de forma unica tanto para
elementos continuos como para elementos descontinuos assim como para qualquer passo
de tempo, singular ou ndo singular, utilizando para isso parametros que dependem do tipo
de elemento e do passo de tempo.

3.1 Funcoes interpoladoras para elementos continuos e descontinuos

A necessidade em se trabalhar com elementos continuos e descontinuos se da ao fato que
o fluxo de temperatura, ou calor, depende do vetor normal a superficie em consideracao,
assim a discretizagdo do contorno em elementos lineares gera descontinuidade do valor da
normal entre dois elementos ndo colineares. A forma de tratamento utilizada nesse artigo ¢é a
duplicacdo do n6 comum a esses elementos ndo colineares e o deslocamento do né para o
interior do elemento, como mostrado na Figura 1.

As funcdes interpoladoras lineares sdo validas tanto para elementos continuos como para
elementos descontinuos, sendo o parametro a igual a zero para elementos continuos e igual
ao deslocamento para elementos descontinuos. O autor sugere utilizar o parametro a igual a
Y4 do comprimento do elemento descontinuo.

B \

Figura 1 — Funcdes interpoladoras

onde

0<r<a (—dr)

=1 i )

1- 0<r<l—-a (dr)
a—r
i 0<r<a (—dr)
¢2(T‘)=< a+‘r (6)

0<r<l—a (dr)

3.2 Parametros e equagoes analiticas

Os parametros utilizados sdo mostrados a seguir:

a’ a?

Y= ——— Y1 = 6
F7 4k(ty — tp) =17 4k(ty — tp + AY) ®)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 5577-5585 (2010) 5581

_ (L-a)? . L-a)?
& = 4Kk(tg — ty) 81 = 4k(tg — t; + At) ™
&1 — &¢ Yeo1 — Y
g = ———— oy = ——— 8
8T 516 AN ®)
&¢_ 1 —+/6 Ye_ i —4/Y
5, - I 5, - A AL ©

\/ 6f_16f vV Yf—lYf

onde At é o intervalo de tempo entre os passos, At ndo deve ser tomado muito pequeno
para evitar instabilidade numérica.

O indice dos parametros Y e & sdo referentes ao passo de tempo avaliado sendo f
referente ao tempo atual e f — 1 referente ao passo de tempo anterior sendo F o passo de
tempo final. O indice dos parametros o e B sdo referentes aos parametros Y e & para o tempo
atual e o tempo anterior sendo avaliados.

AEyy = Ey(n,Ye—1) — Ey(n,Yp) (10)
AEN,S = Ey(n, &¢_1) — Ey(n, &) 1y

AE é a variacao entre o valor da funcao integral exponencial E referente a Y e § para o
tempo anterior e o tempo atual, sendo n parametro da propria fungdo integral exponencial.

Ay =DEys + a5 — (AEgy + ay) (12)
Ays =DAEys+ s  Ayy =DEyy+ Py (13)

Ay, Ay, 5 € Ay,y sd0 parametros auxiliares.

A Equagdo (4) pode ser avaliada analiticamente para o ponto fonte coincidindo com o n6
a esquerda do elemento e com o n6 a direita do elemento pelas Equagdes (14) e (15)
respectivamente, mostradas a seguir:

tr
Fj tr—1

SZ:rL {(L —a)?(Ay+ DE15 — 241,5) + (L — a)(2aAy,y + alE; 5) + L(aAE; )} (14)

tr

o Jtr-1
SZ;L {(L—a)?(—Ay+DE15) + (L — a)(—2aAys) + a(—2ady,y + abE;y)} (15)

Quando o elemento for continuo, a = 0, ou quando o tempo atual for o tempo final,
tr — tp, entdo os parametros devem ser simplificados como mostrado na Tabela 1. Essa
simplificacdo se faz necessaria para evitar avaliar parametros com denominadores pequenos
ou funcdes em pontos ndo definidos.
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a=0et#tp a#0 e tr >ty a=0e t>tp
Ag = AEys + 1 1 1
0 08581 Ay = Ey(0,Yp_1) — En(0,8p_1) + VA Ay = Ey(0,6p_1) — 5
Al/zly =0 F-1 F-1 F—1
T adi;, v=0
alEry =0 Aty s = Ey(¥%2,6¢-1) — v /2
\/F_‘l A1y, 5= En(¥2,6p-1)
0 VR
Ay = En(%2Yeq) - T
F—1 F—1
AEyy = En(¥2,Y¢-1) alEjy =0
AE1,6 = EN (%, 6f—1) AEl,S = EN(l, 8F—1)

Tabela 1 — Valor dos Parametros em casos especiais

4 FORMULAGAO ANALITICA DA INTEGRAL DE CONTORNO

4.1 Exemplo 1

Uma chapa retangular com a = 10 m de comprimento e b = 8 m de largura submetida a
temperatura inicial T(x,y,0) = 0.0 °C e temperatura constante bordas T(0,y,t) = 1.0 °C, T(a,y,t) =
1.0°C, T(x,0,t) = 1.0 °C e T(x,b,t) = 1.0 °C assim como mostrado na Figura 2.

b

H _/ T

0 / a
T=1

Figura 2 — Geometria e condi¢es de contorno do Exemplo 1

Note que nesse exemplo a temperatura no interior do dominio varia em duas dire¢oes
(2D), a solucdo analitica obtida em Carslaw and Jaeger (1959) é:

Tyt =T 16T, i i (—1)ntm (2n + Dmx
PPUENT TR L L e DEmA ) 0\ 2a
n=0m=

((Zm + 1)1ty> [—knzt <(2n +1)?2 (2m+ 1)2>
cCoOSs|\—————)exp +

2b 4 a? b? (16)

Nesse exemplo serdo feitas duas simulacdes, uma utilizando o programa desenvolvido
com At = 1s e 20 elementos/linha e outra utilizando o pacote computacional ANSYS® com
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malha de 12 x 12 elementos retangulares e At = 1s, para os dois casos é considerado o ponto
central da chapa. Os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 3.

1 /l—"""""
0,9 -~
0,7 /

0,6
0,5

// == Analitico
0,4

03 / — At=1s
/ 20 Elem/reta
0,2
AT=1s
12x12Elem,
01 / ANSYS
0

15 20

Temperatura (°C)

10
Tempo (s)

Figura 3 — Temperatura no ponto central da chapa para o Exemplo 1

4.1 Exemplo 2

Nesse exemplo sera simulado uma chapa circular de raio a = 1m com condicdo inicial Ty
= 0.0°C e temperatura constante T(a) = 1.0°C no contorno onde serdao medidas as
temperaturas no centro da chapa r = Om.

Na Figura 4 € mostrada a geometria da chapa, suas condi¢des de contorno e a divisédo do
contorno em retas, serdo utilizadas 20 retas subdivididas em 4 elementos lineares por reta.

Y
L

1°C

Figura 4 — Geometria e condi¢des de contorno do Exemplo 2

A solucao analitica obtida em Carslaw and Jaeger (1959) é:

]0 (ran)

an]l (aan) (17)

2T,
T(r,t) =T — Tz exp(—ka,t)
n=1
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Onde J, € a funcao de Bessel de ordem n e a, é a n-ésima raiz positiva de Jo(aa) = 0, os
resultados obtidos sdo mostrados na Figura 4.

0,8 A/

0,7 ’//

0,6 //(
/4

0,5

0,4

03 // —a——AT=0;1s,-20retas
’ // 4Elem/reta

=

0,1

0 0,2 0,4

———Valor-Analitico

Temperatura (°C)

0,8 1

Tempo (s) 0,6

Figura 4 — Temperatura no centro da chapa para o Exemplo 2
5 CONCLUSAO

Esse trabalho visa simplificar a implementagdo computacional do Método dos Elementos
de Contorno ja que o tratamento dos casos especiais onde ha singularidade em elementos
continuos ou descontinuos demonstra-se um desafio, o que em alguns casos procura-se
evitar utilizando técnicas de regularizacdo ou métodos indiretos. O tratamento direto das
equacgoes integrais de contorno com formulacdo analitica gerou bons resultados, sem a
necessidade de utilizar-se muitos elementos, o que também valida o argumento do autor
quanto a utilizagdo de elementos lineares com funcdes interpoladoras lineares para o espaco
e constantes para o tempo.

O autor também testou uma abordagem onde é gerada um vetor com o histérico dos
resultados das chamadas a funcao integral exponencial. Esse vetor foi implementado de
forma que cada chamada da func¢do integral exponencial primeiro procura se o valor ja foi
avaliado em uma chamada anterior fazendo busca binaria, se sim, entdo retorna o valor, se
nao, grava de forma ordenada esse valor no vetor. Isso aumenta o desempenho das
chamadas de forma bastante significativa caso a geometria do problema seja regular, ou seja,
as distancias entre os n6s dos elementos se repitam com freqliéncia.
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