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Resumo.Este trabalho apresenta uma formulacdo do Método dos Elementos de G{M&®@) para

a solucédo do problema da difusdo em dominios unidimensionais. A utilizacatugdasfundamental da
estatica gera uma integral de dominio, cujo integrando € igual ao produttugésfundamental com a
derivada primeira do potencial em fun¢éo do tempo. A derivada primeipaoXimada com o emprego
de diferenca finita regressiva, e o dominio é discretizado com o empeetgdudas lineares. O sistema
de equacdes resultante apresenta como incognitas o potencial e/oumofiexatorno e o potencial nos
pontos internos. Para validacédo dos resultados, dois exemplos sGerapdes e comparados com suas
solucdes analiticas.
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1 INTRODUCAO

A busca pela solugéo de diversos problemas na engenhaparpi@nou o desenvolvi-
mento de diversas técnicas numéricas, entre as quais o dMétmiElementos de Contorno,
representada aqui por MEC.

O interesse pelo MEC fica evidenciado pelo grande numerordaufacdes que tem surgido
recentemente.

As equacdes integrais de contorno podem ser obtidas attewé® tratamento de residuos
ponderados, no qual a fungcéo de ponderacao pode ser ou nAga@csfundamental (funcéo
de Green) do problema correlato. Assim, € possivel estudbigmas que variam ao longo
do tempo com o emprego de solu¢cdes fundamentais ndo depesndertempo (que, por isso,
podem ser designadas solu¢des fundamentais da estaticBprmalacdo apresentada neste
trabalho, para solugdo do problema de propagacdo de cal@oermios unidimensionais,
recai nesse caso e é denominada MEC-D, onde D significa daminio

De acordo com Incropera et al. (1992), o principal objetieoamalise da conducéo de
calor é determinar o campo de temperatura que resulta ddg;des impostas no contorno do
problema estudado, isto €&, a finalidade € conhecer a digfiibde temperatura, ou a variacdo
da temperatura, em funcao da posicao.

Dois exemplos serdo colocados no trabalho e comparados sosolacfes analiticas
correspondentes para validacao da formulacéo apresentada

2 FORMULACAO BASICA DO MEC

Inicialmente a equacao constituinte do MEC é escrita daisegmaneira para problemas
1D:

u(& t) - u*(f, x)Q(xa t)|x:L + u*<€7 I)Q(I’ t)|x:0 - (1)
7 (& x)u(z, t)|p=r — ¢ (&, 2) u(x, t)]p=0 + %/0 u* (&, x) ulx, t)dx

Para o problema estudado neste trabalho, a variaéek temperatura e a varidvglse
refere ao fluxo (derivada na direcdo normatdiek é o coeficiente de condutividade térmica do
material.

Para o caso 1D a solucéo fundamental é dada por, VladimiB®9ji

w(ea) = ¢ @

e¢* é a derivada na direcdo normal deque é dada por:

q (& x) = %

Nas equacgbes acimarepresenta 0 ponto campd eepresenta o ponto fonte.

Para resolver um problema através do MEC-D, o contorno e ddnitomecessitam ser
discretizados. Como o problema é unidimensional, o contérnepresentado pelos nés de
fronteira do dominio [0, L] e somente o dominio deve ser éis&zado, 0 que foi feito com o
emprego de células lineares. Apoés a discretizacdo, o sistienequacdes resultante pode ser

)
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escrito em forma matricial como abaixo, na equagaas incognitas sdo o potencial e/ou o
fluxo nos nés do contorno e o potencial nos pontos internos:

He 0 UC+1 } [ Gee :| 1 |i M € Mcd :| { UC+1 }
c d = c qqcm -7 c -d (4)
{ H 1 } { uflz+1 G* { - } k M7 M UZH
Os indices superiores efinrepresentam onde estdo localizados os pontos, ¢ significa co
torno e d significa dominio, e os indices inferiores (n+1)dach o tempo da analise.

A equacaal pode ser representada como abaixo:

Hu:Gq—%Mu (5)

O objetivo do presente trabalho é apresentar uma nova fagéwlpara o MEC-D, que sera
representada aqui por MEC-T (T significa Tempo), na qual ssidera que as funcdese ¢
possuem variacao linear e constante, respectivamentemunf uma integracao adicional no
intervalo [, t,,1], seré efetuada; assim a equaé@reescrita da seguinte maneira:

t'n+1 t'rH»l 1 7fn«i»l
H/ u(t)dt:G/ q(t)dt—EM/ adt (6)
tn tn tn

Como foi admitido variacédo linear para as variawessg, as integrais no tempo podem ser
calculadas analiticamente, resultando em:

tnt1
/ u(tydt = (ot ;“”)At @)
tn
tni1
/ q(t)dt = g1 At (8)
tn
tnt1
[ ot = ule) = (s + ) (©)
tn
Substituindo7, 8 e 9 em6 tem-se:
At 1
7H (un—i-l + un) = AtG qn+1 - %M (un+1 + un) (10)

A equacadlO pode ser escrita da seguinte forma:

Hu,,, +Hu,=Gq,,, +Mu,, +Mu, (11)
onde:
H = 2'H (12)
G =%!G (13)
M = &M (14)
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Agrupando as matrizes que possuem fatores em comum na eduagéde-se escrever:

_ — _ 15
H.u,1 =Gaq,,, +H.u, (15)
OndeH, = (H —M ).
No inicio da analise, ou seja, quando o indice n = 0, os vatiges vém das contribuicdes
das condic¢@es iniciais, e 0s valoresggdgoodem ser calculados comp = d;—x" ; logo os termos
G q,, eH,u, sdo conhecidos e pode-se escrever:

F=Gq, +H.u, (16)

3 EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir sdo apresentados dois exemplos numéricos, quesiarados com as respectivas
solucdes analiticas, que foram calculadas seguindo osegimentos apresentados por
Stephenson (1970) e Greenberg (1998).

3.1 Exemplo1

Sera feita uma analise da distribuicdo térmica em uma barcahprimento L=12, com as
seguintes condi¢des de contorno:
u(0,t) =0eq(L,t) =10
Para esse exemplo os seguintes valores serdo adotados:
k=0.5;At = 0.1
A Figura 1 apresenta a evolucao da temperatura ao longo gmtemponto x = L/2 e a Figura
2 apresenta a evolucéao do fluxo no ponto x = 0.
Observa-se uma boa concordéancia entre as respostas raméargolucao analitica.

A

7 K=0.5
Analitica
O MEC-T

(]

0 T T \ T \ T >
0 150 300 430 800 750 900 t

Figura 1: Barra com fluxo prescrito: temperatura em x = L/2
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Figura 2: Barra com fluxo prescrito: fluxo de calor em x = 0.

3.2 Exemplo 2

Nesse exemplo, é feita uma analise da distribuicdo térnmicarea barra de comprimento
L=12, onde uma condi¢do de contorno variavel no tempo é itapwsno da direita, isto €, em
x=L. A condicao inicial € nula.

Os gréficos desse exemplo serdo apresentados juntos codfiosgdas respectivas solucdes
analiticas.

As condigOes de contorno séo:

u(0,t) =0

u(L,t) = U(1 — cos(ft)),
ondeU é uma constante arbitrariafe= 55

Para esse exemplo os seguintes valores serdo adotados:
k=0.1;At=0.1

As Figuras 3 e 4 apresentam, respectivamente, a evoluc@&ongetatura no ponto x=L/2 e
do fluxo no ponto x = 0.

Nas Figuras 5, 6 e 7 sdo apresentados os resultados coxtespes a evolucdo da
temperatura para diferentes valores do coeficiente de tivitde térmica.

Novamente observou-se boa concordancia entre as solug@esioa e analitica.
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Figura 3: Barra com condi¢&o de contorno variavel: tempeaam x = L/2
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Figura 4: Barra com condi¢&o de contorno variavel: fluxo enx =
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Figura 5: Barra com condi¢é@o de contorno variavel: tempesiagm x = L/2, K=0.5
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Figura 6: Barra com condi¢c&o de contorno variavel: tempesia@m x = L/2, K= 0.25
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Figura 7: Barra com condi¢&@o de contorno variavel: tempesiagm x = L/2, K=4.0

4 CONCLUSOES

Através das analises apresentadas neste trabalho, pqueresber que a formulacdo
MEC-T, desenvolvida aqui, € capaz de produzir resultadotaf@sbons. Além disso, a
formulacdo MEC-D, de uma maneira geral, e a formulacdo MEQnTparticular, sdo bastante
simples e versdes para a solucdo do problema de propagagiuwlae escalares podem ser
desenvolvidas com relativa facilidade.

Note-se que, na formulacdo MEC-D, a escolha de uma aproxomn@ai@ a derivada de
primeira ordem que aparece na integral de dominio € um przbbpie merece atencao (em
outras palavras, a escolha de um esquema de marcha no tarponulacdo MEC-T néo
apresenta esse problema, uma vez que a integracdo no tedogoarerdem da derivada que
aparece na integral de dominio; consequentemente, ag;6esdniciais podem ser impostas
diretamente nas equacdes do método.

Os resultados apresentados aqui mostraram o grande @bdtéadormulacdo apresentada

aqui, o que encoraja a utilizacdo de uma solucado fundamdepEndente do tempo nessa
formulacao.
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