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Resumen. En Tarzia, Int. Comm. in Heat and Mass Transfer, 25(1998), pp. 139-147, se obtuvieron for-
mulas explicitas para la determinacién simultdnea de coeficientes térmicos de un material semi-infinito,
cuya conductividad térmica depende en forma lineal de la temperatura. Dicha determinacion se realizo a
través de un proceso de cambio de fase con una sobre-condicién en la frontera fija . Se estudiaron diez
casos diferentes: cuatro casos de problemas de frontera libre (i.e. problemas de Stefan) y seis casos de
problemas de frontera mévil (i.e. problemas inversos de Stefan).

El objetivo del presente trabajo es el de obtener un andlisis de sensibilidad de los mencionados diez
problemas, determinando los coeficientes térmicos que son mds sensibles a pequefias variaciones de los
pardmetros dados. Se presentan resultados numéricos para el aluminio.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de cambio de fase, como por ejemplo problemas de congelamiento y de fu-
sién, han sido estudiados en el dltimo siglo gracias a sus aplicaciones cientificas y tecnolédgicas.
En (Tarzia, 2000) se presenta un extensa bibliografia en problemas de frontera libre y mdvil
para materiales de cambio de fase (PCM), y en particular para la ecuacién del calor.

Se considera el siguiente problema de solidificacion, para un material semi-infinito con
una sobre-condicién en la frontera fija x = 0 (Alexiades y Solomon, 1996; Cannon, 1984;
Carslaw y Jaeger, 1959; Crank, 1984):

(1) pcTy(z,t) = (K(T)Ty(2,t)), ,0<z<s(t),t>0
i) T(0,t) = T, < T} >0
iid) k(T,)T.(0,1) = % > 0,q,>0 0

i) T(s(t),t) =Ty >0
o) KT)Ta(5(0),1) = hos(t) 1> 0

donde T'(z,t) es la temperatura de la fase sélida, p > 0 es la densidad de masa, h > 0 es el
calor latente de fusion por unidad de masa, ¢ > 0 es el calor especifico, z = s(t) es la frontera
de cambio de fase, T es la temperatura de cambio de fase, 7, es la temperatura en la frontera
fijax = 0y g, es el coeficiente que caracteriza el flujo de calor en x = 0 dado por (11ii), el cual
debe ser obtenido experimentalmente. Se supone que la conductividad térmica tiene la siguiente
expresion (Cho y Sunderland, 1974):

k= k(T) = k(1 + 8(T — T,)/(Ty - T,)) @)

Sea a, = k,/pc el coeficiente de difusividad a temperatura 7,. Se observa que si § = 0,
entonces el problema (1) se convierte en el cldsico problema de una fase de Lamé-Clapeyron-
Stefan, con una sobre-condicion sobre la frontera fija + = (. La determinacion simultdnea de
coeficientes térmicos de dicho problema, fue estudiada en (Tarzia, 1982, 1983). Los procesos de
cambio de fase con conductividad térmica dependiente de la temperatura, de la forma (2), fueron
inicialmente estudiados en (Cho y Sunderland, 1974). Otros trabajos relacionados con deter-
minacién de coeficientes térmicos son (Das et al., 2009; Inatomi et al., 2007; Lamvik y Zhou,
1995; Vajjha y Das, 2009; Wang et al., 2006; Yang y Zhou, 2006; Yang et al., 2008).

El problema (1) se puede considerar como:

I) un problema de frontera libre (Problema de Stefan) con una sobre-condicion en la frontera
fija x = 0, en el cual las incognitas serdn: la temperatura 7°(x, t), la frontera libre s(¢) y dos
coeficientes térmicos elegidos entre k,, 3, p,cy h.

II) un problema de frontera mévil (Problema inverso de Stefan) con una sobre-condicién en la
frontera fija x = 0, en el cual la frontera de cambio de fase viene dada por la siguiente expresion:

s(t) = 20V 3)

donde ¢ > 0 debe ser obtenido experimentalmente a través de un proceso de cambio de fa-
se (Arderius et al., 1996; Tarzia, 1983). En este problema las incégnitas serdn: la temperatura
T(x,t) y tres coeficientes térmicos elegidos entre k,, 3, p,cy h.

Cuando el problema (1) es un problema de Stefan entonces la solucion estd dada por
(Cho y Sunderland, 1974; Tarzia, 1998):

T(z,t) =T, + (T; — 1)

TO\)@J(W y =

X
—— 0 A 4
SNewA <n< 4)
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s(t) = 2 0 aet , t >0, (5)

donde A es un pardmetro positivo que caracteriza a la frontera libre y &5 = ®5(x) es la funcién
error modificada, para cierto 6 > —1, la cual es la tnica solucién del siguiente problema de
contorno en la variable z, i.e:

{ 1) [(1 4 6@ (x)) P5(2)]" + 296@5(1“).: 0,2>0 ©)

ZZ) (195(O+) =0, <I>5(—|—oo) =

Los coeficientes térmicos desconocidos deben ademads satisfacer el siguiente sistema de ecua-
ciones:

B —0Ps5(N) =0 (7)
®5(0) 24,

- =0 ©)
O5(N)  (Tf — T,)\Vkopc

En particular, si 6 = 0, se tiene que ®s5(x) = erf(z) es la funcién error, que estd definida
por:

erf(z) = % /Ox e~ du. (10)

Cuando el coeficiente = 0, la determinacion de las formulas correspondientes a uno o dos
coeficientes térmicos indeterminados fueron realizadas en (Tarzia, 1982, 1983), y su determi-
naciéon numérica y experimental fue realizada en (Arderius et al., 1996). Por otro lado, cuando
el coeficiente o # 0, el problema dado por (1) fue analizado en (Tarzia, 1998), donde se deter-
minaron condiciones nesesarias y suficientes sobre los datos para la existencia de solucion.

Un primer objetivo de este trabajo es obtener un analisis de sensibilidad de los cuatro pro-
blemas de frontera libre analizados en (Tarzia, 1998). En dicho trabajo se determinaron, para
un problema de Stefan a una fase (problema de frontera libre), la temperatura 7'(z, t), la fron-
tera libre s(t) (i.e. el coeficiente A, definido en (5)) y los siguientes pardmetros en los cuatro
siguientes casos:

FL:D) A, B, ko 3 i) A, B, p s i) A, 3, h 5 1V) A, B, c

Cuando el problema (1) es un problema inverso de Stefan entonces la solucién estd dada por
(Cho y Sunderland, 1974; Tarzia, 1998):

(Tf — TO) z

T(x,t) =T+ ————F——=P(n), n= 57—,

( ) @5(0'/ 040) 5(77) n NG

y los coeficientes térmicos desconocidos deben ademads satisfacer el siguiente sistema de ecua-
ciones:

0<n<a/va, (an

= 6@5(0/\/a,) =0 (12)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



5844 N. SALVA, D. TARZIA

c®s(o/Jag) o(Ty —T,)
®%0) 2
Ss(a/\/ao)  (Ty — T,)\Vkope
Un segundo objetivo de este trabajo es obtener un andlisis de sensibilidad de los seis pro-
blemas de frontera mévil analizados en (Tarzia, 1998), en el cual se determinaron, para un

problema inverso de Stefan de una fase (problema de frontera mévil), la temperatura 7'(x,t) y
los siguientes pardmetros en los seis siguientes casos:

(1+ 5@5(0/\/@))@(1)%(0/\/&_0) 2h (13)

(14)

FM:1)3, ko, p 5 11) B, ko, ¢ 5 1), ko, b 1V)B, p, ¢ 5 V) B, p, h ;5 Vi) 3, ¢, h.

Las férmulas explicitas para los coeficientes térmicos desconocidos, en cada uno de los diez
casos planteados anteriormente, fueron resumidas en la Tabla N° 1 en (Tarzia, 1998). Para los
casos FL (ii1 y iv) y FM (i1, 1v, v y vi), se obtuvieron las restricciones que deben satisfacer los
datos para que el problema correspondiente tenga solucién. Estas restricciones son:

(Ty —T,)9'(0)

VEepe < 1 ()

24,
(T} —2§§)koph <1 (Ro)
i ;h <1 (Rs)
% <1 (Ry)

2. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Para poder determinar la influencia de pardmetros conocidos sobre los pardmetros descono-
cidos se define la sensibilidad normalizada (Marinetti y Vavilov, 2005):

i | O
S(p.q;) = % [ 85 } , (15)

donde p es un cierto pardmetro solucién (por ejemplo, los pardmetros adimensionales (3 , A, 6
la conductividad térmica inicial k, en el Caso 1 de frontera libre) y ¢; es uno de los pardme-
tros dados (por ejemplo, 6, p,c,h en el Caso 1 de frontera libre). La adimensionalidad de la
sensibilidad normalizada permite comparar la sensibilidad de pardmetros con magnitudes dife-
rentes. Esta indica qué porcentaje varia el pardmetro p, cuando ¢; crece o decrece en un 1%
(Colin et al., 2006; Imani et al., 2006). La sensiblidad normalizada S(p, ¢;) es aproximada por:

ooy @ [p@")—plg)
ST(p @) = o { i 1 (16)
oo a4 @) —ple)
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donde g es el vector ¢ = (q1, G2, ---, @n), P(q) es el vector p(q) = p(q1, G2, .-, qn)> ¥

& { g +elg| si j=1 (18)
(g si jAi 1
G { g —e€lg| si j=1 (19)

donde € = 0,01. Se llama sensibilidad normalizada derecha a (16), y representa el cambio en
el pardmetro p cuando ¢; se incrementa un 1 %. Se llama sensibilidad normalizada izquierda a
(17) y representa el cambio en el pardmetro p cuando ¢; disminuye un 1 %. Si la sensibilidad
es negativa, significa que el pardmetro p es inversamente proporcional al pardmetro ¢;, y si la
sensibilidad es positiva, significa que el pardmetro p es directamente proporcional a pardmetro
qi-

Para el andlisis de sensibilidad se utiliz6 el software libre SCILAB . En cada caso, primero
se resolvié numéricamente la ecuacion diferencial (6), utilizando el comando bvodeS con el §
dado, pudiendo evaluar la funcion error, y su derivada, en cualquier punto. Luego se resolvid la
ecuacion para A dada por la Tabla N°1 en (Tarzia, 1998), buscando el minimo valor absoluto,
utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt (Press et al., 1986). Finalmente, con el valor
aproximado de ), se determinaron los coeficientes térmicos desconocidos, utilizando las ecua-
ciones dadas por la misma tabla. En cada caso, se utilizaron los datos siguientes necesarios, que
satisfacen las ecuaciones (7)-(9), correspondientes al aluminio alrededor de su temperatura de
fusion:

B =10,0318778 0=0,1177546 A =0,2433491 ko = 293,1882 W/m°C
c="783,6192J/kg°C p = 2698,4kg/m?* h = 388000J/kg Go = 3179226, 8kg/s°/?
Ty = 660°C T, = 600°C o = 0,0028655m/s'/2.

2.1. Determinacion de coeficientes térmicos a través de un problema de frontera libre

Se analizaron en cada caso las relaciones entre los pardmetros solucion y los pardmetros da-
tos. En la Tabla 1 se muestran las sensibilidades normalizadas izquierda y derecha, en la cual
se puede observar que en los casos 1, 2 y 3 las sensibilidades son menores a 1,01 %. En el caso
4, en cambio, se alcanza una sensibilidad del orden del 12 %, lo cual indica que el mds minimo
error en los pardmetros k,, p o ¢ provoca grandes variaciones en el pardmetro h.

Caso | Coef. ) ko p c h
N° | Indet.

A 0.008 | 0.008 - - 0 0 0.48 0.48 -048 | -0.48

1 16} 1.01 1.01 - - 0 0 0.46 0.46 -0.46 | -0.46
ko -0.015 | -0.015 - - -1.01 | -0.99 | -0.082 | -0.081 | -0.92 -0.9
A 0.008 | 0.008 0 0 - - 0.48 0.48 -048 | -0.48

2 164 1.01 1.01 0 0 - - 0.46 0.45 -046 | -0.45
p -0.015 | -0.015 | -1.01 | -0.99 - - -0.082 | -0.081 | -0.92 -0.9
A 0.016 | 0.016 | 052 | 052 | 0.52 | 0.52 - - 0.52 0.52

3 164 1.02 1.02 05 | 049 | 05 | 049 - - 0.5 0.49
c -0.016 | -0.016 | -1.1 | -1.07 | -1.1 | -1.07 - - -0.089 | -0.088
A -0.084 | -0.084 | -5.85 | -6.08 | -5.85 | -6.08 | -5.85 | -6.08 - -

4 I} 0.92 092 | -552|-578 | -552|-578 | -5.52 | -5.78 - -
h -0.19 | -0.19 | -124 | -12.1 | -12.4 | -12.1 | -11.3 | -11.2 - -

Tabla 1: Sensibilidades normalizadas izquierda y derecha en los cuatro casos de frontera libre.
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A continuacion se analizard el caso 1 graficdndose los tres pardmetros solucion {\, 3, k, } en
funcién de los pardmetros datos {4, p, ¢, h}. En la Figura 1 se aprecia que:
i) el pardmetro A es mas sensible a cambios en / y ¢, y permanece constante con cambios en §
y P
ii) el parametro 3 es mas sensible a cambios en § y permanece constante con cambios en p,
iii) el parametro k, es mds sensibles a cambios en p y h, y tiene muy poca variacién con cambios
endy c.

A 4 ko
0,247 0.0330 304
>——o & o—o—® 5 [——o &
i 2 Pk p| 3621 Pk o
0.246 c g B
Cantanl.] lo—o—0 B i fo—o—0 p|
0.0325 300
0.2454 -
298
0.2444 206
— r—a— o 0.0320 1
0.2434 294 ey
0.242 292
0.0315 004
0.241
288
02407 0.0310 286
0.25 T T T T T T T T T T T T T T 284 T T T T T T T
006 0.97 0.98 099 L00 LOI L02 103 104 096 097 008 009 Lo0 L0l L02 103 L1040 096 007 003 099 L00 Lo 102 L03 L4

tasa de cambio tasa de cambio tasa de cambio

Figura 1: \, By k, versus la variacién relativa de {4, p, ¢, h} en el Caso 1 de Frontera Libre.

Para los otros tres casos se pueden obtener resultados y gréficas del mismo tipo.

2.2. Determinacion de coeficientes térmicos a través de un problema de frontera mévil

Se analizaron en cada caso las relaciones entre los pardmetros solucién y los pardmetros da-
tos. En la Tabla 2 se muestran las sensibilidades normalizadas izquierda y derecha, y se puede
observar que la mayor sensibilidad fue de -59,4 %, en el Caso 5, es decir que si se tiene un error
del 1 % en el parametro o, los valores de h varian de 388000 J/Kg a 230.472 J/Kg. Las mayores

sensibilidades aparecen en los casos 4, 5 y 6, en los pardmetros o y k,.

Caso | Coef. o o ko p c

Ne Indet.
Jé] 1.01 1.01 0 0 - - - - 0.46 0.45 -0.46 | -0.45

1 ko -0.015 -0.015 1 1 - - - - -0.026 | -0.025 | 0.025 | 0.025
o 2910~% | 2910=% | -1.01 | -0.99 - - - - -0.056 | -0.055 | -0.95 | -0.93
8 1.01 1.01 -7.92 | -8.63 - - -7.92 -8.63 - - -7.92 | -8.63

2 ko -0.016 -0.016 1.45 1.47 - - 0.45 0.46 - - 0.45 0.46
c 0.0052 0.0052 -18.1 -17.7 - - -18.1 -17.7 - - -17 -16.9
Jé] 1.01 1.01 0.48 0.48 - - 0.48 0.48 0.48 0.48 - -

3 ko -0.015 -0.015 0.97 0.97 - - -0.027 | -0.027 | -0.027 | -0.027 - -
h 311074 | 311074 | -1.07 | -1.04 - - -1.07 -1.04 | -0.059 | -0.059 - -
8 0.73 0.72 19.5 16.6 | -16.8 | -19.3 - - - - 0 0

4 p 0.034 0.034 -3.15 | -3.16 | 222 2.1 - - - - -1 -0.99
c -0.61 -0.6 37.2 40.5 -41 -36.9 - - - - 0.99 1
8 0.73 0.72 19.5 16.6 | -16.8 | -19.3 - - 0 - -

5 p -0.58 -0.57 352 36.1 | -37.8 | -35.5 - - -1 -0.99 - -
h 0.61 0.61 -59.4 | -28.8 29.1 58.5 - - 1 1 - -
8 0.73 0.72 19.5 16.6 | -16.8 | -19.3 0 0 - - - -

6 c -0.58 -0.57 352 36.1 | -37.8 | -35.5 -1 -0.99 - - - -
h 0.034 0.034 -3.15 | -3.16 2.22 2.1 -1 -0.99 - - - -

Tabla 2: Sensibilidades normalizadas izquierda y derecha en los seis casos de frontera mévil.

A continuacién se analizardn los casos 1 y 4, graficindose los tres pardmetros solucién
{8, ko, p} en funcién de los pardmetros datos {0, 0, ¢, h} en el caso 1, y los tres pardmetros
solucién {3, p, ¢} en funcién de los pardmetros datos {9, o, k,, h} en el caso 2.
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2.2.1. Casol

En este caso se observa en la Figura 2 que:
i) el pardmetro 3 tiene mayor sensibilidad respecto de J, permanece constante respecto de o y
tiene sensibilidad negativa respecto de £,
ii) el pardmetro £, tiene mayor sensibilidad respecto de o, y presenta pequeias variaciones con
cambios en J, c y h,
iii) el pardmetro p tiene sensibilidad negativa del mismo orden respecto de o y h, y presenta
pequefias variaciones con cambios en d y c.

£ ko P
0.0330 30 2800
o 5 —o—¢ & [——o
: soo| ke 2780 M
<
lo—o—0 & lo—o—0 & i ko—o—0 &
.0325 293 2760
o6 ] 2740
2720
0.0320 294
27607
292
2650
0.0315 290 2660
2557 2640
0.0 10 250 26207

T . T . . T T 284 f T T T T . . 2600, T . . T . . .
0.96 097 0.98 099 L00 L0/ LO2 103 LO4T 096 0.87 098 099 Lo0 L0l L02 103 LO4 096 097 098 099 L0O0 LOI 102 103 L04
tasa de cambio tasa de cambio tasa de cambio

Figura 2: 8, k, y p versus la variacion relativa de {J, o, ¢, h} en el Caso 1 de Frontera Mévil.

2.2.2. Caso4

En este caso se observa en la Figura 3 que:
i) el pardmetro [ tiene sensibilidad positiva respecto de o, sensibilidad negativa respecto de &,
y presenta pequefias variaciones respecto de 0 y h;
ii) el parametro p tiene sensibilidad positiva respecto de k,, sensibilidad negativa respecto de o
y h, y permanece constante respecto de 9;
iii) el pardmetro c tiene sensibilidad postitiva respecto de o, sensibilidad negativa respecto de
k,, y presenta pequefias variaciones respecto de d y h.

B p c
0.050 2000
% 5 >—o—® § —o—¢ &
0.045 Fk e 2000 ke 15004 :
o0k 004k | L=k
0.040 1600
2800 ]
0.035 4aa
1200
.00 2700
1000
0,025
06
0020 2600
: 600
0.0159 ]
2500 400
0.0107 200-]
0.005 0

T T T T T T T 2400 T T T T T T T T T T T T T T
0.96 097 095 099 L0 10l 102 103 L04 Q06 097 098 099 L00 L0l L02 103 LO4 0.9 087 0.98 0.99 100 Lol L02 L03 Lo4
tasa de cambio tasa de cambio tasa de cambio

Figura 3: 3, p y ¢ versus la variacién relativa de {0, 0, k,, h} en el Caso 4 de Frontera Mévil.
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