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Resumen. En Tarzia, Int. Comm. in Heat and Mass Transfer, 25(1998), pp. 139-147, se obtuvieron fór-
mulas explícitas para la determinación simultánea de coeficientes térmicos de un material semi-infinito,
cuya conductividad térmica depende en forma lineal de la temperatura. Dicha determinación se realizó a
través de un proceso de cambio de fase con una sobre-condición en la frontera fija . Se estudiaron diez
casos diferentes: cuatro casos de problemas de frontera libre (i.e. problemas de Stefan) y seis casos de
problemas de frontera móvil (i.e. problemas inversos de Stefan).

El objetivo del presente trabajo es el de obtener un análisis de sensibilidad de los mencionados diez
problemas, determinando los coeficientes térmicos que son más sensibles a pequeñas variaciones de los
parámetros dados. Se presentan resultados numéricos para el aluminio.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de cambio de fase, como por ejemplo problemas de congelamiento y de fu-
sión, han sido estudiados en el último siglo gracias a sus aplicaciones científicas y tecnológicas.
En (Tarzia, 2000) se presenta un extensa bibliografía en problemas de frontera libre y móvil
para materiales de cambio de fase (PCM), y en particular para la ecuación del calor.

Se considera el siguiente problema de solidificación, para un material semi-infinito con
una sobre-condición en la frontera fija x = 0 (Alexiades y Solomon, 1996; Cannon, 1984;
Carslaw y Jaeger, 1959; Crank, 1984):





i) ρcTt(x, t) = (k(T )Tx(x, t))x , 0 < x < s(t), t > 0
ii) T (0, t) = To < Tf , t > 0

iii) k(To)Tx(0, t) =
qo√
t

, t > 0, qo > 0

iv) T (s(t), t) = Tf , t > 0
v) k(Tf )Tx(s(t), t) = hρṡ(t) , t > 0

(1)

donde T (x, t) es la temperatura de la fase sólida, ρ > 0 es la densidad de masa, h > 0 es el
calor latente de fusión por unidad de masa, c > 0 es el calor específico, x = s(t) es la frontera
de cambio de fase, Tf es la temperatura de cambio de fase, To es la temperatura en la frontera
fija x = 0 y qo es el coeficiente que caracteriza el flujo de calor en x = 0 dado por (1iii), el cual
debe ser obtenido experimentalmente. Se supone que la conductividad térmica tiene la siguiente
expresión (Cho y Sunderland, 1974):

k = k(T ) = ko(1 + β(T − To)/(Tf − To)) (2)

Sea αo = ko/ρc el coeficiente de difusividad a temperatura To. Se observa que si β = 0,
entonces el problema (1) se convierte en el clásico problema de una fase de Lamé-Clapeyron-
Stefan, con una sobre-condición sobre la frontera fija x = 0. La determinación simultánea de
coeficientes térmicos de dicho problema, fue estudiada en (Tarzia, 1982, 1983). Los procesos de
cambio de fase con conductividad térmica dependiente de la temperatura, de la forma (2), fueron
inicialmente estudiados en (Cho y Sunderland, 1974). Otros trabajos relacionados con deter-
minación de coeficientes térmicos son (Das et al., 2009; Inatomi et al., 2007; Lamvik y Zhou,
1995; Vajjha y Das, 2009; Wang et al., 2006; Yang y Zhou, 2006; Yang et al., 2008).

El problema (1) se puede considerar como:
I) un problema de frontera libre (Problema de Stefan) con una sobre-condición en la frontera
fija x = 0, en el cual las incógnitas serán: la temperatura T (x, t), la frontera libre s(t) y dos
coeficientes térmicos elegidos entre ko, β, ρ, c y h.
II) un problema de frontera móvil (Problema inverso de Stefan) con una sobre-condición en la
frontera fija x = 0, en el cual la frontera de cambio de fase viene dada por la siguiente expresión:

s(t) = 2σ
√

t (3)

donde σ > 0 debe ser obtenido experimentalmente a través de un proceso de cambio de fa-
se (Arderius et al., 1996; Tarzia, 1983). En este problema las incógnitas serán: la temperatura
T (x, t) y tres coeficientes térmicos elegidos entre ko, β, ρ, c y h.

Cuando el problema (1) es un problema de Stefan entonces la solución está dada por
(Cho y Sunderland, 1974; Tarzia, 1998):

T (x, t) = To +
(Tf − To)

Φδ(λ)
Φδ(η) , η =

x

2
√

αot
, 0 < η < λ (4)
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s(t) = 2λ
√

αot , t > 0 , (5)

donde λ es un parámetro positivo que caracteriza a la frontera libre y Φδ = Φδ(x) es la función
error modificada, para cierto δ > −1, la cual es la única solución del siguiente problema de
contorno en la variable x, i.e:

{
i) [(1 + δΦ′

δ(x))Φ′
δ(x)]′ + 2xΦδ(x) = 0 , x > 0

ii) Φδ(0
+) = 0 , Φδ(+∞) = 1.

(6)

Los coeficientes térmicos desconocidos deben además satisfacer el siguiente sistema de ecua-
ciones:

β − δΦδ(λ) = 0 (7)

[1 + δΦδ(λ)]
Φ′

δ(λ)

λΦδ(λ)
− 2h

c(Tf − To)
= 0 (8)

Φ′
δ(0)

Φδ(λ)
− 2qo

(Tf − To)
√

koρc
= 0. (9)

En particular, si δ = 0 , se tiene que Φδ(x) = erf(x) es la función error, que está definida
por:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−u2

du. (10)

Cuando el coeficiente δ = 0, la determinación de las fórmulas correspondientes a uno o dos
coeficientes térmicos indeterminados fueron realizadas en (Tarzia, 1982, 1983), y su determi-
nación numérica y experimental fue realizada en (Arderius et al., 1996). Por otro lado, cuando
el coeficiente δ 6= 0, el problema dado por (1) fue analizado en (Tarzia, 1998), donde se deter-
minaron condiciones nesesarias y suficientes sobre los datos para la existencia de solución.

Un primer objetivo de este trabajo es obtener un análisis de sensibilidad de los cuatro pro-
blemas de frontera libre analizados en (Tarzia, 1998). En dicho trabajo se determinaron, para
un problema de Stefan a una fase (problema de frontera libre), la temperatura T (x, t), la fron-
tera libre s(t) (i.e. el coeficiente λ, definido en (5)) y los siguientes parámetros en los cuatro
siguientes casos:

FL: i) λ, β, ko ; ii) λ, β, ρ ; iii) λ, β, h ; iv) λ, β, c.

Cuando el problema (1) es un problema inverso de Stefan entonces la solución está dada por
(Cho y Sunderland, 1974; Tarzia, 1998):

T (x, t) = To +
(Tf − To)

Φδ(σ/
√

αo)
Φδ(η) , η =

x

2
√

αot
, 0 < η < σ/

√
αo (11)

y los coeficientes térmicos desconocidos deben además satisfacer el siguiente sistema de ecua-
ciones:

β − δΦδ(σ/
√

αo) = 0 (12)
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(1 + δΦδ(σ/
√

αo))

√
αoΦ

′
δ(σ/

√
αo)

σΦδ(σ/
√

αo)
− 2h

c(Tf − To)
= 0 (13)

Φ′
δ(0)

Φδ(σ/
√

αo)
− 2qo

(Tf − To)
√

koρc
= 0. (14)

Un segundo objetivo de este trabajo es obtener un análisis de sensibilidad de los seis pro-
blemas de frontera móvil analizados en (Tarzia, 1998), en el cual se determinaron, para un
problema inverso de Stefan de una fase (problema de frontera móvil), la temperatura T (x, t) y
los siguientes parámetros en los seis siguientes casos:

FM: i)β, ko, ρ ; ii) β, ko, c ; iii)β, ko, h ; iv)β, ρ, c ; v) β, ρ, h ; vi) β, c, h.

Las fórmulas explícitas para los coeficientes térmicos desconocidos, en cada uno de los diez
casos planteados anteriormente, fueron resumidas en la Tabla N◦ 1 en (Tarzia, 1998). Para los
casos FL (iii y iv) y FM (ii, iv, v y vi), se obtuvieron las restricciones que deben satisfacer los
datos para que el problema correspondiente tenga solución. Estas restricciones son:

(Tf − To)Φ
′(0)

2qo

√
koρc < 1 (R1)

(Tf − To)koρh

2q2
o

< 1 (R2)

ρσh

qo

< 1 (R3)

(Tf − To)ko

2σqo

< 1. (R4)

2. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD

Para poder determinar la influencia de parámetros conocidos sobre los parámetros descono-
cidos se define la sensibilidad normalizada (Marinetti y Vavilov, 2005):

S(p, qi) =
qi

p

[
∂p

∂qi

]
, (15)

donde p es un cierto parámetro solución (por ejemplo, los parámetros adimensionales β , λ, ó
la conductividad térmica inicial ko en el Caso 1 de frontera libre) y qi es uno de los paráme-
tros dados (por ejemplo, δ, ρ, c, h en el Caso 1 de frontera libre). La adimensionalidad de la
sensibilidad normalizada permite comparar la sensibilidad de parámetros con magnitudes dife-
rentes. Ésta indica qué porcentaje varía el parámetro p, cuando qi crece o decrece en un 1 %
(Colin et al., 2006; Imani et al., 2006). La sensiblidad normalizada S(p, qi) es aproximada por:

S+(p, qi) =
qi

p(q)

[
p(q̂+)− p(q)

q̂+
i − qi

]
(16)

S−(p, qi) =
qi

p(q)

[
p(q̂−)− p(q)

q̂−i − qi

]
(17)
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donde q es el vector q = (q1, q2, ..., qn), p(q) es el vector p(q) = p(q1, q2, ..., qn), y

q̂+
j =

{
qj si j 6= i
qi + ε|qi| si j = i

(18)

q̂−j =

{
qj si j 6= i
qi − ε|qi| si j = i

(19)

donde ε = 0,01. Se llama sensibilidad normalizada derecha a (16), y representa el cambio en
el parámetro p cuando qi se incrementa un 1 %. Se llama sensibilidad normalizada izquierda a
(17) y representa el cambio en el parámetro p cuando qi disminuye un 1 %. Si la sensibilidad
es negativa, significa que el parámetro p es inversamente proporcional al parámetro qi, y si la
sensibilidad es positiva, significa que el parámetro p es directamente proporcional a parámetro
qi.

Para el análisis de sensibilidad se utilizó el software libre SCILAB . En cada caso, primero
se resolvió numéricamente la ecuación diferencial (6), utilizando el comando bvodeS con el δ
dado, pudiendo evaluar la función error, y su derivada, en cualquier punto. Luego se resolvió la
ecuación para λ dada por la Tabla N◦1 en (Tarzia, 1998), buscando el mínimo valor absoluto,
utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt (Press et al., 1986). Finalmente, con el valor
aproximado de λ, se determinaron los coeficientes térmicos desconocidos, utilizando las ecua-
ciones dadas por la misma tabla. En cada caso, se utilizaron los datos siguientes necesarios, que
satisfacen las ecuaciones (7)-(9), correspondientes al aluminio alrededor de su temperatura de
fusión:

β = 0, 0318778 δ = 0, 1177546 λ = 0, 2433491 ko = 293, 1882 W/m◦C
c = 783, 6192J/kg◦C ρ = 2698, 4kg/m3 h = 388000J/kg qo = 3179226, 8kg/s5/2

Tf = 660◦C To = 600◦C σ = 0, 0028655m/s1/2.

2.1. Determinación de coeficientes térmicos a través de un problema de frontera libre

Se analizaron en cada caso las relaciones entre los parámetros solución y los parámetros da-
tos. En la Tabla 1 se muestran las sensibilidades normalizadas izquierda y derecha, en la cual
se puede observar que en los casos 1, 2 y 3 las sensibilidades son menores a 1,01 %. En el caso
4, en cambio, se alcanza una sensibilidad del orden del 12 %, lo cual indica que el más mínimo
error en los parámetros ko, ρ o c provoca grandes variaciones en el parámetro h.

Caso Coef. δ ko ρ c h
N◦ Indet.

λ 0.008 0.008 - - 0 0 0.48 0.48 -0.48 -0.48
1 β 1.01 1.01 - - 0 0 0.46 0.46 -0.46 -0.46

ko -0.015 -0.015 - - -1.01 -0.99 -0.082 -0.081 -0.92 -0.9
λ 0.008 0.008 0 0 - - 0.48 0.48 -0.48 -0.48

2 β 1.01 1.01 0 0 - - 0.46 0.45 -0.46 -0.45
ρ -0.015 -0.015 -1.01 -0.99 - - -0.082 -0.081 -0.92 -0.9
λ 0.016 0.016 0.52 0.52 0.52 0.52 - - 0.52 0.52

3 β 1.02 1.02 0.5 0.49 0.5 0.49 - - 0.5 0.49
c -0.016 -0.016 -1.1 -1.07 -1.1 -1.07 - - -0.089 -0.088
λ -0.084 -0.084 -5.85 -6.08 -5.85 -6.08 -5.85 -6.08 - -

4 β 0.92 0.92 -5.52 -5.78 -5.52 -5.78 -5.52 -5.78 - -
h -0.19 -0.19 -12.4 -12.1 -12.4 -12.1 -11.3 -11.2 - -

Tabla 1: Sensibilidades normalizadas izquierda y derecha en los cuatro casos de frontera libre.
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A continuación se analizará el caso 1 graficándose los tres parámetros solución {λ, β, ko} en
función de los parámetros datos {δ, ρ, c, h}. En la Figura 1 se aprecia que:
i) el parámetro λ es más sensible a cambios en h y c, y permanece constante con cambios en δ
y ρ,
ii) el parámetro β es más sensible a cambios en δ y permanece constante con cambios en ρ,
iii) el parámetro ko es más sensibles a cambios en ρ y h, y tiene muy poca variación con cambios
en δ y c.

Figura 1: λ, β y ko versus la variación relativa de {δ, ρ, c, h} en el Caso 1 de Frontera Libre.

Para los otros tres casos se pueden obtener resultados y gráficas del mismo tipo.

2.2. Determinación de coeficientes térmicos a través de un problema de frontera móvil

Se analizaron en cada caso las relaciones entre los parámetros solución y los parámetros da-
tos. En la Tabla 2 se muestran las sensibilidades normalizadas izquierda y derecha, y se puede
observar que la mayor sensibilidad fue de -59,4 %, en el Caso 5, es decir que si se tiene un error
del 1 % en el parámetro σ, los valores de h varían de 388000 J/Kg a 230.472 J/Kg. Las mayores
sensibilidades aparecen en los casos 4, 5 y 6, en los parámetros σ y ko.

Caso Coef. δ σ ko ρ c h
N◦ Indet.

β 1.01 1.01 0 0 - - - - 0.46 0.45 -0.46 -0.45
1 ko -0.015 -0.015 1 1 - - - - -0.026 -0.025 0.025 0.025

ρ 2.9 10−4 2.9 10−4 -1.01 -0.99 - - - - -0.056 -0.055 -0.95 -0.93
β 1.01 1.01 -7.92 -8.63 - - -7.92 -8.63 - - -7.92 -8.63

2 ko -0.016 -0.016 1.45 1.47 - - 0.45 0.46 - - 0.45 0.46
c 0.0052 0.0052 -18.1 -17.7 - - -18.1 -17.7 - - -17 -16.9
β 1.01 1.01 0.48 0.48 - - 0.48 0.48 0.48 0.48 - -

3 ko -0.015 -0.015 0.97 0.97 - - -0.027 -0.027 -0.027 -0.027 - -
h 3.1 10−4 3.1 10−4 -1.07 -1.04 - - -1.07 -1.04 -0.059 -0.059 - -
β 0.73 0.72 19.5 16.6 -16.8 -19.3 - - - - 0 0

4 ρ 0.034 0.034 -3.15 -3.16 2.22 2.1 - - - - -1 -0.99
c -0.61 -0.6 37.2 40.5 -41 -36.9 - - - - 0.99 1
β 0.73 0.72 19.5 16.6 -16.8 -19.3 - - 0 0 - -

5 ρ -0.58 -0.57 35.2 36.1 -37.8 -35.5 - - -1 -0.99 - -
h 0.61 0.61 -59.4 -28.8 29.1 58.5 - - 1 1 - -
β 0.73 0.72 19.5 16.6 -16.8 -19.3 0 0 - - - -

6 c -0.58 -0.57 35.2 36.1 -37.8 -35.5 -1 -0.99 - - - -
h 0.034 0.034 -3.15 -3.16 2.22 2.1 -1 -0.99 - - - -

Tabla 2: Sensibilidades normalizadas izquierda y derecha en los seis casos de frontera móvil.

A continuación se analizarán los casos 1 y 4, graficándose los tres parámetros solución
{β, ko, ρ} en función de los parámetros datos {δ, σ, c, h} en el caso 1, y los tres parámetros
solución {β, ρ, c} en función de los parámetros datos {δ, σ, ko, h} en el caso 2.
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2.2.1. Caso 1

En este caso se observa en la Figura 2 que:
i) el parámetro β tiene mayor sensibilidad respecto de δ, permanece constante respecto de σ y
tiene sensibilidad negativa respecto de h,
ii) el parámetro ko tiene mayor sensibilidad respecto de σ, y presenta pequeñas variaciones con
cambios en δ, c y h,
iii) el parámetro ρ tiene sensibilidad negativa del mismo orden respecto de σ y h, y presenta
pequeñas variaciones con cambios en δ y c.

Figura 2: β, ko y ρ versus la variación relativa de {δ, σ, c, h} en el Caso 1 de Frontera Móvil.

2.2.2. Caso 4

En este caso se observa en la Figura 3 que:
i) el parámetro β tiene sensibilidad positiva respecto de σ, sensibilidad negativa respecto de ko,
y presenta pequeñas variaciones respecto de δ y h;
ii) el parámetro ρ tiene sensibilidad positiva respecto de ko, sensibilidad negativa respecto de σ
y h, y permanece constante respecto de δ;
iii) el parámetro c tiene sensibilidad postitiva respecto de σ, sensibilidad negativa respecto de
ko, y presenta pequeñas variaciones respecto de δ y h.

Figura 3: β, ρ y c versus la variación relativa de {δ, σ, ko, h} en el Caso 4 de Frontera Móvil.
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