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Resumo. Ensaios ndo-destrutivos (ENDs) sdo testes realizados para deteccao de trincas na
superficie ou no interior de estruturas mecanicas, sem prejudicar a funcionalidade da
estrutura testada. Existem varios métodos proposto para este tipo de ensaios, sendo os mais
comuns os que utilizam liquidos penetrantes, particulas magnéticas, ultrassom e radiografia
para visualizar o defeito na estrutura. Este trabalho propde a utilizagdo da Tomografia por
Impedancia Elétrica (TIE), que é uma técnica de monitoracdo, onde imagens sdo obtidas a
partir da aplicagdo de uma sequéncia de correntes elétricas em eletrodos posicionados em
torno do objeto. O objetivo principal do trabalho é a implementacdo de um algoritmo para
reconstrucdo de imagens na TIE usando o Método de Otimizagdo Topoldgica (MOT), cujo
algoritmo computacional combina o Método de Elementos Finitos (MEF) e a Programacgao
Linear Sequencial (PLS). O problema de obtencao da imagem de TIE pelo MOT consiste em se
obter a distribuicdo de condutividade no dominio da estrutura que minimize a diferenca
entre os potenciais elétricos medidos nos eletrodos e os calculados no modelo
computacional do dominio usando elementos finitos. Para ilustrar, sdo apresentados alguns
resultados obtidos utilizando-se dados numéricos de dominios bidimensionais.
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1 INTRODUCAO

Ensaios ndo-destrutivos (ENDs) sao testes realizados para deteccao de falhas ou
anomalias no interior de estruturas mecanicas, sem danificar a superficie e
funcionalidade da estrutura testada (Shull, 2002). A deteccao e avaliacao prévia de
trincas ou fissuras na superficie ou interior de componentes estruturais mecanicos é
extremamente importante para garantir a integridade e aumentar o tempo de vida
util desses componentes. Existe uma variedade de métodos propostos para este tipo
de ensaio, sendo que os mais tradicionais sdao baseados na deteccao de falhas através
da utilizagdo de liquidos penetrantes, particulas magnéticas, ultrassom e radiografia
(raios X e gama).

Outro método com potencial aplicacdo para ENDs é a Tomografia por Impedancia
Elétrica (TIE). Esse método vem sendo estudado pela comunidade cientifica, desde o
final da década de 80, como ferramenta alternativa de baixo custo para o diagndstico
da propagacao de trincas em componentes estruturais mecanicos utilizados nas
indUstrias automobilistica, aeronautica e construcao civil. A TIE é uma técnica de
natureza nao-invasiva aplicada para estimacao da distribuicdo de condutividades (ou
resistividades) no interior de um objeto, mediante informacao de potenciais elétricos
medidos no contorno do objeto. Esta técnica permite obter imagens de qualquer
secao transversal de um corpo, onde cada pixel na imagem representa um valor de
condutividade elétrica estimada (Cheney et al, 1999). A imagem de tomografia é
gerada mediante valores de potenciais elétricos obtidos com a aplicagdo de uma
sequéncia alternada de correntes elétricas numa cinta de eletrodos colocada na
superficie do objeto, em torno da secao transversal que se deseja observar (como
ilustrado na Figura 1).

eletrodos

- T~ falha

secao do objeto

Figura 1 - Eletrodos posicionados em torno da se¢do do objeto.

Um dos eletrodos é levado a potencial zero (“aterramento”) e uma corrente é
aplicada por dois ou mais eletrodos, a uma intensidade constante, segundo um certo
padrdo de excitacao elétrica (Newell et al., 1988). Tendo as informagdes de potenciais
elétricos disponiveis, procede-se a solucao do sistema inverso de equacdes, através
de um algoritmo computacional, que relaciona os potenciais elétricos medidos e
correntes aplicadas com a distribuicdio de condutividade no interior da secao
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considerada do objeto, de maneira a se obter uma imagem que represente a mais
provavel distribuicao de condutividades dentro do dominio.

O principio de acdo da TIE, aplicada aos ENDs, tem como base a alteracdo na
distribuicdo de condutividade elétrica no material da estrutura, provocada pelo
surgimento da trinca. Ha varios trabalhos tedricos e experimentais que descrevem a
deteccao de falhas (trincas ou fissuras) utilizando-se a técnica da TIE (Friedman and
Vogelius, 1989; Eggleston, 1989; Lazarovitch et al,, 2002). Sendo que, atualmente séo
encontrados na literatura diversos trabalhos que consolidam a TIE para aplicagdes em
deteccdo de fissuras, bolhas e corrosdo interna em componentes estruturais
metalicos (Santosa and Vogelius, 1991; Bruhl et al., 2000) e para identificacdo de
falhas em estruturas de concreto (Hou and Lynch, 2008; Karhunen et al., 2010).

Além da area de ENDs, sdo encontradas aplicacbes da TIE na geofisica e em
processos industriais, tais como para localizar depositos de minerais subterraneos,
detectar contaminantes quimicos dissolvidos em aguas subterraneas, visualizar
bolhas em escoamento de fluidos bifasicos, entre outros (York, 2001). Outras
aplicacdes também sdao encontradas em exames clinicos da area médica, tais como
monitoracdo de fluido nos pulmdes, monitoracao das funcdes cardiaca e do fluxo
sanguineo, deteccao de tumores, entre outros (Holder, 1993). Uma revisao
abrangente sobre essas aplicacdes da TIE pode ser vista em (Borcea, 2002).

Um tomografo de TIE consiste num importante instrumento a ser usado em
ensaios com testes nao-destrutivos, cujas principais vantagens consistem na
habilidade da técnica da TIE em lidar com estruturas geometricamente complexas, na
possibilidade de reducdao dos custos dos ensaios e na portabilidade do aparelho de
TIE. No entanto, a desvantagem esta na limitagdo para ensaios com materiais
eletricamente ndo condutivos e na resolucao da imagem que é relativamente baixa
(Lazarovitch et al., 2002).

A deteccdo de trincas em componentes estruturais utilizando-se a TIE é estudada
na literatura utilizando-se diversos tipos de algoritmos de reconstrucao de imagem
originais baseados nos métodos de Backprojection (Liepa et al., 1993), Newton-
Raphson (Santosa and Vogelius, 1991), e Filtro de Kalman (Yorkey et al., 1987). O
algoritmo do Backprojection deforma a imagem consideravelmente, forcando a
distribuicdo de condutividades a se projetar sobre um circulo. Ja, os algoritmos
baseados em Newton-Raphson e Filtro de Kalman tém seu desempenho melhor para
obtencao de imagens relativas (variagbes de condutividade entre dois instantes). No
presente trabalho, é proposto a aplicagdo do Método de Otimizacdo Topologica
(MQOT) para a obtencao da imagem de tomografia de TIE para fins de ensaios nao-
destrutivos.

Essencialmente, o MOT busca a distribuicao de material (que define a distribuicao
de condutividade) no interior de um dominio de projeto, retirando e adicionando
material em cada ponto desse dominio de maneira a extremizar uma fung¢do objetivo
especificada, satisfazendo dadas restricdes impostas ao problema de otimizagdo
(Bendsge and Sigmund, 2003). O algoritmo de MOT aplicado a TIE é classificado
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como um meétodo absoluto (obtencdo de imagens estaticas) e tem como principal
vantagem a possibilidade de incluséo de varias restricdes no problema de construcao
da imagem restringindo facilmente o espaco de solucao, evitando imagens sem
significado clinico e propagacao de erros.

As secOes seguintes deste trabalho estdo organizadas da seguinte maneira. Na
secao 2 sao descritos a formulagdo e o procedimento para a solugdo do problema de
otimizagdo topoldgica aplicado a obten¢do de imagem através da TIE. Os resultados
obtidos utilizando-se dados numéricos de potenciais elétricos em dominios
bidimensionais sdao mostrados na secao 3. Na secdao 4 sdo apresentadas as
conclusdes e trabalhos futuros.

2 IMPLEMENTACAO DO MOT APLICADO A TIE

O problema de obtencdao da imagem de TIE pelo Método de Otimizacao
Topoldgica (MOT) consiste em se obter a distribuicdo de condutividade no dominio
da sec¢do que minimize a diferenca entre os potenciais elétricos medidos nos
eletrodos e os calculados num modelo computacional da secao (Lima et al., 2007). A
solugdo desse problema de otimizacdo topoldgica é obtida combinando-se o
Método de Elementos Finitos (MEF) (Bathe, 1996) e o algoritmo de otimizacao
conhecido por Programacao Linear Sequencial (PLS) (Haftka et al., 1996). No MQOT, o
dominio de projeto é dividido em elementos finitos cuja malha do modelo de MEF
nao é alterada durante o processo de otimizacdao. O material em cada ponto do
dominio de projeto pode variar de um material A a outro material B, assumindo
materiais intermediarios entre A e B conforme uma lei de mistura dos dois materiais
conhecida por modelo de material. Neste trabalho, o modelo material usado é o
método das densidades (Bendsge and Sigmund, 2003), onde as propriedades de
condutividade (c;) de cada elemento sdo definidas da seguinte maneira:

c=p’c, +(1—,q”)cB, com: 0<p <1, i=1.N (1)

onde cp e ¢g sdo as propriedades de condutividade dos materiais basicos que
compdem o dominio de projeto. Por exemplo, A poderia ser o material da trinca e B
ser o material estrutural da estrutura examinada. Os valores de cada p; podem variar
de 0 (indicando a presenga de B) a 1 (indicando a presenca de A). O excesso de
material intermediario pode ser evitado com o uso de um fator de penalidade (p),
cujo valor deve ser ajustado (Bendsge and Sigmund, 2003).

O problema de otimizagédo para obtencao de imagem usando a TIE, cuja solucao é
obtida através de um algoritmo de MOT, é definido da seguinte forma:

L 1ELE 2
Minimizar: F :522(% ~ )
j=1 =1
Sujeito a: equacdo de equilibrio do meio condutivo (2)

0<p <1l i=1.N
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onde F é a funcdo objetivo relacionada com a diferenca entre os valores do potencial
elétrico medidos nos elétrodos (¢ijo) e os calculados no modelo computacional do
dominio usando elementos finitos (¢;). ne e np sdo o numero de casos de carga de
corrente aplicados e o nimero de pontos de medigao (eletrodos), respectivamente. p,
sdo as variaveis de projeto relacionadas com a quantidade de material em cada
elemento do dominio.

MEF

| Calculo da Funcéo Objetivo e Restrigdes |

Visualizar
os Resultados

| Célculo dos Gradientes |

'

| Solugado do Problema de Otimizacdo
4' Atualizar as Variaveis de Projeto |

Figura 2 — Fluxograma do algoritmo de MOT.

A solucdo do problema de otimizacdao da Eq. (2) é obtida numericamente pelo
algoritmo iterativo do MOT, cujas etapas sao mostradas na Figura 2. O modelo de
MEF do dominio do projeto é fornecido ao algoritmo como dados iniciais. Os
potenciais elétricos sdo obtidos através da andlise do modelo de MEF, e sdo
utilizados no calculo da funcao objetivo e restricdes. O algoritmo resolve o problema
nao-linear dividindo-o numa sequéncia de subproblemas lineares, que sdo resolvidos
com programacao linear (PL) (Haftka et al., 1996). A linearizacao do problema é feita
através de uma expansao da funcao objetivo numa Série de Taylor, aproveitando-se
os termos de 12. ordem. Essa linearizacao requer o calculo dos gradientes da funcao
objetivo em relacao as variaveis de projeto. O algoritmo de otimizagdo fornece um
novo conjunto de variaveis de projeto (distribuicdo 6tima de condutividades), que
sao utilizadas numa nova analise de MEF. As iteracdes continuam até que haja a
convergéncia do valor da funcao objetivo.

Os gradientes (ou derivadas) da fungdo objetivo e restricdes sao chamados de
sensibilidades do problema de otimizacao topoldgica. Esses gradientes sao utilizados
na PLS para a linearizacao da funcao objetivo em relagdo as variaveis do problema.
Neste trabalho, a formulagdo matematica dos gradientes da funcao objetivo do
problema de otimizacdo da Eq. (2) é desenvolvida analiticamente através do método
adjunto (Lima et al, 2007). A formulacdo matricial para o calculo desses gradientes
pode ser vista no Apéndice.
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3 RESULTADOS

Um algoritmo de MOT aplicado a TIE é implementado em MatLab® para fins de
deteccao de trincas em um meio condutivo. Nesta secdo, serdo apresentados quatro
exemplos para ilustrar a reconstrugdo de imagem através do algoritmo
implementado. Sendo dois exemplos em que o interior do objeto submetido a
tomografia possui um material previamente conhecido, e outros dois exemplos em
gue o objeto possui um furo central.

Neste trabalho, ndo sao utilizados elementos de eletrodos, comumente
encontrados nos trabalhos com TIE. Essa decisdo é respaldada em Paulson (2004), que
mostra que a impedancia de contato entre eletrodo e a superficie do objeto pode ser
diminuida através da escolha cuidadosa de um eletrodo do mesmo material do
objeto submetido a tomografia. Assim, considerando que os ensaios ndao-destrutivos
sejam realizados em estruturas cujo material condutivo possui propriedades
semelhantes aos materiais dos eletrodos, é possivel dispensar a implementacao de
um elemento para simular a impedancia de contato entre o eletrodo e a superficie da
estrutura.

3.1 Dominio com trés materiais

O algoritmo implementado neste trabalho é testado com o auxilio de fantomas
numeéricos, que sdao modelos computacionais da se¢do do objeto que contém a falha
(trinca ou fissura). Nestes exemplos, o dominio do fantoma é constituido em grande
parte por material condutivo (material 1), que apresenta em seu interior outras
regides menores de material também condutivo (material 2). Nesta secdo, o
algoritmo é utilizado para detectar a presenca de uma e de duas fissuras (material 3)
no interior do objeto (ver Figura 3).

O material 2 é previamente conhecido, ou seja, este material representa uma
regido fixa no dominio de projeto e ndo participa da otimizacao. Por exemplo, isso
poderia ser considerado como sendo um eixo mecanico que contém em seu interior
outro objeto fixo e com material diferente.

[Material 3

(b)

Figura 3 - Fantomas com trés tipos de materiais: (a) duas trincas, (b) uma trinca.
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O fantoma numérico utilizado nesse exemplo pode ser visto na Figura 3. O
fantoma tem diametro de 90 cm e foi discretizado em 1728 elementos quadrilateros.
A corrente elétrica é aplicada em 16 eletrodos (nés de eletrodos) dispostos
equidistantemente no contorno do fantoma. Para obter os potenciais elétricos
"medidos” (¢jo), um par de eletrodos diametrais é excitado eletricamente. Desta
maneira, um eletrodo é "aterrado” (potencial nulo) e o outro recebe a aplicagdo de
corrente elétrica de 10 mA. Esse processo é chamado de padrao de excitacao
diametral (Lima et al., 2007). O par de eletrodos é trocado sucessivamente até
completar um ciclo, desta forma obtém-se um ndmero suficiente de observa¢des sob
diferentes angulos.

No fantoma da Figura 3, a regiao em azul simula a presenca de um material de
baixa resistividade (latdo, 8x10® Q.cm), a regiao em vermelho simula outro material
de baixa resistividade (aluminio, 2,8x10° Q.cm) e a regiao em roxo representa a
presenca de um material de alta resistividade (2500x10° ©.cm). Adota-se que a trinca
(regido roxa) seja um espaco vazio preenchido por ar.

A reconstrucdo da imagem € feita em uma malha menos discretizada (com 432
elementos quadrilateros) para evitar o chamado “crime de inversao”, que ocorre ao
utilizar a mesma malha para o fantoma e para a reconstru¢do da imagem. A seguir é
mostrada a imagem reconstruida pelo algoritmo implementado, bem como os
graficos com valores absolutos de resistividades de cada elemento e a curva de
convergéncia da funcao objetivo.

Tomagafa da mpodancia ol 10 Tormogrfi dbimpadana dii 10

B s B s
: -

ann P ann ; 12

a0 : a0n =
14
700 -, 700 e
600 1 12 600
¥ &

500 500

100 . % 100

o 200 400 B0 800 1000 o 200 400 600 800 1000

(a) (b)

Figura 4 — Resultados com materiais diferentes no interior do objeto: (a) duas trincas, (b) uma
trinca.
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Figura 5 — Gréfico das resistividades por regido do elemento: (a) duas trincas, (b) uma trinca.
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Figura 6 — Gréfico da convergéncia da funcao objetivo

A partir desses resultados, € possivel concluir que o algoritmo detecta a falha no
objeto (trincas), minimizando a fun¢do objetivo. Através da Figura 5, pode-se
observar que os valores das resistividades estao bem distintos entre si. Apesar do
valor de resistividade da regido da trinca ainda estar abaixo do valor real (2500x10°
Q.cm), os resultados obtidos fornecem uma boa resposta em termos de deteccéo e
monitoramento do aparecimento da falha no objeto.

3.2 Dominio com furo central

Neste exemplo, o algoritmo implementado € utilizado para a deteccao de uma e
duas falhas (trinca ou fissura) em um dominio que possui geometria circular com um
furo central, ou seja, na regido central do dominio ndo ha conducao da corrente
elétrica.

O fantoma numeérico da se¢ao do objeto com furo central € mostrada na Figura 7.
O diametro externo e interno do fantoma € igual a 90 cm e 30 cm, respectivamente.
O dominio do fantoma é discretizado em 1680 elementos quadrilateros. A corrente
elétrica de 10 mA é aplicada, segundo o padrao diametral, em 16 eletrodos dispostos
equidistantemente no contorno do fantoma.
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(a) (b)

Figura 7 — Fantomas com um furo central: (a) uma trinca, (b) duas trincas

A regiao em azul na Figura 7 representa um material de baixa resistividade (latao,
8x10® Qcm) e a regido em roxo representa a presenca de um material de alta
resistividade (ar, 2500x10°® Qcm), simulando a regidao onde a trinca ocorre.

A reconstrucao da imagem foi feita em uma malha menos discretizada (com 420
elementos). A seguir, sao apresentados os resultados obtidos com o algoritmo
implementado. A Figura 8 mostra a imagem reconstruida pelo algoritmo para os dois
casos propostos (uma e duas trincas no dominio). Os valores de resistividades de
cada elemento do dominio discretizado sdo mostrados nos graficos da Figura 9.

(a) (b)

Figura 8 — Resultados com Furo Central: (a) uma trinca, (b) duas trincas.
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(a) (b)

Figura 9 - Gréfico das resistividades por regido do elemento: (a) uma trinca, (b) duas trincas.

Pode-se observar na Figura 8 que o algoritmo detecta a perturbagdao provocada
pelas trincas. Na Figura 9, observa-se que os valores de resistividades sao bem
distintos entre si.

4 CONCLUSAO

Um algoritmo de otimizacao topoldgica aplicado a TIE foi proposto para deteccao
de fissuras em meios condutivos. Este algoritmo utiliza modelos de MEF para
obtencado dos potenciais elétricos em cada ponto da estrutura, uma fungdo objetivo
comumente aplicada para solucdao do problema inverso da TIE, modelo de material
baseado no método das densidades para a mistura de dois materiais e um método
de otimizagdo baseado na PLS. O algoritmo escrito na linguagem do MatLab® foi
implementado para executar o processo iterativo do MOT. Os resultados
apresentados neste trabalho foram obtidos utilizando-se valores de potenciais
elétricos calculados numericamente numa simulacdo de MEF (fantoma numérico). Os
resultados obtidos demonstram que o algoritmo implementado é capaz de estimar
em algumas dezenas de iteracdes os valores de condutividade absoluta de dois
materiais no interior do dominio (circular). No entanto, ainda é necessario aprimorar
o algoritmo para que ele seja capaz de trabalhar com dados extraidos
experimentalmente de um fantoma real (dados com ruido).

Como consideragdes finais, observa-se que o MOT pode ser aplicado para obter
imagens de TIE de estruturas condutivas, que permite o monitoramente para
deteccao de falhas (trincas ou fissuras) no material da estrutura. Além disso, o MOT
aceita facilmente a inclusdo restricdes no problema de reconstru¢do de imagem,
limitando o espaco da solugdo e, assim, evitando imagens sem significado pratico.
Por exemplo, é possivel limitar no dominio de projeto a regido em que a presenca da
trinca pode ocorrer, além de permitir lidar com a presenca de regides conhecidas no
interior do dominio.
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APENDICE - ANALISE DAS SENSIBILIDADES

Aplicando a regra da cadeia na equacao da funcdo objetivo do problema de
otimizacdo topoldgica, Eqg. (2), a derivada dessa fungdo em relagdo as variaveis do
problema (p) é dada pela seguinte expressao:
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ne np

oF _ oF 0¢; od; .
op o4, op ;;(% ¢”°) ' 0

O gradiente da Eq. (i) é calculado a seguir, usando-se o teorema da reciprocidade
(Byun et al,, 1999). Segundo a formulacdo de MEF, para o dominio discretizado em
elementos finitos, podemos expressar o conceito de energia mutua na seguinte
forma matricial:

1o, =1l 0, (if)

onde I é vetor de corrente elétrica aplicado, ® é o vetor de potencial elétrico, os
subscritos 1 e ; indicam o primeiro e o segundo caso de excitacao elétrica aplicados e
Tindica a transposicdo do vetor.

Inicialmente, admite-se uma excitacao elétrica ficticia cuja Unica componente nao
nula é uma corrente unitaria aplicada num ponto. A partir da equagdo de equilibrio
(K®=I), proveniente da formulacao de MEF, temos:

P’ K ®, = ¢, (energia mutua) (ii)

onde K é a matriz de condutividade global do dominio discreto.
Derivando os dois lados da Eq. (iii) em relacdo as variaveis do problema de
otimizacao, temos:

o(d'K ¢2):a(¢1)

o o (iv)

O gradiente do lado esquerdo da Eq. (iv) é a derivada da energia mutua do
sistema, a qual é desenvolvida da seguinte forma:

(DK D T
(®/K®,) ow] 0 0 Ko .ok ®: .
op op op op

Derivando a equagdo de equilibrio K®;=I; (primeiro caso de carregamento) em
relacao as variaveis do problema (p) e considerando que o vetor de corrente elétrica
I, ndo varia com as variaveis p, temos:

oD _ 0K ov; ;0K

K X - !

(vi)
op op op op

De maneira analoga, derivando a equagao de equilibrio K®,=I, (segundo caso de
carregamento), temos:

00, 10K

Vil
o o 2 (vii)

Substituindo as Egs. (vi) e (vii) na Eqg. (v), simplificando e retornado a Eq. (iv), temos:
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.
APIK®:) o Ky O (vl
op op op

Na TIE, para um caso de excitacdao elétrica (j=1..ne), sao feitas varias medicdes
(i=1..np) ao redor da secao do corpo em diferentes pontos de medicdo (eletrodos).
Assim, considere a configuragdo do dominio para o primeiro ponto de medicao (i=1),
mostrado na figura abaixo.

IJ- (¢1J - ¢1jo)

Figura — Aplicagdo do primeiro ponto de medicdo.

A excitacao ficticia € considerada um vetor cujas componentes sao:
I ={(;—dp) O O - (ix)

Esse vetor de corrente elétrica produz no dominio Q uma distribuicdo de potencial
®,;. Sabendo-se que a corrente elétrica (¢ — ¢ 1jo) € constante durante o caso de

excitagdo elétrica, aplicando a Eq. (viii) temos:
K o 0y
¢T op 1j = (¢1J _¢1jo) a_le (x)

Entdo, repetindo o procedimento acima para o np-ésimo ponto de medicao,
obtemos:

K o ¢n -
— ¢T a _ (¢an _ anO) Pj (XI)
Considerando o desenvolvimento da primeira somatoria (de 1 a np) da Eq. (i):
dF & ¢1J ¢2J L g a¢npi} (xii)
dp |:(¢1J ¢1J0) (¢2] ¢2J0) ,0 N ¢an0) ap

Comparando a Eq. (xii) e as Egs. (x) e (xi) e considerando todos os np pontos de
medicdo, conclui-se que a derivada da funcao objetivo em relacdo as variaveis de
projeto € dada por:

ne - ;;
—Z( o’ XK — O+ — Ko, - ‘o, j (xii)
a J J 0,0
j=1

Agrupando os termos semelhantes da Eq. (xiii), vem:
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—Z¢T XK ( .+ D+ (xiv)

¢2j

Como a formulacdo de MEF neste caso é linear, podemos obter a somatéria de
potenciais aplicando simultaneamente todos os np pontos de medi¢do usando o
seguinte vetor de corrente elétrica:

)T =1+ 4 S0 ={(d—di) By—byo) b} (xv)
Assim, o vetor @), pode ser calculado através da seguinte equacéo de equilibrio:
Ko, =L, (xvi)

Portanto, considerando-se todos os ne casos de excitagdo elétrica e todos os np
pontos de medicdo, a expressdo para o calculo da derivada da funcao objetivo em
relacao as variaveis de projeto € dada por:

_ie: HPE T aK IJJ (XV||)
j=1 i=1

Calculando-se os gradientes da funcao objetivo com o procedimento descrito
acima obtem-se uma grande economia de tempo computacional.
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