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Resumo: Seções mistas aço-concreto são cada vez mais freqüentes na prática. A ação conjunta 
dos dois materiais, geralmente garantida pela presença de conectores mecânicos, aumenta 
consideravelmente o desempenho do elemento estrutural misto. Na maioria dos casos práticos 
estes elementos são formados por uma laje de concreto ligada a uma viga de aço de perfil I. 
Neste trabalho é apresentado um processo para a determinação das dimensões do perfil de aço 
do tipo I de forma que a área da seção transversal de aço seja mínima e as restrições de 
projeto, definidas por normas, sejam satisfeitas. A seção de concreto e suas barras de reforço 
são definidas pelo projetista, já as dimensões do perfil I do aço são otimizadas por meio de 
um processo iterativo, que aproxima o problema de busca do ponto ótimo em cada passo em 
um problema linear, limitando o tamanho do passo, e define o ponto ótimo para cada passo 
utilizando o método Simplex. 
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1 INTRODUÇÃO 

Com a utilização cada vez mais freqüente do aço na construção civil e com a presença do 
concreto garantida no preenchimento das lajes, tem-se verificado na prática um crescente uso 
de elementos estruturais formados por seção transversal mista. Tais elementos estruturais 
conseguem um melhor comportamento estrutural quando comparados com os mesmos 
trabalhando isoladamente. A ação conjunta dos diferentes materiais que compõem a seção 
mista é, na maioria das vezes, garantida por meio de conectores mecânicos. Por motivos 
geralmente práticos ou econômicos, a interação entre os diferentes elementos estruturais que 
compõem o elemento misto, promovida pelos conectores, é parcial, ou seja, um deslocamento 
relativo entre os diferentes elementos acontece na interface de contato entre eles, o que 
geralmente é chamado na literatura de deslizamento na interface.  

O objetivo principal deste trabalho consiste na implementação de uma rotina de otimização 
dentro de um programa de elementos finitos. Para simular o comportamento de vigas mistas 
com interação parcial são utilizados elementos de viga para representar o comportamento dos 
materiais acima e abaixo da interface de deslizamento da seção mista, e elementos de 
interface para representar o comportamento da interface de deslizamento. As variáveis de 
projetos são as dimensões do perfil I de aço, já as dimensões da seção de concreto e as barras 
de reforço são definidas pelo projetista. Através de um processo iterativo, controlando o 
tamanho do passo a cada iteração, o problema não linear de variação do comportamento 
estrutural da viga mista em relação às dimensões do perfil I de aço é aproximado por um 
problema linear, o qual tem seu ponto ótimo definido a cada passo usando o método Simplex. 

Este trabalho está organizado da seguinte forma. Na Seção 2 é apresentado o método 
Simplex que será utilizado em cada passo do processo iterativo na solução de um problema 
linear restrito. Na Seção 3 o algoritmo Simplex implementado é verificado usando um 
exemplo simples com solução conhecida. Na Seção 4 são apresentadas as restrições de projeto 
para análise de viga mista com interação parcial. Na Seção 5 é apresentada a função objetivo e 
o problema analisado é colocado na forma padrão do Simplex. Na Seção 6 é analisado um 
exemplo de viga mista para diferentes restrições da altura do perfil de aço, e por último, na 
Seção 7, algumas conclusões são citadas. 

2  O MÉTODO SIMPLEX 

O método Simplex foi desenvolvido por Dantzig no final da década de 40 e marca o início 
da era moderna na otimização. Com o desenvolvimento, logo em seguida, dos computadores 
digitais este método se consolidou e firmou como uma poderosa ferramenta de otimização no 
campo da economia, administração e engenharia. De forma sucinta é apresentado abaixo o 
problema de programação linear e o algoritmo Simplex para solução deste. 

Na programação linear tanto a função objetivo como as restrições de igualdade ou 
desigualdade são lineares. O conjunto de pontos viáveis forma um poliedro, o qual é convexo 
e tem suas faces dadas por polígonos. A programação linear é iniciada e analisada na sua 
forma padrão,  

                                        xcTmin    sujeito a  0x b,Ax ≥= ,         (1) 

onde c e x são vetores em ℜn, b é um vetor em ℜm e A é uma matriz mxn. Todo problema de 
otimização linear com restrições de igualdade e desigualdade pode ser facilmente colocado na 
forma padrão dada pela Eq. (1). Para maiores detalhes de como fazer isto para as diferentes 
formas da programação linear, consultar Nocedal e Wright (2006); Vanderplaats (1984); 
Haftka e Kamat (1985). 
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Usando o método de Lagrange o problema (1) pode ser colocado na forma dada pela Eq. 
(2), onde os multiplicadores de Lagrange foram separados em um vetor π  de ordem m, para 
as restrições de igualdade, e um vetor s de ordem n, para as restrições de desigualdade. 

                                     xsb-Axπxcs)π,x, TT −−=ℑ )(( T          (2) 

A linearidade do problema (1) e sua convexidade garantem que se um ponto viável x* 
satisfaz a condição de otimalidade de primeira ordem de KKT( Karush, Kuhn e Tucker, veja 
Bazaraa e Shetty (1993)), dada pela Eq. (3), então este ponto é um ponto de ótimo do 
problema (1). 

                                                            csπA =+T       (3-a) 

                                                             bAx =        (3-b) 

                                                            0x ≥        (3-c) 

                                                               0s ≥       (3-d) 

                                                              nisx ii ,..,2,1,0 ==      (3-e) 

Se x* satisfaz a condição de (3-a), então 

*x*s*πAx*)x*s**πAx*c TTTTT +=+= ()( , 

da condição (3-b) tem-se bAx* = , das condições (3-c,d) e (e) tem-se  0=x**s T , portanto 
*πbx*c TT = . 

Do resultado do parágrafo anterior é fácil ver que qualquer outro ponto viável x , ou seja, 

bxA = e 0x ≥ , satisfaz *xcxc TT ≥ . Isto porque 

x*s*πbxs**πAxc TTTTT +=+= )( , 

como *xcπ*b TT = , e das condições (3-c) a (3-e) tem-se 0≥x*s T , logo *xcxc TT ≥ . 

Portanto, o ponto x  será ótimo se e somente se 0=x*s T , o que significa que para os valores 
de 0≥is  deve-se necessariamente ter 0=ix . 

Considerando que a matriz Amxn tem posto linha completo, ou seja, igual a m, e que 
podemos definir um subconjunto )(xβ  do conjunto de índice { }n,..,2,1  tal que, 

(i) )(xβ  contém exatamente m índices. 

(ii) )(xβ∈i  implica em 0=ix . 

(iii) A matriz Bmxm, definida por [ ]  B x)(β∈
=

iiA , é não singular onde Ai é a iésima coluna de A. 

Se todas as condições acima são satisfeitas para um ponto de projeto x, então tal ponto é 
dito ser um ponto viável básico. O método Simplex gera em seu processo iterativo uma 
seqüência de pontos viáveis básicos, parando quando um destes pontos satisfazer as condições 
dadas pela Eq. (3-a) a (3-e), o qual será o ponto de ótimo do problema linear da Eq. (1). Este 
ponto pode ser único, ou seja, um vértice do poliedro, ou mais de um vértice do poliedro. No 
caso de mais de um vértice do poliedro ser ponto de ótimo tem-se que, qualquer ponto na reta, 
ou plano, que liga tais vértices do poliedro serão também ponto de ótimo. 

Nas iterações do Simplex é avaliado se o ponto viável básico, que é um vértice do poliedro, 
satisfaz as condições de otimalidade de primeira ordem de KKT. Caso satisfaça, então tal 
ponto será o ponto de solução do problema (1); caso contrário, um novo ponto viável básico, 
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ou seja, outro vértice do poliedro, deve ser avaliado. Tal ponto é obtido definindo um novo 
subconjunto )(xβ  do conjunto de índice { }n,..,2,1 . 

Para entender qual índice em )(xβ  deve sair e qual deve entrar, para definir outro ponto 
viável básico em uma iteração do Simplex, vamos definir o subconjunto )(xη  do conjunto de 

índice { }n,..,2,1 , como sendo o complemento de )(xβ . E da mesma forma que foi definida B 
vamos definir N como 

[ ]  N x)(η∈
=

iiA . 

Separando os vetores x,s e c de acordo com os subconjuntos )(xβ  e )(xη , denotando por 

[ ] [ ] ,)()( xx x   ,x
ηβ ∈∈

==
iiNiiB xx  

[ ] [ ] ,)()( xx s   ,s
ηβ ∈∈

==
iiNiiB ss  

[ ] [ ] .)()( xx c     c
ηβ ∈∈

==
iiNiiB cec  

Da condição (3-b), tem-se  

                                                    bNx BxAx =+= NB      (4) 

Admitindo  0x =N , tem-se, da Eq. (4), bBx -1=B . Para satisfazer a condição (3-e) pode-

se fixar 0s =B . Da condição (3-a) pode-se definir π  e Ns , dados por B

T cπB =  e 

NN

T csπN =+ , ou seja, 

                                                       B

T cBπ
-1

=  e      (5) 

                                                     B

T

NN cNBcs )( 1−−=      (6) 

Se Ns , definido pela Eq. (6), satisfazer 0≥
iNs  para todo )(xη∈i , então o ponto viável 

básico avaliado é solução do problema da Eq. (1). Caso contrário, ou seja, um ou mais 
componentes de 

iNs  seja negativa, então um novo ponto deve ser avaliado. O índice q em 

)(xη  que deve substituir o índice p em )(xβ  é tal que 0<
qNs , já o índice p deve ser o menor 

entre 

                                                                      
i

iB

t

x
      (7) 

para 0>it  e )(xβ∈i , onde qABt 1−= . 

3 EXEMPLO VERIFICANDO O ALGORITMO SIMPLEX IMPLEMENTADO 

Para verificar o algoritmo Simplex implementado neste trabalho, o problema de duas 
variáveis de projeto e ponto ótimo conhecido da Eq. (8) foi avaliado. 

                                        ( )2
2

2
1

),( 21

min xx
xx

+    sujeito a 22
2

2
2

1 +≥+ xxx    (8)  

O problema da Eq. (8) consiste em determinar o ponto na superfície do parabolóide  
2

2
2

1 xxz +=  que seja mínimo e esteja acima ou no plano 22 += xz . Como se sabe o 
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parabolóide tem ponto de mínimo em 021 == xx  que está abaixo do plano de restrição, 
portanto, o ponto de mínimo estará na interseção do plano de restrição com o parabolóide, ou 
seja, 

                                                       22
2

2
2

1 +=+ xxx      (9) 

Completando o quadrado em relação a 2x na Eq. (9), tem-se 

                                                      4
92

2
1

2
2

1 )( =−+ xx      (10) 

A expressão (10) é a equação de um circulo de centro (0,1/2) e raio 3/2. O ponto de 
mínimo do problema (8) será o ponto neste círculo que tangencia a curva de nível mais baixa 
do parabolóide, como pode ser visto na Fig. 1. 

Para resolver o problema da Eq. (8) usando o método Simplex deve-se linearizá-lo. Para 
isto é preciso implementar um processo iterativo que limita o tamanho de cada passo, e então 
aproximar a Eq. (8) usando a sua expansão em série de Taylor truncada no primeiro termo, ou 
seja, 

                                                      dzxdx k

T

kk zz ∇+=+ )()(     (11) 

Para a restrição 02)( 2
2

2
2

1 ≥−−+= xxxC x , tem-se 

                                                  dCxdx k

T

kk CC ∇+=+ )()(     (12) 

O problema da equação (8) pode então ser escrito na forma 

                                           ( ))(min dx
d

+kz    sujeito a  0)dx( ≥+kC ,   (13) 

ou, como )( kz x  é constante em relação ao passo d, da forma 

                                           dz
d

k

T∇min    sujeito a  )( kk

T C x-dC ≥∇ .   (14) 

Colocando o problema linear da Eq. (14) na forma padrão do método Simplex, tem-se 

                                           [ ] *min d00zz
d*

TT

k

T

k

T ∇−∇  

                                 sujeito a  
















−

−=

















−∇∇−

−∇−∇

−∇−∇

_

_

)(

100

010

001

d

d

C k

k

T

k

T

k

T

k

T

k

T

k

T x-

d*

zz

zz

CC

  (15) 

Na Eq. (15), [ ]uwz−+= ddd* . Para maiores detalhes de como chegar nesta forma 
padrão consultar Vanderplaats (1984); Haftka e Kamat (1985). Duas restrições, dadas por 

_

dk

T ≤∇ dz , foi inserida na forma padrão, dada pela Eq. (15), para limitar o tamanho de d 

durante as restrições. 
A Fig. 1 mostra curvas de nível do parabolóide no plano 21xx , e a evolução do método 

Simplex implementado a partir de diferentes pontos iniciais dados. Da figura pode-se observar 
que o ponto que corresponde à solução do problema (8) é aquele que tem a curva de nível 
mais baixa tangenciando o círculo da Eq. (10), ou seja, (0,-1). Também da figura verifica-se 
que para todos os diferentes pontos iniciais o algoritmo Simplex implementado convergiu 
para a solução do problema. 
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Figura 1: Trajetórias de busca do ponto ótimo a partir de diferentes pontos iniciais 

4 RESTRIÇÕES NO PROBLEMA DE VIGA MISTA 

As restrições do problema são dadas por critérios de dimensionamento adotados por 
normas para garantir a segurança e utilização da estrutura. Para o caso de viga mista aço-
concreto com interação parcial, veja Sousa Jr. e Silva (2007), serão considerados os critérios 
de segurança de tensão máxima de compressão no concreto, tensão máxima nas barras de 
reforço na seção de concreto, tensão máxima no perfil de aço, força máxima nos conectores, 
flambagem local da alma e da mesa do perfil de aço, e como critério de utilização flecha 
máxima no vão da viga. Além destas restrições, outras em relação às dimensões do perfil e do 
tamanho do passo do processo iterativo devem ser consideradas. 

4.1 Tensão na seção de concreto e barras de reforço 

A seção mista é formada por uma laje de concreto com barras de reforço ligadas a um 
perfil I de aço. Na discretização do problema de viga mista com interação parcial, elementos 
de vigas são usados para simular o comportamento das seções de concreto e do perfil de aço. 
Sendo assim, para determinar a tensão máxima de compressão na seção de concreto e as 
tensões nas barras de reforço ao longo da viga mista, deve-se percorrer todos os elementos de 
viga que representam a seção de concreto. 

Assumindo uma relação tensão-deformação linear para os materiais da seção mista, tem-se 

                                        [ ]qT

v

T

ucc yEyuEy ''')'(),( 0 φφχξσ −=−=    (16) 

Na Eq. (16), Ec é o modulo de deformação do concreto. uφ  e vφ  são funções de forma para 

os deslocamentos axiais (interpolação linear) e transversais/rotações (interpolação cúbica), 
respectivamente. [ ]221121 θθ vvuu=q  é o vetor dos deslocamentos nodais do 
elemento de viga. 

Como na Eq. (16) 'uφ  é constante e ''vφ  é linear ao longo do elemento, então ),( yξσ  é 

máxima e mínima nos extremos do elemento, ou seja, 
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                                  [ ]q)1('')1('),1( −=−−==−= ξφξφξσ T

v

T

uc yEy  e  (17) 

                                         [ ]q)1('')1('),1( =−=== ξφξφξσ T

v

T

uc yEy    (18) 

Deve-se lembrar que nas expressões (17) e (18) as derivadas são em relação a variável x 
global e as funções de forma estão definidas em relação à variável local ξ  do elemento. 

Sendo h a altura da laje de concreto, )2/,1(1 h−−== ξσσ , )2/,1(2 h−== ξσσ , 

)2/,1(3 h−== ξσσ  e )2/,1(4 h== ξσσ , determina-se 

                                          =max,1σ  maior entre 4,..,1=jcomj     σ .    (19) 

                                          =min,2σ  menor entre 4,..,1=jcomj     σ .   (20) 

Para cada tensão definidas nas expressões (19) e (20) determina-se a tensão na outra face 
da seção retangular de concreto dadas por min,1σ  e max,2σ . A tensão máxima de compressão no 

concreto ( cσ ) no elemento analisado é dada por min,2σ , se 0min,2 <σ , caso contrário a tensão 

de compressão será nula.  Já a tensão máxima nas barras de reforço (
bSσ )  é obtida de acordo 

com um dos três casos abaixo, os quais são verificados para cada par de tensões, 
),( min,1max,1 σσ  e  ),( min,2max,2 σσ : 

Caso 1: 0max,1 >σ  e 0min,1 <σ   

Da Fig. 2, determina-se 

                                                               hh
min,1max,1

max,1'
σσ

σ

−
=     (21) 

 
Figura 2: tensões atuantes na seção de concreto 

Devido à condição de análise linear física do problema a seção de concreto resiste a força 
de tração dada por 

                                                        bhFt '
2
max,1σ

=       (22) 

Na Eq. (22), b é largura da seção retangular de concreto. Como é desprezada a resistência 
do concreto à tração, a força dada pela Eq. (22) deve ser resistida pelas barras de reforço. 

Na Fig. .3, c é a cobertura das barras de reforço. Da condição de equilíbrio de momentos 
em relação a B, tem-se 

                                                       tA F
ch

hch
F

2

3/'

−

−−
=      (23) 
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Da condição de equilíbrio das forças horizontais, tem-se 

                                                         AtB FFF −=       (24) 

As tensões nas barras devido à deformação da seção são dadas por 

                                               AsA E εσ =  onde max,1'

'
εε

h

ch
A

−
=  e     (25) 

                                               BsB E εσ =  onde min,1''

''
εε

h

ch
B

−
= .    (26) 

 
Figura 3: Tensão de tração na seção de concreto 

Na Eq. (26), ''' hhh −= . A tensão máxima nas barras de reforço(
bSσ ) no elemento 

analisado é dada pelo maior valor entre AA

FA σ+  e BA

FB σ+ , onde A é a área da seção 

transversal das barras de reforço. 

Caso 2: 0max,1 >σ  e 0min,1 >σ   

Como 0min,1 >σ  então toda a seção de concreto está tracionada, como mostra a Fig. 4.  

 
Figura 4: Tensões atuantes na seção de concreto 

Na Fig. 4, c é a cobertura das barras de reforço da seção de concreto. Desta figura 
determina-se 

                                                   
3

1'
min,1max,1

min,1 h
h 














+
+=

σσ

σ
     (27) 

A força de tração atuante na seção de concreto é dada por 

                                                     hbFt 2
min,1max,1 σσ +

=      (28) 

Na Eq. (28), b é largura da seção retangular de concreto. Como é desprezada a resistência 
do concreto à tração, a força dada pela Eq. (28) deve ser resistida pelas barras de reforço. 

Da condição de equilíbrio de momentos em relação a B, ver Fig. 4, tem-se 
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                                                      tA F
ch

hch
F

2

'

−

−−
=      (29) 

Da condição de equilíbrio das forças horizontais, tem-se 

                                                      AtB FFF −=       (30) 

As tensões nas barras devido à deformação da seção são dadas por 

                              AsA E εσ =  onde max,1max,1min,1 )( εεεε +−=
h

c
A  e    (31) 

                             BsB E εσ =  onde max,1max,1min,1 )( εεεε +
−

−=
h

ch
B .    (32) 

A tensão máxima nas barras de reforço (
bSσ ) no elemento analisado é dada pelo maior 

valor entre AA

FA σ+  e BA

FB σ+ , onde A é a área da seção transversal das barras de reforço. 

Caso 3: 0max,1 <σ  e, portanto, 0min,1 <σ   

Como 0max,1 <σ  então toda a seção de concreto está comprimida, como mostra a Fig. 5.  

 
Figura 5: Tensões atuantes na seção de concreto 

Como a seção está toda comprimida as tensões atuantes nas barras dependem apenas das 
deformações nestas, portanto, 

                                   AsA E εσ =  onde max,1max,1min,1 )( εεεε +−=
h

c
A  e   (33)  

                                  BsB E εσ =  onde max,1max,1min,1 )( εεεε +
−

−=
h

ch
B    (34)  

A tensão máxima nas barras de reforço(
bSσ ) no elemento analisado é dada pelo maior 

valor entre Aσ  e Bσ . 

A tensão limite de resistência à compressão do concreto ( cσ )  é dada por  

cdc f85.0=σ . 

Neste trabalho é adotado MPaf ck 30= , ( )ckc fE 560085.0=  e 4.1/ckcd ff = . Já para as 

barras de reforço é adotado MPaES 210000= , MPaf yk 500=  e 15.1/ykyd ff = . Portanto, a 

tensão limite de resistência à compressão ou tração das barras de reforço (
bSσ )  é dada por 

ydS f
b

=σ . 
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As expressões para essas duas restrições são definidas da forma dada abaixo. 

0)(1 ≥−= ccC σσx  e 

0)(2 ≥−=
bb SSC σσx . 

4.2 Tensão na seção de aço 

De forma análoga a que foi obtida a tensão máxima de compressão na seção de concreto, 
determina-se à tensão máxima na seção de aço ( Sσ ). 

                                         [ ]qT

v

T

uSS yEyuEy ''')'(),( 0 φφχξσ −=−=    (35) 

Na Eq. (35), ES é o modulo de deformação do aço e os demais são como definidos na Eq. 
(16). 

Como na Eq. (35) 'uφ  é constante e ''vφ  é linear ao longo do elemento, então ),( yξσ  é 
máxima e mínima nos extremos do elemento, ou seja, 

                        [ ]q)1('')1('),1( −=−−==−= ξφξφξσ T

v

T

uS yEy  e    (36) 

                            [ ]q)1('')1('),1( =−=== ξφξφξσ T

v

T

uS yEy .    (37) 

Deve-se lembrar que nas Eq. (36) e (37) as derivadas são em relação a variável x global e 
as funções de forma estão definidas em relação à variável local ξ  do elemento. Sendo h a 

altura total do perfil I do aço, )2/,1(1 h−−== ξσσ , )2/,1(2 h−== ξσσ , 

)2/,1(3 h−== ξσσ  e )2/,1(4 h== ξσσ , determina-se 

                                         =maxσ  maior entre 4,..,1=jcomj     σ  e    (38) 

                                         =minσ  menor entre 4,..,1=jcomj     σ    (39). 

A tensão máxima no perfil de aço ( Sσ ) será o maior valor entre maxσ  e minσ . 

Neste trabalho é adotado para o aço do perfil I, MPaES 210000= , MPaf yk 500=  e 

15.1/ykyd ff = . Portanto, a tensão limite de resistência à compressão ou tração para o perfil 

( Sσ ) é dada por ydS f=σ . 

A expressão para esta restrição será definida como dada abaixo. 

0)(3 ≥−= SSC σσx . 

4.3 Força máxima nos conectores 

A Fig. 6 mostra um elemento de viga mista e as forças resultantes atuantes neste. Da 
condição de equilíbrio das forças horizontais, tem-se 

                                                                     ∑
=

=∆
n

i

iFF
1

     (40) 

Na Eq. (40), Fi são as forças em cada conector devidas um deslizamento s entre as seções 
de concreto e aço. Segundo Oehlers e Coughlan (1986), um conector tipo pino com cabeça 
tem um comportamento linear até 50% de sua força máxima resistida. Os mesmos autores 
relacionam o módulo de rigidez do conector com a força máxima que este resiste ( maxF ), o 
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diâmetro de sua base ( cd ) e a resistência à compressão do concreto ( cf ) no qual está 

envolvido, como é mostrado na Eq. (41). 

                                                       
)00172.016.0(

max

cc

c
fd

F
K

−
=     (41) 

Na Eq. (41), as dimensões são em N e mm. ccsh EfAF 5.0max =  , onde shA  é a área da 

seção transversal da base do conector. 

 
Figura 6: Forças atuantes em um elemento de viga mista 

Admitindo que o deslizamento seja o mesmo ao longo do elemento da Fig. 6 e que os 
conectores sejam todos iguais, tem-se 

                                                                 snKF c=∆      (42) 

Definindo xnKK c ∆= /  e substituindo na equação (42), tem-se 

                                                                Ks
x

F
=

∆

∆
, ou      (43)  

para x∆  pequeno KsF =' . Se o espaçamento entre os conectores for constante em x∆  e valer 
e, tem-se, xne ∆= , e, portanto,  

                                                                eKK c /=       (44) 

O projeto de revisão da norma NBR-8800 (2008) limita o espaçamento entre conectores 
em seis vezes o diâmetro do conector, adotando conector de diâmetro de 19mm, tem-se 

4.11min =e cm. Determinando cK , usando a Eq. (41), obtém-se, da Eq. (44), a rigidez máxima 
permitida na interface de deslizamento. Esta rigidez foi utilizada na análise numérica da viga 
mista. 

A força máxima atuante em um conector, devido a deformação da viga mista, deve ser 
calculada a nível de elemento através da integral da expressão KsF =' , onde os limites de 
integração deve ser espaçados de acordo com o espaçamento entre os conectores, sendo assim 

 

∫
+−

−

=
e

KsdxF

1

1

1 ,  ∫
+−

+−

=
e

e

KsdxF

21

1

2 , ..., ∫
−

=
1

1 e

n KsdxF . 

A força máxima atuante ( sF ) será o maior valor entre 1F , 2F , ..., nF . 
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Segundo NBR-8800 (2008) a força máxima resistida por um conector ( sF ) deve ser o 

menor dos dois valores 

                                                          
cs

cckcs

s

EfA
F

γ

5.0
= ,     (45) 

                                                                
cs

ucs

s

fA
F

γ
=      (46) 

Nas Eq. (45) e (46), csA  é a área da seção transversal do conector, uf  é a tensão de 

resistência à ruptura do conector e 25.1=csγ . 
A expressão da restrição será então definida da forma abaixo. 

0)(4 ≥−= ss FFC x . 

4.4 Flecha máxima 

A equação do deslocamento transversal em um elemento é dada por 

                                                             [ ]q0 T

v

Tv φξ =)(      (47) 

onde [ ]221121 θθ vvuu=q  é o vetor dos deslocamentos nodais do elemento de viga, 

e vφ  é um vetor de funções de forma para os deslocamentos transversais/rotações. Como é 
adotada interpolação cúbica para este deslocamentos, tem-se que o deslocamento máximo 
( maxv ) estará em um dos extremos do elemento ( 1−=ξ  ou 1=ξ ) ou em algum ponto de 

derivada nula ( 0)(' =ξv ) dentro do elemento, que pode ser dois, um, ou nenhum. 

Neste trabalho é adotado uma deformação transversal limite ( v ) de L/350, onde L é o 
comprimento do vão da viga. 

A expressão da restrição será então definida da forma dada abaixo. 

0)( max5 ≥−= vvC x . 

4.5  Flambagem local no perfil de aço 

Segundo o projeto de revisão da norma NBR-8800 (2008) o índice limite de esbeltez da 
mesa de perfil I é 

y

s

f
f

E
40.1=λ . 

Para os casos de mesas onde seu índice de esbeltez dado por ff bt / , onde tf é a espessura 

da mesa e bf  a sua largura, é menor ou igual a fλ , o efeito de flambágem local pode ser 

desprezado. Já o índice limite de esbeltez da alma do perfil I é, segundo NRB-8800 (2008), 

y

s

w
f

E
49.1=λ . 
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Para os casos de almas onde seu índice de esbeltez dado por ww bt / , onde tw é a espessura 

da alma e bw a sua altura, é menor ou igual a wλ , o efeito de flambagem local pode ser 

desprezado. 
As expressões das restrições serão então definidas da forma dada abaixo. 

0)(6 ≤−= fff tbC λx , 

0)(7 ≤−= www tbC λx . 

4.6  Dimensões do perfil 

Serão adotadas neste trabalho restrições em relação à altura do perfil I de aço e as 
espessuras das mesas e almas. 

Definindo h  como a altura limite do perfil I, it  e st  como a menor e maior espessura 
possível, respectivamente. As expressões das restrições podem ser então definidas da forma 
abaixo. 

0)2()(8 ≥+−= wf bthC x , 

0)(9 ≥−= iw ttC x , 

0)(10 ≥−= ws ttC x , 

0)(11 ≥−= if ttC x , 

0)(12 ≥−= fs ttC x . 

4.7 Tamanho do passo iterativo 

Como o método Simplex é linear, o problema de determinação das dimensões ótima do 
perfil I de aço de uma viga mista deve ser linearizado truncando a sua expansão em série de 
Taylor no primeiro termo. 

Adotando como tamanho limite do passo o valor d  e chamando de f a função que se deseja 
minimizar, tem-se 

dxdx k

T

kk fff ∇+=+ )()(  

e, portanto,  df k

T ≤∇ d  limita o tamanho do passo. 

5  FUNÇÃO OBJETIVO E FORMA PADRÃO DO MÉTODO SIMPLEX PARA O 
PROBLEMA ANALISADO 

O problema que se deseja avaliar é a determinação das dimensões do perfil de aço de uma 
viga mista aço-concreto com interação parcial, de forma que a área da seção transversal da 
viga de aço seja mínima possível. Portanto, de acordo com a Fig. 7, a função objetivo pode ser 
definida da forma 

                                                     wwff tbtbf += 2)(x ,      (48) 

onde o vetor x é dado por [ ]
wwff bttb=x . 
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Figura 7: Perfil de aço 

O problema de otimização será dado por 

                                                     x)
x

(min f  sujeito a  0)( ≥xiC .    (49)  

A expansão em série de Taylor, truncada no primeiro termo, para a função objetivo e as 
restrições são dadas por 

                                                  dxdx k

T

kk fff ∇+=+ )()(  e     (50) 

                                            dxdx ki

T

kiki CCC ,)()( ∇+=+  com i = 1,...,12  (51) 

O problema da Eq. (49) pode então ser escrito na forma 

                           ( ))(min dx
d

+kf    sujeito a 0)( ≥+ dx kiC  e df k

T ≤∇ d ,   (52) 

ou, como )( kf x  é constante em relação ao passo d, da forma 

                           d
d k

T f∇min    sujeito a )(, kiki

T CC x-d ≥∇  e df k

T ≤∇ d .  (53)  

Colocando o problema linear da Eq. (53) na forma padrão do método Simplex, tem-se 

                                               [ ] *min d0
d*

T

k

T

k

T ff ∇−∇  

                   sujeito a  



















−

−

−

=





















−∇∇−

−∇−∇

−∇∇−

−∇−∇

d

d

C

C

ff

ff

CC

CC

ki

ki

k

T

k

T

k

T

k

T

ki

T

ki

T

ki

T

ki

T

)(

)(

2

2

12,,

12,,

x

x

d*

I0

I0

0I

0I

   (54) 

Na Eq. (54), [ ]TTTTT

wuddd −+=* , onde +d  e −d  são dois vetores com 4 
componentes (número de variáveis de projeto), u é um vetor com 12 componentes (número de 
restrições), w é um vetor com 2 componentes (referente a restrição de tamanho do passo), I12 
é uma matriz identidade 12x12 e I2 é uma matriz identidade 2x2. Para maiores detalhes de 
como chegar nesta forma padrão consultar Vanderplaats (1984); Haftka e Kamat (1985 ). 

As derivadas em relação à função objetivo e as restrições )(xiC  com i = 5,..,12 são obtidas 

de forma analítica derivando estas expressões em relação a fbx =0 , ftx =1 , wtx =2  e 

wbx =3 . Já as derivadas )(xiC com i = 1,..,4 são obtidas de forma semi-analíticas de acordo 

com o método abaixo. 
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As restrições )(xiC , com i = 1,..,4, dependem de q que depende de x; sendo assim, pela 

regra da cadeia 

                                                   
i

T

i

i

i

x

C

x

C

∂

∂









∂

∂
=

∂

∂ q
q

xx )()(
     (55) 

Para a primeira restrição, tem-se 

                                                    
i

T

c

i xx

C

∂

∂









∂

∂
−=

∂

∂ q
q

x σ)(1      (56) 

Da condição de equilíbrio entre força interna e externas atuantes nos elementos, tem-se 

                                                               extfKq =       (57) 

Considerando forças externas constantes em relação às variáveis de projeto e derivando a 
Eq. (57) em relação à x, tem-se 

                                                            q
Kq

K
ii xx ∂

∂
−=

∂

∂
     (58) 

Da Eq. (57) e (58) determinam-se q e 
ix∂

∂q
. Podendo assim avaliar )(qcσ  e )( q

xic ∆+ ∂

∂qqσ , 

e por fim determinar 

i

cixic

i

c

q

q

q ∆

−∆+
=

∂

∂ ∂

∂ )()( qq q σσσ
 

6 EXEMPLO 

A viga mista da Fig. 8 foi analisada pelo método desenvolvido neste trabalho. Para a 
análise numérica foi adotada uma malha de 20 elementos de interfaces, para a conexão 
deformável, e 40 elementos de viga, sendo 20 elementos para a seção de concreto e 20 
elementos para a seção de aço. Os dados referentes às propriedades físicas dos materiais da 
seção mista são, MPaf ck 30=  (resistência característica do concreto a compressão), 

MPaf y 500= (tensão de escoamento do aço), MPaES 210000= (módulo de deformação do 

aço). O módulo de deformação do concreto foi determinado através da expressão para o 
módulo de deformação secante definido pela NBR-6118 (2004) para situações de análises 
lineares, ou seja, 

( ) MPafckEc 26072560085.0 == . 

Para as barras de reforço da seção de concreto foram adotadas as mesmas propriedades do 
aço do perfil I. Para a rigidez da conexão, foram adotados conectores tipo pino com cabeça de 
diâmetro do fuste de 19mm espaçados com o valor mínimo permitido por norma. Sendo 
assim, de acordo com a Seção 4.3 deste trabalho, tem-se 

KPaK 500000= . 

Como descrito na Seção 4.6 deste trabalho foi admitido como restrições de projetos 

algumas limitações das dimensões, sendo adotados mmt i 5=  e mmt s 4,25= , espessura 
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mínima e máxima das chapas de aço do perfil, respectivamente. A Tabela 1 abaixo mostra as 

dimensões ótimas para diferentes valores de h , altura máxima do perfil I. 

 
Figura 8: Viga mista bi-apoiada (cotas em cm) 

Altura limite 
Dimensões do 
perfil I (cm) 

Área transversal(cm2) 

fb  30,86 

ft  1,07 

wb  1,07 
cmh 35≤  

wt  32,86 

A=101,6 

fb  20,95 

ft  0,73 

wb  1,26 
cmh 40≤  

wt  38,54 

A=79,2 

fb  3,29 

ft  2,54 

wb  1,30 cmh 45≤  

fb  39,92 

A=68,8 

Tabela 1: Dimensões do perfil I de aço 

7 CONCLUSÕES 

Como aconteceu para o exemplo simples avaliado na Seção 3 deste trabalho, o algoritmo 
Simplex trabalhou satisfatoriamente para o exemplo de viga mista dado na Seção anterior. 
Observa-se da Tabela 1 que há uma tendência de diminuição da área da seção transversal do 
perfil de aço quando se permite que este tenha alturas maiores, o que era esperado, uma vez 
que a inércia da seção aumenta quando se tem massa cada vez mais distante do centro de 
massa da seção. Portanto, a seção ótima tende para uma seção retangular, como pode ser 
observado da Tabela1. 
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