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Resumo: As aproximagdes numéricas através do uso de fungdes radiais, comumente denominadas de
aproxima¢ao em multivariaveis, t€ém sido aplicadas de modo crescente tanto na interpolacdo quanto no
ajuste de curvas que representam potenciais pertinentes as mais diversas areas da ciéncia e engenharia,
tais como: meteorologia, topografia, sismologia, entre outras. Nestas areas ¢ comum a constru¢do de
um mapeamento superficial a partir de dados experimentais esparsos, na qual certas propriedades sdo
coletadas com finalidades praticas. No entanto, frequentemente, tais problemas alcangam dimensdes
da ordem de milhdes de variaveis e, por isso, procedimentos mais econdmicos que preservem a
exatiddo devem ser constantemente implementados. Com esse proposito, uma das agdes que tem sido
desenvolvida consiste na utilizagdo das fungodes radiais de suporte compacto. O objetivo desse trabalho
¢ precisamente examinar o comportamento dessa classe de fung¢des na representagdo satisfatoria de
campos bidimensionais, no que tange a precisao e custo computacional.
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1 INTRODUCAO

Sdo cada vez mais numerosos os problemas nos quais se deseja aproximar valores em
dominios bi e tridimensionais a partir de dados conhecidos em certos pontos. Os
procedimentos mais tradicionais, como as aproximagodes polinomiais ou at¢ mesmo o método
das diferencgas finitas podem ser aplicados, mas a dificuldade operacional ¢ bem maior do que
nos casos unidimensionais, pois os modelos analiticos e os algoritmos resultantes sdo muito
mais complicados.

Além disso, igualmente importantes sdo algumas restricdes matemadticas que surgem na
extensdo em duas dimensdes de alguns métodos bem sucedidos na interpolagdo
unidimensional. Nem todas podem ser aqui listadas, mas destaca-se, primeiramente, que o
teorema fundamental da algebra que garante a fatoracdo dos polindmios em uma dimensao
ndo se aplica em duas ou mais dimensdes, ou seja, a maior parte dos polindmios
bidimensionais ¢ irredutivel no campo real.

Em segundo lugar, enquanto que em uma dimensdo, amostras de n dados arbitrarios
invariavelmente requerem um polindmio de grau n-1, do qual seus coeficientes sdo
inequivocamente determinados, isso pode ndo ocorrer em duas dimensdes. Isso significa que
poténcias de x ou y ndo constituem necessariamente uma sequéncia de polindmios
linearmente independentes e facilmente obteniveis de forma recursiva. Assim, polindmios em
duas variaveis nao reconstroem, de forma tunica, fungdes calcadas em valores de amostras
colhidas em posi¢des arbitrarias (Zakhor e Alvstad, 1992).

2 A INTERPOLACAO MULTIDIMENSIONAL

Os problemas inerentes a interpolacdo polinomial ndo se limitam a sua extensdo em casos
multidimensionais. Atualmente, ha muitas aplicagdes nas quais o numero de dados pode estar
contido na casa dos milhares ou mesmo dos milhdes e esses métodos se mostram via de regra,
computacionalmente custosos. Por fim, uma ultima restricdo, mas nem por isSO menos
importante: alguns dos métodos tradicionais tém aplicag@o limitada aos dominios regulares.

Os métodos ou técnicas de aproximacdo em multivariaveis (TAM) fornecem uma
interessante forma de superar todos os problemas citados (Fasshauer, 2007). Como o nome
indica, tais métodos trabalham com uma funcdo que depende de multiplas variaveis. A
interpolagdo multidimensional ¢ um caso particular dentro desse contexto.

Embora existam alternativas, o emprego de funcdes de base radial (RBFs) para a
operacionalizacdo das TAM tem sido dos mais comuns e bem sucedidos, encontrando
respaldo matematico eficiente sob a oOtica da teoria moderna da aproximagdo, sobretudo
quando se trata de aproximar dados esparsos em varias dimensdes (Buhmann, 2003).

As RBFs sdo fungdes cujo valor depende exclusivamente da distancia radial entre um
ponto base e um ponto campo, que pode ser também outro ponto base. Algumas propriedades
que avalizam a potencialidade das RBFs sdo evidentes: a simetria angular ¢ a mais
importante, pois o valor da fun¢do depende tdo somente da distancia do argumento ao ponto
base e quaisquer rotagdes nao influenciam seu resultado. Outro fator importante advém dos
seus valores poderem ser sempre positivos. Contudo, outros fatores podem se tornar
igualmente interessantes: muitas vezes caracteristicas de decaimento e suavidade podem ser
adequadas e, nesse sentido, ha varias classes de fungdes capazes de se ajustar a esses quesitos.

Na literatura atual, as TAM encontram-se fortemente relacionadas ao contexto dos
denominados métodos livres de malha, que tiveram génese em aplicagdes em areas como a
geodésica, geofisica, mapeamento e meteorologia. Posteriormente, foram direcionados para
aplicagdes em muitas outras areas, tais como solucdo numérica de equagdes diferenciais
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parciais, graficos computacionais, redes neurais, imagem de sinais € processamento.

3 FUNCOES DE BASE RADIAL E OS METODOS SEM MALHA

O uso de fungdes radiais no contexto das técnicas livres de malha conduziu-as a um grande
desenvolvimento. Isto ocorreu porque a geracdo de malhas para representar geometrias
complicadas em trés dimensdes € um sério problema nos métodos numéricos que discretizam
o dominio. Em sua forma tradicional, o dominio ¢ dividido em pequenas partes que se
conectam, mas ndo se sobrepdem uma com a outra. A variavel de interesse ¢ aproximada
dentro de cada elemento através de funcdes de interpolacdo, denominada comumente de
fungdes de forma. Se algum elemento ¢ fortemente distorcido, as fungdes de forma para esse
elemento sdo de qualidade ruim e os resultados podem ter baixa precisdo. Um esquema para
resolver as distor¢oes dos elementos consiste em remalhar o dominio, em razao do que foram
desenvolvidas técnicas adaptativas. Essas técnicas, entretanto, encontram sérios problemas
criados pela conectividade dos elementos.

Ressalta-se que em problemas de pequeno porte, a questdo da conectividade pode ndo ser
tao significativa. Todavia, nos casos tridimensionais, com extensa quantidade de dados, a
eliminagdo da conectividade ¢ um passo importante na reducdo do trabalho e do custo
computacional.

Nos métodos sem malha ndo se usam elementos base ou células para delimitar e gerenciar
0 posicionamento ¢ a conectividade dos graus de liberdade definidos pela discretizagdao. As
fungdes que aproximam o campo, essas sim podem demarcar uma regido de influéncia. Os
nos de cada regido de influéncia podem ser distribuidos arbitrariamente e cada regido pode e
deve se sobrepor as demais. Assim, discretiza-se o dominio de interesse através de um
conjunto de nods, posicionados sem que exista explicitamente uma malha estruturada de
elementos.

Uma das maneiras mais eficientes tanto para se gerar os pontos de discretizacdo quanto
para correlacionar os dominios de influéncia conforme essa ultima idéia consiste no emprego
das RBFs. E possivel utiliza-las tanto exclusivamente, quanto em conjunto com fungdes de
interpolagdo referenciadas globalmente.

Além disso, a redugdo na dimensdao matricial do sistema de equagdes pode ser
adequadamente implementada com o uso de fungdes radiais de base compacta, ou seja, RBFs
que limitam os dominios de influéncia, de modo tal que nem todos os pontos base
necessariamente sobreponham informagdes com os demais, atenuando a questdo do custo
computacional.

4 INTERPOLACAO COM FUNCOES DE BASE RADIAL E O MEC

Embora exista atualmente uma numerosa quantidade de livros especializados na
abordagem das TAM empregando as RBFs, ndo se pode identificar precisamente quando estas
passaram a ser usadas ostensivamente na engenharia. Por isso, ¢ oportuno destacar que
Nardini e Brebbia (1982) aplicaram-nas na abordagem de certos problemas modelados com o
Método dos Elementos de Contorno (MEC), visando a eliminac¢dao de integrais de dominio.
Aplicacdes dessa formulagdo, denominada formulacdo com Dupla Reciprocidade (FDR)
foram muito bem sucedidas em véarios problemas, ressaltando-se os problemas que
apresentam um operador linear com um termo nao-homogéneo na equagdo de governo. A
integral de dominio resultante da operacionalizagdo matematica desses termos nao-
homogéneos ¢ transformada em integrais de contorno equivalentes pelo uso de fungdes
auxiliares especiais que sdo devidamente aproximadas pelo uso de RBFs de suporte global.

O destaque dado ao MEC no estudo das fun¢des de base radial ¢ pertinente ndo apenas
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pelo pioneirismo na aplicagdo pratica dessa classe de funcdes; centenas de trabalhos
cientificos foram gerados por conta dessa temadtica. Para constar, ressaltam-se Yamada et al
(1994), que mostraram conclusdes matematicamente bem fundamentadas a respeito da
convergéncia dos resultados obtidos com as RBFs no contexto da FDR; Karur e
Ramachandran (1994), que apresentaram resultados de um estudo em que examinaram
numericamente as propriedades de convergéncia das funcdes interpolagdo usualmente
empregadas na FDR, obtendo resultados satisfatorios para as funcdes thin plate spline e RBF
linear; o trabalho de Golberg e Chen (1994) mostrou uma maneira efetiva de construir uma
expressao geral de interpolacdo empregando fungdes globais e locais, atualmente adotada nos
modernos livros sobre o tema; e Partridge (2000) sintetizou conclusdes de muitas experiéncias
computacionais interessantes.

5 FORMULACAO MATEMATICA DAS RBF’S
A formulagdo matematica das RBFs apresentada por Wong et al. (2002) ¢ bastante
simples. Seja f(x): R > R uma fungio real ¢ X; € ]Rd,j =1,2,..,N, onde x; sdo N pontos
distintos. Seja, também, cl)(x — xj) = (p(”x — x]-||) uma fungdo de ’base radial, onde o termo
”X—X]-” =r; corresponde a distincia Euclidiana entre x e x;. E possivel, portanto, uma
aproximacao s(x) em f(x) tal que:
N

s(x) = Za]-d)(x—x]-). (1)

=1

Onde q; sdo coeficientes desconhecidos, que sdo determinados impondo-se:

s(x;) =f(x;),i=1,2,...,N. (2)
Por conseguinte, a equagao (2) resultard no sistema de equacdes lineares na forma:
f(x4) DO(xy — %) P(xp—x%2) .. DP(xy—xN) 0
f(sz) — D (x, = x1) D% - X3) - D(x, - XN) O(:Z
f(xn) P(xy — %) PxN—%Xz2) .. Py —xn) ON
Este, por sua vez, pode ser expresso em forma matricial como:
AY =F. 3)

Onde A = [QD(xi - x]-)] ¢ uma matriz simétrica N X N chamada matriz de interpolagdo,
Y = [a]-] e F = [f(x;)] sdo matrizes N X 1.

O problema sera bem posto, isto €, a solucao existira e serd Unica, se € somente se a matriz
A for ndo-singular. Micchelli (1986) provou que no caso de funcdes radiais simples,
considerando pontos base distintos, a matriz de interpolagdo ¢ sempre nao singular.

No entanto, para que a matriz de interpolacao produza resultados consistentes, a funcao @
deverd ser positiva definida. Essa propriedade ¢ facilmente observada no uso de RBFs de
suporte global, desde que sejam usados argumentos baseados exclusivamente em normas
euclidianas. Assim, uma fung¢ao na forma:

¢ =C—r; 4)

Pode compor uma matriz de interpola¢do que ndo ¢ positiva definida, dependendo dos valores
da constante C com relagdo a rj. A matriz ¢ inversivel, mas seus resultados sdo ruins. Existe
ainda outro importante quesito, que esta ligado a medida empregada para gerar a imagem dos
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interpolantes. No caso de espacos euclidianos, essa medida corresponde a distancia gerada a
partir dos pontos base das fungdes, mas existem outras normas (Myers, 1988). No entanto, as
distancias geradas por interpolantes empregando exclusivamente poténcias pares (r, r', 1°
etc.) ndo geram interpolagdes consistentes, pelo que ndo sdo consideradas RBFs aplicaveis.
Porém, se combinadas com outras fungdes podem ser efetivas em certas aplicagdes, como no
caso das Thin Plate Splines (’In 1) (Partridge, 2000).

6 FUNCOES DE BASE RADIAL COMPACTA

Por conta da enorme propor¢ao de dados requeridos nas modernas aplicagcdes dos métodos
aproximados, o emprego de RBFs de Suporte Compacto (CSRBFs) tem se ampliado
consideravelmente.

Tais funcdes sao ndo nulas apenas para valores de r delimitados a uma distancia menor do
que certo parametro arbitrario — o suporte — denominado 9.

O emprego das CSRBFs povoa as matrizes com varios elementos nulos, que podem ser
adequadamente ignorados e resultar em economia de processamento computacional, ao
mesmo tempo em que reduz o risco de mau condicionamento do problema.

Um importante exemplo de familia de fungdes estritamente positivas de suporte compacto
advém das fungdes exponenciais truncadas, dadas por:

¢(r) =1 -1} (5)
Nesta ultima equagao foi utilizada a fungéo cutoff (.), que é definida como:
_(x, parax =0
() = {0, parax <0

Diferentemente das RBFs de suporte pleno, em que ¢ muito simples eleger fungdes
positivas definidas para qualquer s, demonstra-se que ndo existem fungdes univariaveis
continuas de suporte compacto estritamente positivas definidas e radiais em RS para todos os
s (Fasshauer, 2007). Para que essa propriedade exista nas CSRBFs, € preciso que o expoente [
satisfaca a seguinte expressao:

l=|s/2] +3k+1

A familia mais popular de CSRBFs atualmente em uso foi formulada por Wendland
(1995). Este autor iniciou suas pesquisas empregando a fungdo exponencial truncada e a partir
dessa, gerou novas equacdes em outros espagos dimensionais, aplicando repetidamente o
operador J descrito a seguir:

) () = f th(D)dt ©)

O suporte compacto de ¢; reduz a integral imprépria a uma integral definida que podera
ser resolvida por integracao por partes. Na Tabela 1 sdao apresentadas algumas dessas fungoes.

@30 (M) = (1 -1)3 C° N PD;
@31 (1) =T @3(r) = (1 = 1)3(1 + 4r) C* N PD;
@3 (1) = T%@,(r) = (1 — 1) (35r% + 18r + 3) C*N PD,
@33 (1) =Ps(r) = (1 - 1)i(32r3 + 25r* + 8r+ 1) C® N PD,

Tabela 1: Fungdes radiais de Wendland de suporte compacto ¢ ) parak=0,1,2,3 es =3
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O simbolo (=) significa que a equagio apresenta igualdade se for multiplicada por uma
constante positiva.

Fungdes positivas definidas de base radial e suporte compacto que também apresentam a
forma polinomial, como as fun¢des de Wendland, sdo propostas no trabalho de Wu (1995).

A partir de uma fungdo truncada que ndo ¢ estritamente positiva definida, Wu aplica uma
convolugdo para, entdo, obter uma funcdo com tal caracteristica. Assim, o autor gera uma
familia de fung¢des utilizando um operador derivativo.

A fungdo de base ¢; pode ser dimensionada para ter um suporte compacto em [0,5j] pela
substitui¢ao de r por r/§j para §j > 0.

O fator de dimensionamento & pode ser variavel ou constante em diferentes centros (j = 1,
2,..., N) dependendo da natureza do problema. Um importante problema ainda ndo resolvido ¢
encontrar um criterio geral para determinar o valor ideal de §j. Quanto menor o valor de §j,
maior o percentual de elementos nulos na matriz de interpolagdo; entretanto, isto resulta em
menor precisao.

Sdo apresentados a seguir varios testes com CSRBFs em duas dimensdes visando
representar duas funcdes distintas: a fungdo de Franke e o paraboldide. Para ambas, sdo
obtidos valores interpolados da imagem da fun¢do em pontos distintos dos pontos base e
também determinado o volume compreendido sob a curva interpolada.

7 TESTES COMPUTACIONAIS COM A FUNCAO DE FRANKE

A fungdo de Franke (Franke, 1982) ¢ uma fun¢do padrao para teste bem conhecida na
investigacdo de métodos de interpolagdo com dados esparsos. A figura 1 ilustra sua
distribuicao espacial enquanto sua expressao matematica ¢ dada a seguir por:

F(x,y) = 0.75¢-025(6-2)?=025(9y=2)° | ( 75,-(9x-2)*/49-(9y-2)?/10
+ 0.5¢-0-25(9x=7)2-0.25(9y—3)* _ () 2= (9x—4)*-(9y-7)?

Figura 1: Funcdo de Franke

Foram consideradas inicialmente duas malhas com 25 pontos interpolantes: a primeira
delas com os pontos igualmente espacados, sendo 16 no contorno € 9 no interior; € a outra
com 25 pontos aleatorios gerados pela subrotina haltonseq.m’ — escrito por Daniel

1 Tal programa pode ser obtido em MATLAB Central File Exchange.
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Dougherty. Para melhor concepcao, na figura 2 apresentam-se a distribuicdo dos pontos nos

dois tipos de malha empregados.

malha aleatoria
1
[ ]
[ ]
0,8 " e 5
]
[ ]
0,6 | ¢
b [ ]
° [ ]
0,4 .
[ ]
[
0,2 e >
[
° [
0 [ ]
00 02 04 06 08

1,0

malha regular

1,0 ° ° °
0,8

® ° ° ° ®
0,6

) ° ° ° ®
0,4

) ° ° ° ®
0,2
0,0 ° ° °

00 02 04 06 08

1,0

Figura 2: malha de pontos aleatorios (esq.), malha de pontos regulares (dir.)

Os pontos das malhas correspondem aos centros das fungdes de base radial de suporte
compacto formuladas por Wendland e Wu.

7.1 Testes de avaliacio do volume definido abaixo da superficie

O primeiro teste realizado determina o volume da superficie interpolada pelas fungdes.
Para avaliacdo da precisdo das fungdes, inicialmente foi tomado um suporte para a funcao de
interpolagdo dado por (6 = 1,5), definindo-a em um dominio bidimensional Q = [0,1]x[0,1].
Desta forma, a fun¢do de interpolacdo apresenta suporte em todo o dominio. Os resultados

para algumas fungdes de Wendland sdo apresentados na Tabela 2.

Malha regular Malha Aleatoria
Fungdo de Wendland Vol. Num. Elrro abs % | Vol. Num. | Erro abs %
(P1,o(r) =(1-r), 0,59672113 2,8502 0,62004217 0,9466
(p3’0(r) =(1-r)2 0,59786104 2,6647 0,61399671 0,0377
(Ps,o(r) =(1-r)3 0,59426580 | 3,2500 0,60728946 1,1297
¢, (1) =1 -1 +3r) 0,61639277 | 10,3524 | 0,62109341 | 1,1177
(P1,2(r) =1 -3+ +8r? 0,62370024 1,5421 0,61784656 0,5891
(p3’1(r) =(1-nr% +4r) 0,61534150 0,1813 0,61953597 0,8641
(p3'2(r) =1 -r)$@+--+35r%) | 0,62233189 1,3193 0,61700933 0,4528
(p3'3(r) =(1-081+--+32r®) | 0,62527728 1,7989 0,61391352 0,0512

Tabela 2: Interpolagdo com malha de 25 pontos em [0,1]°. (Suporte & = 1.5)

O rendimento das fungdes ¢ verificado através do erro absoluto percentual, computado a
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partir do volume analitico (Vay = 0,614228126) e do volume na interpolagdo. Assim, ao
observar-se a Tabela 2, constata-se que os melhores resultados estdo relacionados a malha de
pontos aleatorios em comparagcdo com os resultados obtidos pela malha de pontos igualmente
espacados. Apenas duas fungdes de Wendland forneceram resultados melhores para a malha
regular.

Para a malha aleatoria, pode-se destacar a fungdo @3, (r), apresentando o melhor
resultado; seguido da fungdo @3, (r). J4 na malha regular, o menor erro ¢ fornecido pela
fungdo @31 (r). Eram esperados bons resultados para esta fungdo 3 ; (1), pois ¢ mencionada
por Schaback (2007) como a mais precisa funcao radial positiva definida de suporte
compacto.

A justificativa do comportamento expresso pela Tabela 2 fundamenta-se no fato de que os
pontos situados nas regides centrais do dominio concentram a maior parte do volume gerado
abaixo da curva, de modo que os pontos de contorno t€ém pouca influéncia nesse célculo.
Logo, como a malha aleatdria ¢ formada de pontos situados no dominio, o volume do mesmo
nessas condigdes foi representado com maior eficiéncia.

Dando seqiiéncia, repetem-se os testes utilizando-se as fungdes de Wu.

N Malha regular Malha Aleatoria
Fungo de Wu Volume | Erro abs % | Volume | Erro abs %
Po3 () =A-07(5+--+5r° ]063190092 | 2,8772 0,61639921| 0,3535
P13 =1-06+ -+ 5r%) | 0,62566650 1,8622 (0,61745571| 0,5255
P23 (1) =1 —-0)3(@B+--+5r*) 061647279 | 0,3654 |0,62032707| 0,5720
@33 (1) = (1 —0)5(16+ -+ 5r) | 0,59803941 2,6356 |0,61071453| 0,9929

Tabela 3: Interpolagdo com malha de 25 pontos em [0,1]*.(Suporte: & = 1.5)

No tocante ao teste com 25 pontos, novamente os menores erros aplicam-se para a malha
aleatoria, pelas mesmas razoes anteriores.

Assim, constata-se que, para as duas diferentes malhas (regular e aleatdria), as fungdes que
apresentam o menor erro ndo sao iguais, tal como aconteceu para as fungdes de Wendland,
pois que a fun¢do g3 (r) tomou a posi¢do de melhor desempenho na malha aleatoria e,
analogamente, a fungdo ¢, 3 (1) alcangou melhores resultados para a malha regular.

7.2 Testes de avaliacio do valor da imagem da funcio de Franke

O célculo de volumes apresenta dois sérios inconvenientes: no primeiro deles, ¢ possivel
haver compensagoes de valores erroneos acima ou abaixo do valor exato, o que em termos de
teste, ndo ¢ desejavel. A segunda razdo ¢ que em muitas fungdes-teste, o volume ¢
preponderantemente gerado com base nos valores de dominio, conforme ocorreu no teste
precedente com a fun¢ao de Franke.

Assim, os resultados das Tabelas 4 ¢ 5 comparam o Erro Médio Quadratico (EMQ) para os
dois tipos de malhas abordados. O EMQ ¢ calculado para um conjunto de pontos igualmente
espacados, que formam uma grade [40x40] no dominio bidimensional [0,17].

Fung¢do de Wendland EMQ malha EMQ n}a} ha

regular Aleatoéria
P31 (1) =1 —0)i(1+4r) 2,83137E-02 | 6,49944E-02
911 (M =1-r3i1+3r) 2,90399E-02 | 7,36518E-02
@3, (1) = (1 -5+ +35r?) 3,35389E-02 | 6,99270E-02
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P, (M =A-1)30 4+ +8r% 3,65216E-02 | 7,81939E-02
@33 () =1 -nfA+--+32r°) 3,66880E-02 | 7,82100E-02
@30 (N =1 -1} 5,87112E-02 | 7,02582E-02
Q1o (M =>0-1), 5,99568E-02 | 8,73171E-02
Pso () =1 -1)3 6,00843E-02 | 5,82867E-02

8511

Tabela 4: Interpolagdo com fun¢des de Wendland, malha de 25 pontos em [0,1]* (Suporte: & = 1.5)

Agora, ao contrario dos resultados para os testes na determinagdo do volume, nos quais a
malha de pontos aleatdrios apresentou menores erros, os valores do EMQ mostrados na
Tabela 4 ostentam melhores resultados para a malha regular. A razao disso provavelmente
esta ligada aos fatores anteriormente expostos, particularmente a distribui¢cdo predominante do
volume no interior do dominio, que para 0 EQM tem importancia ponderadamente menor.
Vale ressaltar que a fungdo @3, () apresenta o melhor resultado (menor EMQ) em ambas as
malhas utilizadas.

Na Tabela 5, os mesmos experimentos foram novamente repetidos para as fun¢des de Wu.

Funcio de Wu EMQ malha EMQ rl?a}ha

regular Aleatoria
@23 (1) = (1 -3+ 451 2,97182E-02 | 6,78403E-02
P13 (™ =01 -1)8(6+-+5r°) 3,91023E-02 | 8,29019E-02
Qo3 () =1 -3+ +5r° 4,71556E-02 | 1,11437E-01
P33 () =1 -0516+--4+5r%) | 549928E-02 | 6,28686E-02

Tabela 5: Comparagéo entre 0 EMQ na interpolagdo com fungdes de Wu em malha de
25 pontos em [0,1]* (Suporte: & = 1.5)

Comparando-se os valores das Tabelas 4 e 5, notar-se-a que, geralmente, o EMQ obtido
para as fun¢des de Wendland foi ligeiramente menor que o EMQ obtido para as fungdes de
Wu (para os 25 pontos de interpolagao).

As fungdes de Wu também apresentam melhores resultados para a malha de pontos
igualmente espacados. Esse comportamento se explica devido ao erro de interpolagao no
contorno da malha de pontos aleatorios ser muito alto, enquanto a malha regular apresenta
interpolagcdo no contorno mais exata.

Surge também outro problema com esse tipo de andlise, que ¢ o fato de alguns valores
analiticos serem proximos ou iguais a zero, o que distorce o perfil geral dos resultados. Para
contornar isso, uma nova medida de erro foi inserida: o pardmetro EM%, no qual o valor da
amplitude méxima da funcdo de Franke foi introduzida no denominador. Além disso, foi
acrescentado aos testes o parametro percentual ndo nulo da matriz de interpolacdo (% Nao
Nulo).

7.3 Influéncia da variacdo do suporte no erro no valor da imagem e no calculo do
volume gerado pela funcio de Franke

Nesses experimentos foram realizados testes utilizando-se uma fun¢do de Wendland e uma
funcdo de Wu, ambas de suavidade C*, estritamente positivas definidas e radiais em
R3, para possibilitar a comparagdo. Além disso, variou-se o suporte da fun¢io de interpolacdo
proporcionalmente ao valor da diagonal (d) do dominio da funcao teste de Franke, conforme
mostram as Tabelas 6 e 7.

Inicialmente foram testadas malhas com 25 pontos interpolantes igualmente espacados.
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Foram calculados erros tanto no calculo da imagem da fun¢do quanto no volume comprendido
abaixo da curva. O EMQ ¢ o erro médio quadratico da fung¢ao, calculado para um conjunto de
pontos igualmente espacados, que formam uma grade [40x40] no dominio bidimensional
[0,1]2. O EM% ¢ uma medida semelhante a anterior, mas no denominador ¢ aplicado o maior
valor analitico da func¢ao.

Da Tabela 6, pode-se depreender que o melhor resultado foi obtido para o suporte igual a
metade da diagonal do dominio para os trés tipos de erros analisados. Este resultado ndo era
esperado, visto que, quanto maior o suporte, a fun¢do radial torna-se menos compacta € mais
pontos sdo introduzidos ao raio de agdo de cada funcao.

O comportamento se repetiu para a fungdo de Wu, conforme mostra a Tabela 7, sendo que
para a malha de 25 pontos, o melhor suporte correspondeu ao valor de “d/2”.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM% NULO VOLUME VOLUME
d/4=0,357 2,77877E-01 12,2822 27,04 0,40659543 33,80%
d/2=0,714 2,74772E-02 1,2980 57.76 0,61639278 0,35%
3d/4=0,893 | 2,97928E-02 1,4070 74,40 0,61991259 0,93%
d =1,429 3,30467E-02 1,5782 100,00 0,62211566 1,28%

Tabela 6: Interpolagdo com a fungdo de Wendland ¢, , (r) = (1 — r)¢(35r? + 18r + 3); malha com 25
pontos igualmente espagados em [0,1]% variando-se o suporte.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
d/4~=0,357 | 2,12000E-01 9,0957 27,04 0,46183219 24,81%
d/2=0,714 | 3,14404E-02 1,4784 57.76 0,62062562 1,04%
3d/4=0,893 | 3,36934E-02 1,5923 74,40 0,62319006 1,46%
d =1,429 3,85701E-02 1,8414 100,00 0,62564854 1,86%

Tabela 7: Interpolagdo com a fungdo de Wu ¢y 5 (r) = (1 —r)$(6 + --- + 5r®); malha com 25 pontos
igualmente espagados em [0,1]%, variando-se o suporte.

Nas duas tabelas anteriores observa-se que para suportes maiores que “d/4”, a fungdo de
Wendland supera a fungdo de Wu nos resultados dos testes apresentados.

Repetindo-se esse mesmo teste para a malha de pontos aleatorios, os resultados dos testes
estdo mostrados nas tabelas 8 e 9. Neste caso, o suporte ¢ variado proporcionalmente ao raio
R da maior circunferéncia “vazia” (sem pontos base internos) que pode ser colocada nesta
malha de 25 pontos.

Suporte EMQ EM % ;ffliag VOLUME Vgﬁ&E

R=027 | 3,54146E-01 | 15,7508 | 18,40 | 0,36014942 | 41,37%
2R=0,54 | 896585E-02 | 3,1982 | 57,12 | 0,57592531 6,24%
3R~0,81 | 4,17210E-02 | 1,7852 | 90,08 | 0,60399987 1,67%
4R~1,08 | 5,16353E-02 | 22261 | 100,00 | 0,61246893 0,29%
SR=135 | 6,48329E-02 | 2,5946 | 100,00 | 0,61606305 0,30%

Tabela 8: Interpolagdo com a fungdo de Wendland ¢, , (r) = (1 — r)¢(35r? + 18r + 3); malha com 25
pontos aleatorios em [0,1]°, variando-se o Suporte .
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Analisando-se a Tabela 8, pode-se perceber que para o suporte igual a 3R o EMQ ¢
minimo, mas o erro em relagdo ao volume continua diminuindo até o valor de suporte de 4R.
Por conseguinte, pode-se constatar que um pequeno erro no calculo do volume nao afirma que
a interpolagdo foi mais exata, pois o calculo deste pode ter sido deficiente em uma regido, mas
compensado pela soma algébrica de outra deficiéncia (de sinal oposto) em outra regiao.

Logo, o melhor suporte para as condi¢gdes apresentadas neste teste pode ser considerado o
de valor igual a 3R, que apresentou um menor EMQ, bem como menor erro médio percentual.

A tabela 9 apresenta os resultados dos testes repetidos para a funcdo de Wu. Possuem
caracteristicas semelhantes aos obtidos pela tabela anterior, com a funcao de Wendland.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
R =0,27 3,13832E-01 13,5576 18,40 0,39993408 34,89%
2R = 0,54 7,55796E-02 2,6313 57,12 0,58620484 4,56%
3R=0,81 5,32940E-02 2,2309 90,08 0,60695833 1,18%
4R = 1,08 6,82038E-02 2,8308 100,00 0,61359794 0,10%
SR~ 1,35 7,91013E-02 3,1141 100,00 0,61673482 0,41%

Tabela 9: Interpolagdo com a fungdo de Wu ¢, , (r) = (1 — 1)8(6 + -+ + 5r°); malha com 25 pontos
aleatorios em [0,1]%, variando-se o Suporte .

A funcdo de Wu alcangou um EMQ minimo também no suporte de valor 3r. Constata-se
que o valor desse erro ¢ um pouco maior que aquele obtido com a fungao de Wendland.

Comparando-se os resultados anteriores no que se refere ao desempenho da malha regular
e aleatoria, vé-se que: para a determinag¢do do volume a malha aleatdria teve desempenho
melhor, enquanto para o calculo da imagem (valor da fun¢@o) a malha com pontos igualmente
espacados foi mais precisa tanto na medida EQM quanto na EM.

7.4 Teste estacionario no calculo do erro no valor da imagem e no calculo do volume
gerado pela func¢io de Franke

Os resultados mostrados nas tabelas 10 e 11 foram construidos fundamentados no que ¢
denominado na literatura especializada por teste estacionario, ou seja, varia-se o suporte €
também o nimero de pontos, mantendo-se constante determinada quantidade de pontos no
interior do suporte. Considera-se um suporte inicial de (6 = d/2 = 0,714) para N = 25 (nimero
de pontos base na malha) de forma que um ponto central tenha um suporte de outros 24
pontos vizinhos. A partir dai aumenta-se o numero de pontos (igualmente espagados),
reduzindo a metade a distdncia entre eles; simultancamente, faz-se a reducao do suporte,
também a metade. Assim, o nimero de pontos em suporte permanece aproximadamente
constante neste tipo de teste. A Tabela 10 apresenta resultados para a fungdo de Wendland.

% NAO ERRO
N EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
25 | 2,747720E-02 1,29802 57,76 0,61639278 0,35242%
81 1,395670E-02 | 0,58743 23,18 0,61652805 0,37444%
289 | 1,118360E-02 | 0,39092 7,47 0,61464143 0,06729%

Tabela 10: Interpolagio estacionaria em N pontos igualmente espagados no dominio [0, 1]* (25 pontos
constantes em suporte) com a fungdo de Wendland ¢, , (r) = (1 — r)$(35r + 18r + 3).
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Pode-se perceber que os resultados melhoram levemente com o acréscimo de pontos. A
mesma simulagdo ¢€ feita para a funcdo de Wu, conforme mostra a Tabela 11. Percebe-se, pela
comparacao entre as duas tabelas, o melhor desempenho da fun¢ao de Wendland.

% NAO ERRO

0
N EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME

25 | 3,14404E-02 1,4784353 57,76 0,620625616 | 1,04155%
81 | 1,38316E-02 0,5789870 23,18 0,618164122 | 0,64080%
289 | 1,12248E-02 0,3570699 7,47 0,616304456 | 0,33804%

Tabela 11: Interpolagao estacionaria em N pontos igualmente espagados no dominio [0, 17? (25 pontos
constantes em suporte) com a fungdo de Wu ¢, 3 (r) = (1 = 1)$(6 + -+ + 57°).

8 TESTES COMPUTACIONAIS COM A FUNCAO PARABOLOIDE

Nos testes anteriores verificou-se que a funcdo teste de Franke apresentava seu volume
gerado preponderantemente pela regido central do dominio. Com o propoésito de se apresentar
uma situagdo distinta dessa primeira, novos testes com o céalculo de volume sdo reproduzidos
utilizando-se como fun¢ado teste um paraboloide, cuja equagdo descrita por:

z(x,y) = (x— 0.5)% + (y — 0.5)? (7)

A cota z ¢ apresentada como uma funcdo das varidveis x e y, definidas no campo
bidimensional. A equagdo (8) representa uma figura na qual a concavidade estd voltada para
cima ¢ o ponto de minimo encontra-se no centro do dominio. Seu aspecto ¢ mostrado na

Figura 3:

05
0.45

0.3

~
2 025
i

Figura 3: Paraboldide

8.1 Testes de avaliacio do volume definido abaixo da superficie

Foram usadas as mesmas malhas — regular e aleatéria - anteriormente apresentadas. Os
resultados para ambas as malhas com as fun¢des de Wendland sdo mostrados na Tabela 12.
Os melhores resultados estdo em negrito.
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. Malha regular Malha aleatoria
Fungdo de Wendland Vol. Num. |Erroabs % | Vol. Num. | Erro abs %
@10(r) =(1—-1)4 0,18573973 | 11,4438 0,15250057 8,4997
@30(r) =(1— r)z 0,18232750 9,3965 0,15047529 9,7148
@s50(r) =(1— r)3 0,18247054 9,4823 0,14735118 11,5893
@11(r) =(1 - r)3(1+3r) 0,17163366 2,9802 0,16129534 3,2228
@1,(r) =(1 - N3(1+--+8r?) |0,17166157 2,9969 0,16204047 2,7757
@31(r) = (1— N4(1+ 4r) 0,17431406 | 4,5884 0,15926304 4,4422
@3,(r) =(1- r)%(3 + -+ 35r?) | 0,17325679 3,9541 0,16066774 3,5994
@33(r) =(1— (1 +--+32r3) | 0,17314550 3,8873 0,16092985 3,4421

Tabela 12: Interpolagdo com malha de 25 pontos em [0,17°, (suporte: 6 = 1.5)

O desempenho das fungdes interpolantes na representagao do paraboldide foi distinto do
obtido para a fun¢do de Franke, refor¢ando a idéia que a afinidade da fun¢do interpolante com
o tipo de funcgdo a ser interpolada ¢ um fator muito importante, capaz de favorecer bons
resultados para certas fungdes em detrimento de outras.

Para as fungdes de Wu, os resultados para ambas as malhas sdo mostrados na Tabela 13.

. Malha regular Malha aleatoria
Fungdo de Wu
Volume | Erro abs % Volume Erro abs %
Po3(r) = (1 - r)7(5+ -+ 57r%) |0,16963381 1,7803 0,16363817 1,8171
p13(r) = (1 - r)%(6 + -+ 5r°) {0,17129343 2,7761 0,16226463 2,6412
@o3(r) = (1 - r)3(8+ -+ 5r%) ]0,17393528 | 4,3612 0,15993689 4,0379
@p33(r) = (1 - r)4(16 + -+ 5r3) |0,18093117 8,5587 0,14983492 10,0990

Tabela 13: Interpolagio com malha de 25 pontos em [0,1]% (suporte: & = 1.5)

Observa-se um aumento da precisdo dos resultados com o aumento da ordem da funcao
interpolante e mais uma vez o perfil de desempenho ¢ distinto do observado na interpolagao

da fung¢ao de Franke.

8.2 Testes de avaliaciao do valor da imagem do paraboléide

Na Tabela 14 apresentam-se os erros cometidos na determinagdo dos valores imagem da

func¢do paraboldide.
Funcao de Wendland EMQ malha EMQ r??lha
regular aleatoria

@31 (M) =1 -r)i(1+4r) 1,33071E-02 3,00708E-02
@11 () =1 -3 +3r) 8,97056E-03 2,24293E-02
@32 (1) = (1 —7)8(3+ -+ 357?%) 1,11789E-02 2,51673E-02
P12 (N =1A-r)3A+-+8r?) 8,37258E-03 1,99586E-02
P33 (1) = (A =8+ +32r%) 1,07832E-02 2,39979E-02
@30 () =1 -1)} 1,78958E-02 5,60128E-02
P10() =0 —-1), 2,13589E-02 5,32600E-02
@s0 (1) = (1 —1)3 1,85939E-02 6,22679E-02

Tabela 14: Interpolagio com fungdes de Wendland (malha de 25 Pontos) em [0,1]%, ( suporte & = 1.5)
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Na tabela 15, os mesmos experimentos foram novamente repetidos para as fungdes de Wu.

EMQ malha EMQ malha
regular Aleatoéria
@023 (@) =1 —1)3(8+ - +5r") 1,25737E-02 | 2,78618E-02
@13 () =1 —7)8(6+ -+ 57°) 7,71888E-03 | 1,89366E-02
0o3 (1) =1 —1r)i(5+:+5r° 4,90930E-03 | 1,32675E-02
@033 () =1 —-7r)i(16+--+5r%) | 1,77484E-02 | 5,61217E-02

Tabela 15: Comparagdo entre 0 EMQ com a fun¢ao de Wu em malha de 25 pontos
definidos em [0,17%, (suporte: & = 1.5)

Fungdo de Wu

8.3 Influéncia da variacao do suporte no erro no valor da imagem e no calculo do
volume gerado pela funcio paraboldide

Na tabela 16 variou-se o suporte da fun¢do de interpolacdo proporcionalmente ao valor da
diagonal (d) do dominio.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM% NULO VOLUME VOLUME
d/4=0,357 | 5,26193E-02 7,8561 27,04 0,12972854 22,16%
d/2=0,714 | 3,60116E-02 5,3446 57.76 0,18784548 12,71%
3d/4 = 0,893 | 2,65815E-02 3,9643 74,40 0,18236232 9,42%
d =1,429 |1,21682E-02 1,8075 100,00 0,17383240 4,30%

Tabela 16: Interpolagdo com a fungdo de Wendland ¢, , (r) = (1 — r)¢(35r? + 18r + 3), malha de 25 pontos
igualmente espagados em [0,17%, variando-se o suporte.

O procedimento ¢ repetido na construcao da Tabela 17, utilizando-se a fun¢ao de Wu.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
d/4=0,357 | 3,26850E-02 | 4,8628 27,04 0,14725839 11,64%
d/2=0,714 | 3,39812E-02 | 5,0837 57.76 0,18630850 11,79%
3d/4~0,893 | 1,98024E-02 | 2,9937 74,40 0,17865702 7,19%
d=1,429 | 8,33334E-03 | 1,2478 100,00 0,17163615 2,98%

Tabela 17: Interpolagdo com a fun¢do de Wu ¢, 3 (r) = (1 —r)$(6 + --- + 57°), malha de 25 pontos
igualmente espagados em [0,17%, variando-se o suporte.

Diferentemente do que ocorreu com a funcdo de Franke, a representacdo mais precisa do
paraboloide foi feita quando o suporte das fungdes radiais foi pleno, ou seja, englobando todo
o dominio.

Repetidos para a malha de pontos aleatdrios, esses testes estdo presentes nas Tabelas 18 e
19. Neste caso, o suporte ¢ variado proporcionalmente ao raio da maior circunferéncia “vazia”
(sem pontos base internos) que pode ser colocada nesta malha de 25 pontos.
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Suporte EMQ EM % (?SI[I}IS (? VOLUME V(FSIE[I}(\)/IE
r~0,27 | 1,48153E-01 | 19,8631 18,40 0,07877593 52,73%
2r=0,54 | 8,94437E-02 9,9030 57,12 0,13464796 19,21%
3r=0,81 | 5,61929E-02 5,5172 90,08 0,15055802 9,67%
4r~1,08 | 3,87234E-02 3,5125 100,00 0,15669671 5,98%
Sr=1,35 | 2,89430E-02 | 2,5123 100,00 0,15962061 4,23%

Tabela 18: Interpolagdo com a fungdo de Wendland 93, (r) = (1 —r)(35r2 + 18r + 3), malha de 25

aleatorios em [0,1]°, variando-se o suporte.

% NAO ERRO

SUPORTE EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
r=0,27 1,41987E-01 | 18,3910 18,40 0,08749471 47,50%
2r=0,54 | 8,12251E-02 8,8093 57,12 0,13908666 16,55%
3r=0,81 | 4,58102E-02 4,2860 90,08 0,15443203 7,34%
4r=1,08 | 2,93069E-02 2,5068 100,00 0,15948090 4,31%
Sr=1,35 | 2,16197E-02 1,8209 100,00 0,16154931 3,07%

Tabela 19: Interpolagdo com a fungdo de Wu ¢y 3 (r) = (1 —r)$(6 + -+ + 5r°), malha de 25 Pontos

8.4 Teste estacionario no calculo do erro no valor da imagem e no calculo do volume
gerado pela fun¢do paraboloide

Aleatérios em [0,1]%, variando-se o suporte.

8517

Os resultados das tabelas 20 e 21 foram construidos com base no teste estacionario
abordado na secao 7.4. Repetindo o ja exposto: considera-se um suporte inicial de (o = d/2 =
0,714) para N = 25 (numero de pontos base na malha) de forma que um ponto central tenha
um suporte de outros 24 pontos vizinhos. A medida que se aumenta o niimero de pontos,
reduz-se, intencionalmente, a metade o valor do suporte, de modo que o nimero de pontos em
suporte permanega aproximadamente constante neste tipo de teste. A Tabela 20 apresenta
resultados dessa natureza para a fungao de Wendland, enquanto a Tabela 21 mostra os valores

para a funcdo de Wu.
% NAO ERRO
0
N EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
25 3,601160E-02 5,3446 57,76 0,18784548 12,70729%
81 1,894510E-02 2,47331 23,18 0,17409691 4,45814%
289 1,062990E-02 1,11321 7,47 0,16935178 1,61107%

Tabela 20: Interpolago estacionaria em N pontos igualmente espagados no dominio [0, 17 (25 pontos

constantes em suporte) com a fungéo de Wendland ¢, , (r) = (1 — r)¢(35r% + 18r + 3).
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% NAO ERRO
N EMQ EM % NULO VOLUME VOLUME
25 3,39812E-02 5,0837 57,76 0,18630850 11,78510%
81 1,91221E-02 2,5762 23,18 0,17401903 4,41142%
289 1,09291E-02 1,2081 7,47 0,16961591 1,76955%

Tabela 21: Interpolacio estacionaria em N pontos igualmente espacados no dominio [0, 1]* (25 pontos
constantes em suporte) com a fungdo de Wu ¢, 5 (r) = (1 = 1)$(6 + -+ + 57°).

9 CONCLUSOES

O emprego de fungdes base radial com suporte compacto vem ao encontro da necessidade
de redugdo das dimensdes dos sistemas matriciais gerados por métodos numéricos
tradicionalmente empregados na obtencdo de solugdes aproximadas, usualmente incluidos na
classe das técnicas em multivaridveis. Isto porque as CSRBFs limitam os dominios de
influéncia de cada funcdo de aproximacdo, de modo tal que nem todos os pontos base
necessariamente sobreponham informagdes uns com os outros. Por conta da enorme
propor¢do de dados requeridos nas modernas aplicacdes dos métodos aproximados, o
emprego de fungdes com essas caracteristicas tem se ampliado consideravelmente, devido a
atenuacao do problema de custo computacional.

Nos métodos direcionados a solugdo de equacdes diferenciais, as CSRBFs ganharam
enorme impulso por conta também do enorme custo computacional requerido na geragao de
malhas em trés dimensdes, onde a eliminagdo da idéia de conectividade ¢ uma etapa basica na
redu¢do do custo e das dificuldades envolvidas na otimizagdo da malha via esquemas
adaptativos. Uma questdo importante, na qual se fundamentou esse trabalho ¢ verificar se com
o uso de tais func¢des ha perda significativa da precisdo dos resultados.

Experiéncias diversas com RBFs com base plena mostraram acuidade bastante satisfatoria,
colhidas inclusive em aplicagcdes mais sofisticadas, como no caso do MEC, onde fungdes
primitivas das fungdes interpolantes basicas precisam ser empregadas.

No caso das CSRBFs, o elenco de fungdes capazes de oferecer resultados satisfatorios ¢
bem mais reduzido e uma série de particularidades se apresentam.

Em geral, nos exemplos aqui resolvidos, a precisdo das CSRBFs de Wendland ¢ Wu foi
bastante razoavel, considerando que os suportes ndo foram muito reduzidos. Tais fungdes
obedecem a quesitos matematicos importantes, que garantem solugdes razodveis como
fungdes interpolantes. Nos casos resolvidos, as funcdes de Wendland tiveram melhor
desempenho. Ressalta-se, entretanto, que a natureza do problema ¢ aspecto fundamental na
expectativa de boa aproximagdo no caso do emprego dessas funcdes. Existem fungdes ou
distribui¢cdes de dados que sdo mais bem representados do que outras, e a priori nao se pode
identificar rigorosamente que tipo de funcao deve-se empregar. Verificou-se que as melhores
funcdes para representagdo do Paraboloide ndo foram as mesmas que aproximaram a funcao
de Franke com maior precisao.

Para superar tal incerteza, ¢ preciso adicionar procedimentos numéricos iterativos, nos
quais se identifiquem regides de maior demanda de pontos base, através de medidas de
residuos originadas, por exemplo, da comparagdo da resposta obtida com duas aproximagoes
por funcdes distintas. Identificadas essas regides, pode-se efetivar um refinamento sem
desperdicio do tempo computacional. O procedimento inverso também pode ser feito,
dependendo do interesse: reduzir a quantidade de pontos base (diminuindo assim o tamanho
do sistema matricial) nas regides mais regulares, com menores gradientes.
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