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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma metodologia numérica localmente conservativa para a simu-
lação computacional do escoamento bifásico (água e óleo) em um reservatório rígido altamente heterogê-
neo. Este problema é modelado por um sistema de equações diferenciais parciais, basicamente composto
por um subsistema elíptico para a determinação do campo de velocidades e uma equação hiperbólica não
linear para o transporte das fases que escoam (equação da saturação). Do ponto de vista numérico,
propomos a aplicação de um método de elementos finitos localmente conservativo para a velocidade da
mistura e um método de volumes finitos não-oscilatório de alta ordem, baseado em esquemas centrais,
para a equação de hiperbólica não-linear que governa a saturação das fases. Simulações numéricas serão
apresentadas para ilustrar as características de precisão e estabilidade da metodologia proposta.
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1 INTRODUÇÃO

O desenvolvimento de modelos matemáticos e métodos computacionais para a simulação
de escoamentos em meios porosos é um tema de grande interesse devido à sua aplicação em
diversas áreas da engenharia e ciências aplicadas. Em relação à Engenharia do Petróleo, a
otimização dos processos de recuperação de hidrocarbonetos está intimamente relacionada com
a simulação precisa destes processos. Para tanto, a troca de massa e momento linear das fases
que escoam, suas relações de capilaridade e mobilidade, a ocorrência de deformações na matriz
porosa, a estabilidade dos poços de produção e injeção, dentre inúmeros outros, devem ser
adequada e precisamente considerados nos modelos físico-matemáticos e numéricos.

Uma importante característica, em tais modelos, é a alta heterogeneidade dos campos de
permeabilidade e de porosidade do reservatório (Borges et al., 2008, 2009). Naturalmente a
metodologia numérica empregada deve ser capaz de capturar fenômenos tais como o surgimento
de “dedos” na região de mistura, no processo de extração secundária, devido à heterogeneidade
do meio e aos efeitos de não-linearidade resultantes da diferença entre as mobilidade das fases
(Ribeiro, 2007; Abreu et al., 2009; Malta et al., 2000). Do ponto de vista numérico, a repre-
sentação precisa deste fenômeno exige o desenvolvimento de novos esquemas computacionais
capazes de simular a interação entre os acoplamentos fluido-mecânicos e a heterogeneidade da
formação. Em particular, tais esquemas numéricos devem ser capazes de lidar com coeficientes
heterogêneos descontínuos e de preservar propriedades de conservação locais.

Neste sentido, neste trabalho apresentamos uma metodologia numérica localmente conserva-
tiva para a simulação computacional do escoamento bifásico (água e óleo) em um reservatório
rígido altamente heterogêneo. Este problema é modelado por um sistema de equações diferen-
ciais parciais, basicamente composto por um subsistema elíptico para a determinação do campo
de velocidades e uma equação hiperbólica não-linear para o transporte das fases que escoam
(equação da saturação). Do ponto de vista numérico, propomos a aplicação de um método de
elementos finitos localmente conservativo para a velocidade da mistura e desenvolvemos um
método de volumes finitos não-oscilatório de alta ordem, baseado em esquemas centrais, para
a equação de hiperbólica não-linear que governa a saturação das fases. Simulações numéri-
cas serão apresentadas para ilustrar as características de precisão e estabilidade da metodologia
proposta.

2 O PROBLEMA MODELO

Seja Ω ⊂ Rnsd (nsd = 1, 2 ou 3) um domínio limitado com contorno regular ∂Ω = Γ de
normal exterior n representando um meio poroso rígido, no qual ocorre o escoamento de duas
fases incompressíveis e imiscíveis, denotadas por α = w (água) e α = o (óleo), e T > 0 um
número fixo. A lei de conservação da massa da fase α, no caso de ausência de troca de massa
entre as fases e de fontes externas, é escrita como

φ
∂sα
∂t

+ div vα = 0 (1)

onde φ : Ω→ (0, 1) é a porosidade, sα : Ω× [0, T ]→ [smin
α , smax

α ] ⊂ [0, 1] é a saturação da fase
α, satisfazendo a relação ∑

α=w,o

sα = 1, (2)
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e vα : Ω× [0, T ]→ Rnsd é a velocidade de Darcy da fase. Esta velocidade mede o fluxo da fase
no meio poroso e é dada, no caso bifásico, pela lei

vα = −kkrα(sα)

µα
∇pα

onde k : Ω → R+ é a permeabilidade intrínseca do meio poroso, krα : Im(sα) → (0, 1) é a
permeabilidade relativa da fase α, µα : Ω → R+ sua viscosidade e pα : Ω × [0, T ] → R a
pressão que atua na fase. Utilizaremos também o conceito de mobilidade da fase, λα : Ω→ R+

definida como a razão

λα =
krα(sα)

µα
.

Neste trabalho, assumimos que a pressão nas fases é a mesma, ou seja pα = p (para α = w, o),
o que equivale a considerar a pressão capilar nula. Com isso, tomando s = sw, a velocidade da
mistura v = vw + vo pode ser escrita em termos da pressão p como

v = −kλ(s)∇p
onde λ = λw + λo é a mobilidade total da mistura. A relação entre a velocidade da mistura e a
velocidade das fases é dada pela função fracionária de fluxo

fα(s) =
λα(s)

λ(s)

através da relação
vα = fα(s)v.

2.1 O Sistema Acoplado

Por simplicidade, neste trabalho consideramos o caso bidimensional (nsd = 2). O problema
modelo para o escoamento bifásico no meio poroso rígido pode ser então estabelecido como:

Problema: Encontrar a pressão p : Ω × [0, T ] → R, a velocidade de Darcy da mistura v :
Ω× [0, T ]→ R2 e a saturação da água s : Ω× [0, T ]→ (0, 1) tais que

v = −kλ(s)∇p em Ω× (0, T ) (3)

div v = 0 em Ω× (0, T ) (4)

φ
∂s

∂t
+ div [fw(s)v] = 0 em Ω× (0, T ) (5)

satisfazendo a condição de contorno

v · n = q̄ sobre Γv (6)

p = p̄ sobre Γp (7)

onde Γ = Γv ∪ Γp, e a condição inicial s(x, 0) = s0(x).

onde a equação (4) representa a conservação de massa da mistura, dada pela soma da equação
(1) escrita para as fases água e óleo.
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2.2 Os Problemas da Velocidade e da Saturação

O problema modelo pode ser visto como um subsistema elíptico, formado pelas equações
(3) e (4), acoplado a uma lei de conservação de natureza hiperbólica (5). No contexto de escoa-
mentos em meios porosos, o subsistema elíptico é usualmente denominado problema de Darcy
e a equação hiperbólica é denominada equação da saturação. Do ponto de vista numérico, uti-
lizamos o fato de que a escala de tempo do problema elíptico é maior do que a do problema
hiperbólico, e adotamos uma estratégia de desacoplamento no tempo, onde um passo evolutivo
do sistema é dado da seguinte forma:

(i) Dado um campo de saturações, determinar a dinâmica do escoamento através do cálculo
do campo de velocidades (resolução do Problema de Darcy)

(ii) Fixado o campo de velocidades, determinar o transporte (resolução da equação da Satu-
ração) até o fim do passo.

Assim os passos seguem sucessivamente até o instante final da simulação. Neste contexto, é na-
tural o emprego de métodos numéricos distintos para os problemas da velocidade e da saturação,
o que será descrito nas Seções 3 e 4, respectivamente.

3 MÉTODO NUMÉRICO PARA O PROBLEMA DE DARCY

O subproblema da velocidade, em sua representação contínua, pode ser escrito como:

Problema de Darcy: Dada a saturação no instante tn, sn = s(tn), e denotando λ = λ(sn),
calcular a velocidade e a pressão tais que

v = −kλ∇p em Ω (8)

div v = 0 em Ω (9)

satisfazendo as condições de contorno (6) e (7).

Do ponto de vista da aproximação numérica, apesar da aparente simplicidade deste sis-
tema, escoamentos em meios anisotrópicos e heterogêneos representam uma área de pesquisa
de grande interesse da análise numérica e modelagem computacional (Cordes e Kinzelbach,
1992; Durlofsky, 1994; Nakshatrala et al., 2006; Correa e Loula, 2007b; Loula et al., 2008;
Correa e Loula, 2008). Aproximações por elementos finitos para o sistema de Darcy são essen-
cialmente baseadas em formulações em um único campo para a pressão (equação de Poisson) e
em formulações mistas para a velocidade e a pressão.

A principal característica dos métodos de elementos finitos mistos é o uso de diferentes
espaços de aproximação para a pressão e a velocidade, requerendo uma condição de compat-
ibilidade entre estes eles (Brezzi, 1974), o que reduz a flexibilidade na escolha de espaços
de elementos finitos estáveis. Uma aproximação bem sucedida para o escoamento em um meio
poroso é a formulação mista dual desenvolvida por Raviart e Thomas (Raviart e Thomas, 1977),
utilizando espaços de elementos finitos vetoriais baseados no operador divergente para a veloci-
dade, combinados com espaços Lagrangianos descontínuos para o potencial. Para contornar
esta condição de compatibilidade, diversos métodos de elementos finitos estabilizados vêm
sendo desenvolvidos (eg. Loula e Toledo, 1988; Masud e Hughes, 2002; Loula e Correa, 2006;
Correa e Loula, 2008, 2007a; Barrenechea et al., 2007; Brezzi et al., 2005; Hughes et al., 2006).
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Neste trabalho aproximamos o Problema de Darcy através de uma formulação de elemen-
tos finitos posta unicamente em termos da velocidade, onde introdução de uma pequena com-
pressibilidade permite a eliminação da variável associada à pressão. Tal formulação é livre de
condições de compatibilidade, sendo descrita a seguir.

3.1 Formulação Variacional

Para estabelecer a formulação variacional que será utilizada como base para a construção do
método dos elementos finitos que empregaremos na resolução do problema de Darcy, admitimos
uma pequena “compressibilidade” no sistema e buscamos a velocidade vε e a pressão pε tais
que

vε = −kλ∇pε em Ω (10)

div vε = −εpε em Ω (11)

vε · n = q̄ sobre Γv (12)

pε = p̄ sobre Γp (13)

onde ε é um parâmetro pequeno. Multiplicando a equação (10) por uma função w pertencente
ao espaço V = {w ∈ H(div); w · n = 0 sobre Γv} e integrando por partes, temos:

1

kλ

∫
Ω

vε ·w dΩ−
∫

Ω

pε div w dΩ +

∫
Γ

pεw · n dΓ = 0. (14)

Utilizando as condições de contorno e o fato de que

pε = −1

ε
div vε,

reescrevemos a equação (14) como o seguinte problema variacional, posto unicamente em ter-
mos da velocidade:

Formulação com Compressibilidade : Encontrar a velocidade vε ∈ V̄ tal que

1

kλ

∫
Ω

vε ·w dΩ +
1

ε

∫
Ω

div vε div w dΩ = −
∫

Γp

p̄w · n dΓ ∀ w ∈ V (15)

onde definimos o conjunto V̄ = {v ∈ H(div); v · n = q̄ sobre Γv} . Da equação (15) vemos
que o inverso da compressibilidade atuca como uma penalização sobre o divergente. É possível
mostrar que a solução penalizada vε converge para a solução original, com dependência linear
do parâmetro ε (Girault e Raviart, 1986).

‖v − vε‖H(div) ≤ Cεε. (16)
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3.2 Método dos Elementos Finitos

Para a construção do método dos elementos finitos, utilizaremos o espaço de elementos fini-
tos de Raviart-Thomas de mais baixa ordem para a velocidade (Raviart e Thomas, 1977; Brezzi
e Fortin, 1991). As funções base desse espaço são especialmente desenvolvidas para a aproxi-
mação de funções no espaço H(div,Ω), possuindo incógnitas associadas aos lados dos elemen-
tos. No caso do cálculo de campos de velocidade, o emprego desse espaço conduz a soluções
que fornecem continuidade da componente da velocidade normal à face de cada elemento, con-
forme indica a Figura 1 e que permitem a descontinuidade da componente tangencial, típica do
campo de velocidade em meios heterogêneos. Assim, denotando por Vh o espaço de Raviart-
Thomas para a velocidade, temos o seguinte método dos elementos finitos para o Problema de
Darcy:

Encontrar a velocidade vh ∈ V̄h tal que

µ

k

∫
Ω

vh ·wh dΩ +
1

ε

∫
Ω

div vh div wh dΩ = −
∫

Γp

p̄vh · n dΓ ∀wh ∈ Vh. (17)

Figura 1: Incógnitas associadas ao elemento de Raviart-Thomas.

Para o uso de funções de Raviart-Thomas, é bem conhecido que a velocidade aproximada
converge linearmente para a solução do problema, com relação ao parâmetro de malha h, ou
seja

‖vε − vh‖H(div) ≤ Chh. (18)

Com isso, temos a convergência da solução aproximada para a solução do problema original
dada por

‖v − vh‖H(div) ≤ C(ε+ h). (19)

4 MÉTODO NUMÉRICO PARA A EQUAÇÃO DA SATURAÇÃO

Da mesma forma que apresentamos o problema de Darcy, podemos apresentar o problema
da saturação, definido sobre um intervalo de tempo (tn, tn+1), como

Problema da Saturação: Dada a velocidade v no instante tn, calcular o campo de saturações
s tal que

φ
∂s

∂t
+ div f(s) = 0 em Ω× (tn, tn+1) (20)

satisfazendo a condição inicial s(x, tn) = sn.
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No desenvolvimento deste trabalho, consideramos o caso geral onde a função de fluxo é dada
por

f(s) =

[
f(s)
g(s)

]
cujo caso particular f(s) = fw(s)v modela o escoamento bifásico. Dentre a vasta gama de
métodos para a aproximação de leis de conservação não-lineares (ver LeVeque, 2002), tais
como a equação (20), focamos neste trabalho sobre o método de volumes finitos de alta or-
dem de Kurganov e Tadmor (2000), que consiste em um esquema central de alta resolução que
apresenta baixa dissipação numérica, podendo ser escrito através de uma formulação semidisc-
reta, contínua no tempo. Em seguida construímos uma variação deste método, incorporando a
heterogeneidade do campo de porosidade φ, fundamental para a simulação de meios porosos
altamente heterogêneos. Tal extensão permite ainda a consideração de campos de porosidade
variáveis com o tempo, comuns na simulação de meios porosos deformáveis (Murad e Loula,
1992; Murad et al., 1996).

4.1 Esquemas Centrais de Alta Ordem

Seja uma discretização do domínio Ω em volumes Ci,j = Ci×Cj , onde Ci =
(
xi−1/2, xi+1/2

)
é um intervalo com comprimento ∆x na direção x e Cj =

(
yj−1/2, yj+1/2

)
é um intervalo com

comprimento ∆y na direção y. Consideramos φ(x) como sendo uma função constante por
partes, variando de volume para volume

φ(x) = φi,j se x ∈ Ci,j,

e denotamos por Sni,j uma aproximação para a média da saturação sobre o volume Ci,j no instante
tn. Uma base para a construção de diversos esquemas numéricos do tipo de Godunov para leis
de conservação é o algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), consistindo basicamente
nas seguintes etapas:

Reconstruct-Evolve-Average (REA)

• Reconstrução: A partir dos valores médios sobre as células Sni,j , reconstrua uma
função polinomial por partes definida para todo x

• Evolução: Evolua a equação hiperbólica de forma exata ou aproximada com os
dados iniciais estabelecidos no passo anterior e obtenha Sn+1

Di,j após o intervalo de
tempo transcorrido ∆t, onde Di,j designa uma célula de um novo domínio.

• Projeção: Projete Sn+1
Di,j (ou sua reconstrução) sobre cada célula da malha original

para obter os novos valores médios Sn+1
i,j .

Reconhecido como protótipo dos esquemas centrais, o método de Lax-Friedrichs (Lax, 1954)
possui estrutura simples, onde não é necessária a resolução de problemas de Riemman para a
avaliação do transporte. No contexto do algoritmo REA, este método pode ser derivado uti-
lizando as funções constantes por partes Sni,j , onde a evolução é realizada sobre a malha dual
(malha centrada nos nós)

C̄i,j = (xi, xi+1)× (yj, yj+1).

A Figura 2 ilustra o esquema de Lax-Friedrichs (LxF) em uma dimensão. Apesar de sua
simplicidade, a excessiva dissipação numérica introduzida, de ordemO(∆x2/∆t), compromete
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Figura 2: Esquema de Lax-Friedrichs.

fortemente a representação de ondas de choque e rarefação. Uma alternativa para reduzir tal
dissipação, é o emprego de esquemas de alta ordem, tal como o desenvolvido por Nessyahu e
Tadmor (1990), onde as aproximações (de primeira ordem) constantes por partes do esquema
LxF são substituídas por aproximações (de segunda ordem) lineares por partes do tipo MUSCL
(Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) reconstruídas a partir de tais
valores constantes, através de uma expressão da forma

Lni,j(x) = Sni,j + (Snx )i,j (x− xi) +
(
Sny
)
i,j

(y − yj) para x ∈ Ci,j (21)

onde as derivadas discretas (Snx )i,j e
(
Sny
)
i,j

satisfazem

(Snx )i,j =
∂sn

∂x

∣∣∣∣
(xi,yj)

+O(∆x) e
(
Sny
)
i,j

=
∂sn

∂y

∣∣∣∣
(xi,yj)

+O(∆y). (22)

Para garantir a conservação, as funções (21) são construídas de modo a satisfazer a relação

1

|Ci,j|

∫
Ci,j

Lni,j(x)dΩ = Sni,j

onde Ci,j = ∆x∆y. Assim como o esquema LxF, o método de Nessyahu-Tadmor (NT) é obtido
pela evolução sobre a malha dual C̄i,j . Sob certas limitações de CFL, o método satisfaz a pro-
priedade de diminuição da variância total (TVD, ver Nessyahu e Tadmor (1990)). Por ser de
segunda ordem, o esquema NT possui dissipação numérica O(∆x4/∆t), consideravelmente
menor do que a do esquema LxF. Contudo, isto não contorna as dificuldades com passos de
tempo pequenos que surgem, por exemplo, por restrições do tipo CFL.

Uma possibilidade para superar essa dificuldade é utilizar uma formulação semidiscreta (con-
tínua no tempo e discreta no espaço), que pode ser acoplada a uma método para resolução
de sistemas equações diferenciais adequado (os métodos LxF e NT não admitem formulações
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semidiscretas). Neste sentido Kurganov e Tadmor (2000) apresentaram um esquema central
que usa mais precisamente as informações sobre as velocidades de propagação nas faces dos
volumes, permitindo calcular o passo de evolução não sobre as células da malha dual (de di-
mensão fixa), mas sim sobre novas células, de tamanho proporcional a tais velocidades, como
indica a Figura 3. Com isso, as médias são tomadas sobre leques de Riemann de tamanhos vari-
ados, o que permite, no limite ∆t → 0, reescrever o esquema de diferenças como um sistema
de equações diferenciais. Esta formulação semidiscreta possui dissipação numérica O(∆x3)
(Kurganov e Tadmor, 2000), não padecendo da excessiva dissipação presente no método NT
quando passos de tempo pequenos são empregados. Comparações entre os esquemas NT e de
Kurgavov-Tadmor (KT) na simulação de escoamentos bifásicos em meios porosos com per-
meabilidade intrínseca heterogênea, podem ser encontradas, por exemplo em Ribeiro (2007);
Abreu et al. (2009).

Figura 3: Esquema de Kurganov-Tadmor.

O método KT foi desenvolvido para leis de conservação não-lineares da forma da equação
(20), sem a função φ. Sua extensão para o caso em que φ é uma função constante é imediata.
Contudo, até o momento, não está estabelecida na literatura uma extensão da formulação para o
caso onde φ = φ(x), ou seja, para o caso em que a porosidade é função da posição. Tal formu-
lação é de suma importância para a simulação de meios porosos heterogêneos, bem como para a
consideração de campos de porosidade variáveis com o tempo, comuns na simulação de meios
porosos deformáveis (Murad e Loula, 1992; Murad et al., 1996). Neste sentido, desenvolvemos
na próxima seção uma extensão da formulação de Kurganov e Tadmor (2000) para o caso de
porosidade variável.

4.2 Um Esquema Central de Alta Ordem Para o Caso de Porosidade Variável

Para a dedução do esquema central de alta ordem que será utilizado na simulação de meios
porosos heterogêneos com a permeabilidade e a porosidade variáveis, utilizaremos o algoritmo
REA. Os índices l, r, u e d serão utilizados tanto para representar os volumes à esquerda, à
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direita, superior e inferior ao volume central (designado pelo índice c), respectivamente, quanto
para representar os lados deste volume. A notação que será introduzida ao longo da dedução
explicitará qual dos dois casos está representado.

4.2.1 Reconstrução

As aproximações lineares por partes são construídas, a partir das médias sobre cada vol-
ume, com base na equação (21). Para o cálculo das derivadas numéricas, foram utilizados os
limitadores MinMod

(Snx )i,j ≈
1

∆x
MM

{
α(Sni,j − Sni−1,j),

1

2
(Sni+1,j − Sni−1,j), α(Sni+1,j − Sni,j)

}
(23)

(
Sny
)
i,j
≈ 1

∆y
MM

{
α(Sni,j − Sni,j−1),

1

2
(Sni,j+1 − Sni,j−1), α(Sni,j+1 − Sni,j)

}
(24)

onde
MM{a, b} = MinMod{a, b} =

1

2
[sgn(a) + sgn(b)] ·min (|a|, |b|) (25)

e o parâmetro α varia entre o valor α = 1, que corresponde ao limitador MinMod básico (o
valor central é descartado), e valores dependentes de condições CFL. Em geral, o valor α = 2 é
tomado como limite superior (Nessyahu e Tadmor, 1990; Kurganov e Tadmor, 2000).

4.2.2 Evolução

Para a definição da malha auxiliar sobre a qual se dá o passo evolutivo, é necessário obter
informações sobre a velocidade de propagação nas faces do volume. Iniciamos com a definição
da saturação nas faces:

S+
l = Lni,j(xi−1/2, yj) S−l = Lni−1,j(xi−1/2, yj)

S+
r = Lni+1,j(xi+1/2, yj) S−r = Lni,j(xi+1/2, yj)

S+
d = Lni,j(xi, yj−1/2) S−d = Lni,j−1(xi, yj−1/2)

S+
u = Lni,j+1(xi, yj+1/2) S−u = Lni,j(xi, yj+1/2).

onde os índices representam as faces do volume central. Assim, podemos avaliar as velocidades
de propagação, através de

a+
l =

1

φc

df

ds

∣∣∣∣
s=S+

l

a−l =
1

φl

df

ds

∣∣∣∣
s=S−l

a+
r =

1

φr

df

ds

∣∣∣∣
s=S+

r

a−r =
1

φc

df

ds

∣∣∣∣
s=S−r

a+
d =

1

φc

df

ds

∣∣∣∣
s=S+

d

a−d =
1

φd

df

ds

∣∣∣∣
s=S−d

a+
u =

1

φu

df

ds

∣∣∣∣
s=S+

u

a−u =
1

φc

df

ds

∣∣∣∣
s=S−u

onde φβ é a porosidade avaliada no volume β (β = c, l, r, u, d). A velocidade de propagação na
face β é então definida como

aβ = max
{
|a−β |, |a

+
β |
}
. (26)
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Assumindo que esta velocidade é constante para cada passo no tempo, temos que a infor-
mação que parte da face esquerda, por exemplo, percorre a metade da célula na direção x em
um tempo dado por

∆tl =
∆x

2al
.

Estendendo este raciocínio para as outras faces, temos uma restrição do tipo CFL para o passo
de tempo, dada por:

∆t ≤ min {∆tl,∆tr,∆td,∆tu} . (27)

Tomando, a partir do instante tn, um passo de tempo ∆t̄ satisfazendo a restrição (27), podemos
definir os seguintes pontos de referência:

xln = xi−1/2 − al∆t̄ xlc = xi−1/2 + al∆t̄

xrn = xi+1/2 + ar∆t̄ xrc = xi+1/2 − ar∆t̄

ydn = yj−1/2 − ad∆t̄ ydc = yj−1/2 + ad∆t̄

yun = yj+1/2 + au∆t̄ yuc = yj+1/2 + au∆t̄,

onde os índices c e n indicam se os pontos são relativos ao volume central (c) ou a um dos
seus vizinhos (n). Tais pontos estão representados na Figura 4. Desta figura, podemos ver
claramente a formação de cinco novas células, de tamanhos distintos:

Cl = (xln, xlc)× (yj−1/2, yj+1/2) Cr = (xrc, xrn)× (yj−1/2, yj+1/2)

Cd = (xi−1/2, xi+1/2)× (ydn, ydc) Cu = (xi−1/2, xi+1/2)× (yuc, yun)

e
Cc = (xlc, xrc)× (ydc, yuc).

O passo evolutivo se dá pela integração da lei de conservação (20) nas células Cβ do instante
tn ao t̄ = tn + ∆t̄, ou seja∫

Cβ
φ(x)w(x, t̄) dΩ =

∫
Cβ
φ(x)w(x, tn) dΩ−

∫ t̄

tn

∫
ΓCβ

f(w(x, t)) · n dΓdt (28)

onde w(x, t) é uma função composta pelas reconstruções lineares. A seguir apresentaremos o
desenvolvimento desse passo para a célula Cl.

Evolução sobre a célula Cl. Iniciemos pela avaliação da primeira integral do lado direito da
equação (28), ou seja, a integral no espaço.∫

Cl
φ(x)w(x, tn) dΩ =

∫
Cln
φlL

n
i,j−1(x) dΩ +

∫
Clc
φcL

n
i,j(x) dΩ

com Cln = Cl ∩ Ci−1,j e Clc = Cl ∩ Ci,j . Usando as reconstruções lineares podemos mostrar que∫
Cl
φ(x)w(x, tn) dΩ =

|Cl|
2

{
φl

[
Sni−1,j +

∆x

2
(Snx )i−1,j

]
+ φc

[
Sni,j −

∆x

2
(Snx )i,j

]}
+O(∆t̄2)

=
|Cl|
2

{
φlS

−
l + φcS

+
l

}
+O(∆t̄2)
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Figura 4: Esquema de Kurganov-Tadmor 2D.

onde |Cl| = 2al∆t̄∆y.
Para a aproximação do termo de fluxo, representado pela segunda integral do lado direito da

equação (28), tomamos o valor do integrando no instante tn e os valores da saturação no ponto
médio da face, escrevendo:∫ t̄

tn

∫
ΓCβ

f(w(x, t)) · n dΓdt ≈ ∆t̄∆y {f(Slc, t
n)− f(Sln, t

n)}+O(∆t̄2)

onde Slc = Lni,j(xlc, yj) e Sln = Lni−1,j(xln, yj). Tomando a média da equação (28) sobre a
célula Cl, temos

1

|Cl|φCl

∫
Cl
φ(x)w(x, t̄) dΩ ≈ 1

2φCl

{
φlS

−
l + φcS

+
l

}
− 1

2alφCl
{f(Slc, t

n)− f(Sln, t
n)}+O(∆t̄)

com φCl = (φc + φl)/2. Assim, podemos definir a saturação média sobre a célula Cl, obtida
após a evolução em um intervalo de tempo ∆t̄, como sendo

SCl =
1

2φCl

{(
φcS

+
l + φlS

−
l

)
− 1

al
[f(Slc, t

n)− f(Sln, t
n)]

}
+O(∆t̄). (29)

Evolução sobre as outras células. Realizando um desenvolvimento análogo para as outras
células, obtemos:

SCr =
1

2φCr

{(
φcS

−
r + φrS

+
r

)
− 1

ar
[f(Srn, t

n)− f(Src, t
n)]

}
+O(∆t̄) (30)

SCd =
1

2φCd

{(
φcS

+
d + φdS

−
d

)
− 1

ad
[g(Sdc, t

n)− f(Sdn, t
n)]

}
+O(∆t̄) (31)
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SCu =
1

2φCu

{(
φcS

−
u + φuS

+
u

)
− 1

au
[g(Sun, t

n)− f(Suc, t
n)]

}
+O(∆t̄) (32)

SCc = Sni,j + ∆t̄
|Ci,j|
|Cc|

{
1

2

[
(al − ar) (Snx )i,j + (ad − au)

(
Sny
)
i,j

]
− [f(Src, t

n)− f(Slc, t
n)]

φc∆x
− [g(Suc, t

n)− g(Sdc, t
n)]

φc∆y

}
+O(∆t̄2) (33)

onde |Ci,j| = ∆x∆y e |Cc| = [∆x− (al + ar)∆t̄][∆y− (ad + au)∆t̄]. Com isso, está concluída
a etapa de evolução.

4.2.3 Projeção e Formulação Semidiscreta

Uma vez conhecidas as soluções sobre as células da malha não-uniforme gerada a partir de
informações sobre as velocidades de propagação nas faces do volume, procedemos à projeção
sobre o volume Ci,j da malha original, no instante t̄, ou seja

S̄i,j =
1

2|Ci,j|
{|Cl|SCl + |Cr|SCr + |Cd|SCd + |Cu|SCu + 2|Cc|SCc} − ICβ∩Cθ

onde o termo ICβ∩Cθ corrige a duplicidade da projeção sobre a região de interseção entre as
células Cβ e Cθ (β, θ = l, r, d, u). É direta a verificação de que ICβ∩Cθ = O(∆t̄2). Utilizando
este fato e as expressões para |Cβ|, temos:

S̄i,j =
∆t̄

∆x
{alSCl + arSCr}+

∆t̄

∆y
{adSCd + auSCu}+

|Cc|
|Ci,j|

SCc +O(∆t̄2). (34)

O termo da projeção relativo à célula central pode ser escrito, a partir da equação (33), como:

|Cc|
|Ci,j|

SCc =
|Cc|
|Ci,j|

Sni,j + ∆t̄

{
1

2

[
(al − ar) (Snx )i,j + (ad − au)

(
Sny
)
i,j

]
− [f(Src, t

n)− f(Slc, t
n)]

φc∆x
− [g(Suc, t

n)− g(Sdc, t
n)]

φc∆y

}
+O(∆t̄2). (35)

Adicionalmente,

|Cc|
|Ci,j|

Sni,j = Sni,j

{
1− (al + ar)

∆t̄

∆x
− (ad + au)

∆t̄

∆y

}
+O(∆t̄2) (36)

o que nos permite escrever, através da substituição de (36) em (35) e da definição das saturações
nas faces do volume:

|Cc|
|Ci,j|

SCc = Sni,j −
∆t̄

∆x

{(
alS

+
l + arS

−
r

)
+

1

φc
[f(Src, t

n)− f(Slc, t
n)]

}
− ∆t̄

∆y

{(
adS

+
d + auS

−
u

)
+

1

φc
[g(Suc, t

n)− g(Sdc, t
n)]

}
+O(∆t̄2).
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Substituindo este resultado na equação (34), temos

S̄i,j − Sni,j
∆t̄

=
1

∆x

{
al
(
SCl − S+

l

)
+ ar

(
SCr − S−r

)
− 1

φc
[f(Src, t

n)− f(Slc, t
n)]

}
+

1

∆y

{
ad
(
SCd − S+

d

)
+ au

(
SCu − S−u

)
− 1

φc
[g(Suc, t

n)− g(Sdc, t
n)]

}
+ O(∆t̄).

Esta equação é a base para obtermos a formulação semidiscreta. Para tal, tomemos o limite
∆t̄→ 0,

lim
∆t̄→0

S̄i,j − Sni,j
∆t̄

=
1

∆x
lim

∆t̄→0

[
al
(
SCl − S+

l

)
+ ar

(
SCr − S−r

)]
− 1

φc∆x
lim

∆t̄→0
[f(Src, t

n)− f(Slc, t
n)]

+
1

∆y
lim

∆t̄→0

[
ad
(
SCd − S+

d

)
+ au

(
SCu − S−u

)]
− 1

φc∆y
lim

∆t̄→0
[g(Suc, t

n)− g(Sdc, t
n)] . (37)

Notando que

lim∆t̄→0 Slc = S+
l lim∆t̄→0 Sln = S−l lim∆t̄→0 Src = S−r lim∆t̄→0 Srn = S+

r

lim∆t̄→0 Sdc = S+
d lim∆t̄→0 Sdn = S−d lim∆t̄→0 Suc = S−u lim∆t̄→0 Sun = S+

u

lim
∆t̄→0

S̄i,j − Sni,j
∆t̄

=
dSi,j
dt

substituindo as equações (29-32) em (37) e simplificando as expressões, chegamos à formulação
semidiscreta:

dSi,j
dt

=
1

∆x

{
alφl

φc + φl

(
S−l − S

+
l

)
+

arφr
φc + φr

(
S+
r − S−r

)
− 1

φc + φl

[
f(S+

l , t
n)− f(S−l , t

n)
]
− 1

φc + φr

[
f(S+

r , t
n)− f(S−r , t

n)
]

− 1

φc

[
f(S−r , t

n)− f(S+
l , t

n)
]}

+
1

∆y

{
adφd
φc + φd

(
S−d − S

+
d

)
+

auφu
φc + φu

(
S+
u − S−u

)
− 1

φc + φd

[
g(S+

d , t
n)− g(S−d , t

n)
]
− 1

φc + φu

[
g(S+

u , t
n)− g(S−u , t

n)
]

− 1

φc

[
g(S−u , t

n)− g(S+
d , t

n)
]}

.

Esta formulação pode ser escrita na forma de fluxos numéricos através da expressão
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dSi,j
dt

=
Hr −Hl

∆x
+
Hu −Hd

∆y
(38)

com

Hα =
1

φc + φα

{
aα
(
S+
α − S−α

)
−
[
ϕ(S+

α , t
n) +

φα
φc
ϕ(S−α , t

n)

]}
(39)

onde ϕ representa a função f(s, t) ou g(s, t). Para o caso particular de φ constante, recaímos
sobre o fluxo numérico do método de Kurganov-Tadmor:

Hα =
aα
2

(
S+
α − S−α

)
− 1

2φ

[
ϕ(S+

α , t
n) + ϕ(S−α , t

n)
]
.

5 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Nesta seção apresentamos alguns estudos com o objetivo de testar numericamente a metodolo-
gia proposta. Iniciamos com uma seqüência de testes em geometria Slab. Em seguida apresen-
tamos um estudo em geometria Five-Spot. Como o objetivo é avaliar características de precisão
e estabilidade dos métodos numéricos, trabalharemos com exemplos ilustrativos, onde omitire-
mos as dimensões das variáveis. Em todos os experimentos consideramos um domínio quadrado
unitário discretizado em uma malha de 100 × 100 volumes, inicialmente com 79% de óleo e
21% de água. A razão entre a viscosidade óleo e da água é 10 e as permeabilidades relativas
são dadas por

krw(s) = (s− srw)2(1− srw)−2 kro(s) = (1− (1− sro)
−1s)2

onde srw = 0.2 e sro = 0.15 são a saturação residual da água e do óleo, respectivamente. O
parâmetro de penalização tomado foi ε = 10−7 e para o limitador MinMod, utilizamos α = 2,
com Courant prescrito no valor Cr = 0.25.

5.1 Geometria Slab

Neste estudo, são tomadas condições de contorno de velocidade prescrita v·n = 1.0 no bordo
esquerdo (bordo de injeção de água), v ·n = 0.0 nos bordos superior e inferior e a pressão nula
p = 0.0 no bordo direito. Iniciamos com a simulação em um meio homogêneo com os valores
k = 1.0 e φ = 0.2, conforme ilustrado na Figura 5 para t = 0.04. Em seguida, é adicionada
uma região menos porosa, com φ = 0.1, definida por um quadrado de lado 0.2 centrado em
(0.2; 0.5). A Figura 7 mostra o efeito desta região menos porosa sobre o escoamento. Como
não consideramos a variação da permeabilidade em função da redução da porosidade, vemos um
avanço da frente de onda, com a formação de um dedo. Tomando agora o valor φ = 0.4 para esta
região, podemos ver na Figura 8 vemos o efeito de retardo ocasionado pela maior capacitância
deste subdomínio. Finalmente, como último teste, mantemos a porosidade φ = 0.2 nesta região
heterogênea e variamos a permeabilidade, tomando o valor k = 0.001. Esta mudança tem
efeito mais direto sobre o problema elíptico, resultando numa drástica redução da velocidade
de escoamento e, conseqüentemente, tornando a região praticamente impermeável.

Mecánica Computacional Vol XXIX, págs. 8593-8612 (2010) 8607

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Figura 5: Caso homogêneo.

Figura 6: Região com porosidade φ = 0.1.
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Figura 7: Região com porosidade φ = 0.4.

Figura 8: Região com permeabilidade k = 0.001.
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5.2 Five-Spot

Neste exemplo, estudamos o escoamento em uma geometria de um quarto do clássico prob-
lema dos cinco poços. Basicamente os mesmos dados do exemplo anterior são mantidos, sendo
modificada apenas as condições de contorno, tomadas como de fluxo nulo v · n = 0 sobre toda
a fronteira, a menos dos poços de injeção e produção. Na Figura 9 é apresentada a simulação
no instante t = 0.08 para o meio homogêneo com φ = 0.2 e k = 1.0. Para realizar o estudo em
um caso heterogêneo, utilizamos um campo de permeabilidades log-normal com coeficiente de
variação cv = 1.5. Os resultados deste estudo estão apresentados na Figura 10.

Figura 9: Geometria Five-Spot: caso homogêneo.
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