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Resumo. A previsdo do comportamento de vigas de concreto armado sob flexdo é
fundamental para o perfeito dimensionamento destes elementos. Usualmente os modelos
utilizados ndo incorporam a contribuicdo do concreto tracionado e a ndo linearidade fisica do
concreto sob tracdo e compressdo, o que pode subestimar as deformacdes no elemento
estrutural sob cargas de curta e longa duracdo. No presente trabalho é apresentada uma
formulacao variacional com base no método dos elementos finitos para a previsdao do
comportamento a flexdo de vigas de concreto armado. O modelo proposto combina a teoria
classica de laminacdo com um modelo de dano (Mazars) aplicado ao concreto. O reforco foi
considerado como uma lamina de um material elasto-plastico perfeito. A comparacdo dos
resultados numéricos com resultados encontrados na literatura para vigas de concreto
armado, em termos de carga-deslocamento, demonstra uma boa aproximacao do modelo
com resultados experimentais.
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1 INTRODUCAO

O avanco no desenvolvimento de novos tipos de concreto, como concreto de alto
desempenho, concreto com fibras e concreto reciclado, tem exigido a utilizagdo de
métodos de analise mais sofisticados que possam avaliar o efeito de diferentes
modelos de comportamento do material sobre a resposta de elementos ou sistemas
estruturais submetidos a carregamentos diversos.

A analise numérica ndo linear de estruturas de concreto armado tem sido
implementada com o objetivo de prever tanto a reducao de rigidez com o
incremento das deformagdes, quanto o mecanismo e processo de ruptura (Wang e
Hsu, 2001). Uma das principais modificagdes acontece nas equagdes constitutivas do
concreto, com a incorporacao de modelos tensao-deformacao nao lineares na tracao
e/ou na compressao (Assan, 2002; Tao e Phillips, 2005). A utilizacdo das teorias
baseadas na mecanica do dano continuo na definicdo das leis constitutivas do
concreto, como o modelo isotropico ndo linear de dano de Mazars (Mazars e
Lemaitre, 1984), permite a representagao continua do modelo estrutural, mesmo apos
a fissuracdo do concreto, e tem gerado bons resultados na modelagem de estruturas
de concreto armado (Alvares, 1993; Sanches Junior e Venturini, 2007). Este modelo
apresenta simplicidade de aplicagdo, com a utilizacado de apenas uma variavel interna,
cuja lei de evolugdo é facilmente obtida através dos ensaios de tracdo e compressao
do material.

Para o presente trabalho, vigas de concreto armado foram modeladas
numericamente utilizando o modelo de Mazars, na definicito do comportamento do
concreto na tracdo e na compressdao, em conjunto com a Teoria Classica de
Laminagdo, com o objetivo de verificar a compatibilidade do uso simultaneo dessas
teorias a partir do confronto com resultados numéricos e experimentais da literatura.
Para tanto, foi desenvolvida uma formulagdo variacional segundo o Principio dos
Trabalhos Virtuais, envolvendo tais teorias, a qual foi implementada segundo o
método dos elementos finitos, em linguagem Fortran.

2 COMPORTAMENTO TENSAO-DEFORMACZ\O DOS MATERIAIS
2.1 Concreto

Segundo o modelo de Mazars (Mazars e Lemaitre, 1984) o dano no concreto inicia
quando a deformacao normal ¢, atinge o limite elastico de tracao desse material
£4- A partir desse instante a tensdo normal o, passa a se relacionar com a

deformacao linear especifica ¢, através da seguinte expressao:
o, =(1-D)E.e, (1)

sendo E, o moédulo de elasticidade do concreto e D, 0< D <1, a variavel de dano
escalar, devendo ser observado que enquanto ndo ha dano (D =0) essa expressdo
representa o trecho linear do diagrama tensao-deformacao do concreto.
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O modelo de Mazars preconiza que o dano deve ser avaliado através de uma
combinag&o de efeitos de tracdo (T) e compressdo (C), tal como expresso a seguir:

D=a;D; +a.D. (2)
cabendo observar que, conforme Alvares (1993), para pontos submetidos a:

- tragdo uniaxial, a; =1 e a. =0, resultandoem D=D;;

- compressdo uniaxial, ; =0 e a. =1, donde D=D..
As parcelas do dano associadas a tracdo D, e a compressdo D. sao dadas,
respectivamente, por:

_ _gdo(l_AT)_ A
DT(geq)_l Eeq epr.BT (geq —ng)J Ca
DC :l_gdo(l_AC)_ AC (3b)
R X raerwy)

onde A;, B; A- e B. sao parametros experimentais obtidos do diagrama tensdo-
deformacdo do material (concreto) e o ¢ a deformagdo equivalente, como

denominada por Mazars, sendo assim expressa:

Evr €5 20
E =
@ \—ve 2, £, <0

xx!

4)

observando-se que v € o coeficiente de Poisson do concreto e que a deformacdo ¢,
é, portanto, sempre positiva.
2.2 Aco

Para as camadas de aco sera admitido o comportamento elasto-plastico perfeito,
conforme esquematizado na Figura 1, sintetizado na seguinte expressao:

Ee , e <c¢

O_X — STXX XX y (5)
O, &y > g,
O,
Sy
&
&y 001

Figura 1: Diagrama tensado-deformacdo do aco
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3 FORMULAGAO VARIACIONAL PARA O PROBLEMA

As vigas em estudo sao consideradas prismaticas, de secao retangular. Além disso
foram adotadas as seguintes hipoteses:

a) durante a flexdo as secdes transversais permanecem planas e inextensiveis
(hipotese de Euler-Bernoulli);

b) as deformagdes e rotagdes sdao consideradas pequenas perante a unidade,
localizando o problema no dominio linear geométrico;

c) cada camada, ou lamina, da viga é constituida de apenas um tipo de material,
sendo as camadas homogéneas (ndo compaositas);

d) ha aderéncia perfeita entre as camadas na zona de contato;

e) as cargas e os vinculos sdo aplicados diretamente no eixo x da viga.

Com base nas hipoteses (a), (b) e (d) tem-se o seguinte campo de deslocamentos:

(1)

- (6.a)

u(x)=u,(x)-z

{x)=0 (6.b)
wx) = w,(x) (6.0)

sendo u(x), v(x) e w(x) as componentes do deslocamento de um ponto genérico da
viga segundo as direcbes x, y e z, respectivamente, e com u,(x) e w,(x)
representando os deslocamentos segundo os eixos x e z, nessa ordem, do ponto
associado ao primeiro e localizado sobre o eixo da viga, conforme Figura 2. Como se

observa nas expressodes (6) a descricao do problema é unidimensional (funcao apenas
de x).

Figura 2: Componentes de deslocamento e geometria de deformacéao
As relacdes deformagao-deslocamento para o problema, lineares de acordo com a

hipdtese (b), com a substituicdo das expressdes do campo de deslocamentos (6),
assumem a seguinte forma:
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u_auy 0w,

“x "ok ox z ox? (7.2)
e, = 2—; _0 (7.b)
¢, = Z_‘;V _0 (7.0)
=4[220 7o
8xz=é %+g—)"‘(’j=0 (7.€)
gﬂ% Z—Z+Z—;’/j=o (7.9

notando-se que apenas a componente ¢, resulta ndo nula, como ocorre na teoria
classica de vigas.

Na presente formulagdo sdao requeridas as seguintes integrais de tensbes, ou
esforcos solicitantes, na secao transversal genérica de area A:

hj2

N = jadA bjadz (8.a)
~h/2
2

M = jasz b jasz (8.b)

b2

sendo N o esforco normal, M o momento fletor, b a largura da secdo e h a sua
altura. O esforco normal de tracao, e o momento fletor que acarreta tragdo nas fibras
inferiores da secdo (z=h/2), sdo tomados como positivos.

Segundo a teoria de laminados a avaliagdo desses esforcos é feita somando-se a
contribuicdo oriunda de cada lamina, processo no qual se considera os diferentes
materiais (Jones, 1999; Daniel e Ishai, 2006). Portanto, substituindo nas expressoes (8)
as relacdes constitutivas (1) e (5), do concreto e do aco respectivamente, e a equacao

(7.a), da deformacao longitudinal ¢, tem-se que:
ou b &°w, &
N=b 5): kZJ:Qll k+1 Zk 2 Y 20 ZQH ( K+l _Z/f) (9.a)
b ou, bo
OZQH( +1_Zlf)_§ OZQu(ku_Z/f) (9.b)
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com NC representando o nimero de laminas que formam a secdo e Q\¥) a constante
mecanica da camada k, que liga a deforma¢do ¢,, com a tensdo normal o,, de

acordo com as relacbes constitutivas (1) e (5). Deve ser observado que cada lamina k
é delimitada pelas coordenadas z, e z,,,, conforme Figura 3.

_b camada 2 |
Z
P4
2 / camada 3 Y4 . X
l J -

.b /%camzda_k_’l 4 L Zina

camada k+1
2 camada NC

v hk = Zi1=Zk

V4

Figura 3: Laminagao da viga

O desenvolvimento dos somatoérios em (9) conduz a expressdes mais compactas
para esses esfor¢os, quais sejam:

ou, o°w,
N=A;, 6): - B, 6X20 (10.a)
ou o°w,
M = Bu 5): _D11 8X20 (10.b)
onde
NC )
A= bz Qz(l)(zk+1 - Zk) (11.a)
k=1
b ¢ ©
BJIZEZQH (Z/fu _Z/f) (11.b)
k=1
b NC
D11=§ZQ1(/1<)(215+1 _Zlf) (11.9
k=1

As grandezas A,, B,, e D, representam, respectivamente, o termo [1I] das
matrizes de rigidezes extensional [A], flexional [B] e de acoplamento [D], como s3o
denominadas na teoria de laminacao (Jones, 1999). Cabe observar, no entanto, que
na formulagdo aqui proposta essas constantes incorporam tanto o dano ocorrido nas
camadas de concreto quanto o escoamento das barras de ago, uma vez que foram
deduzidas incorporando as relacdes constitutivas (1) e (2) desses materiais
componentes da viga. Este fato pode ser considerado como uma extensédo da teoria
de laminacao a problemas envolvendo materiais sujeitos a dano e plasticidade, ja que
normalmente tal teoria é desenvolvida apenas para laminados formados por
materiais ortrotopicos ou isotropicos (Reddy, 2004).

O trabalho virtual realizado pelas forgas internas SW,, para o problema é dado
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por:
W, ja& av (12)

onde &, é a variacao da componente de deformacdo ¢, e V o volume da viga.

Desmembrando essa integral no volume em termos da area A da secdo e do
comprimento L da viga, levando-se em conta a expressao (7.a) de ¢, , tem-se que:

W, j{ (a“f’jj dA- 5(6 W"Jjasz}dx (13)

Reconhecendo nessa expressao os esforcos N e M definidos em (8):

2
W, = | {N&(&%J Mc{a %o ﬂdx (14)
oX ox?
Finalmente, substituindo as expressdes (10) desses esforcos em (14) resulta, para
W,

int*

o°w, | ou, au, o’w, | [ 0°w,
o =2 |-|B;—=2-D 2 15| 2 | ldx 15
mt J.|:( X llaxzj[ )(llax llaXQ](an]:| ( )
Cabe ressaltar que essa expressao de oW, ., dada em funcdo dos deslocamentos
u, e w,, sera considerada na formulacdo numeérica por elementos finitos.
O trabalho virtual realizado pelas forgas externas, com base na hipotese (e) e na
Figura 4, é dado por:

L

W, = l[p( X)u, +q(x)§/v0]dx+{F Su, + F,om, — M5(agv;’ﬂ: (16)

com p(x) e q(x) representando as cargas distribuidas de dominio, segundo as

direcbes x e z, respectivamente, e nas extremidades x=0 e x=L da viga, estao
aplicadas as forcas segundo as direcbes x e z, F, e F, respectivamente, e o

momento M (as cargas foram desenhadas com o sentido positivo na Figura 4).

ol

ql(X)
I

—_—

p(x)

I
il

;|k AT
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Figura 4: Carregamento considerado na viga

Tal como mencionado para (15), a expressdo (16) de 6W,, também sera utilizada

na formulacao por elementos finitos.
Aplicando-se entao o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), ou seja:

W, = W, 17)

int

pode-se instituir as equagdes diferenciais do problema, compatibilizando-se
previamente as variacdes dos deslocamentos nas parcelas do dominio em (15) e (16),
através de integracdes por partes, dai resultando o sistema de equacdes associados
ao modelo:

o’u o’w, oN

A 8X20 - By 8X30 = —p(X) ou o —P(X) (18.a)
o’u o'w, 0°M

BllaTgo_Dquzoz q(X) ou P =Q(X) (18.b)

Ainda como fruto da aplicagdo do PTV em (17) extraem-se as seguintes condi¢des
de contorno, em x=0 e x=L, adequadas ao modelo de viga aqui formulado:

u, =0, e du, =&, ou N=F, (19.a)

W, =W, e W, =W, ou Q=F, (19.b)
Mo _ Wy o (M) _ () oy Mmom (19.c)
oX oX oX oX

sendo Q o esfor¢o cortante na secao, cuja expressao pode ser obtida a partir do
equilibrio de um elemento diferencial da viga, ou seja:

2 3
QzﬁzBlla—io_ 118—‘/‘3/0 (20)
ox ox oX

Como era de se esperar a formulacao variacional segundo o PTV gerou todas as
condicdes de contorno do problema, tanto as cinematicas quanto as naturais.
Todavia, para fins de implementacdao pelo método dos elementos finitos, serdo
utilizadas apenas as condi¢des cinematicas, por serem as apropriadas a esse método
computacional.

4 TRATAMENTO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para o tratamento segundo o método dos elementos finitos (MEF), da formulagao
desenvolvida no item anterior, foi escolhido o elemento classico de viga, o qual é
delimitado por dois n6s em suas extremidades, havendo trés graus de liberdade em
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, o ow,
cada um desses nos, quais sejam: u,, w, e R E nesse contexto, como apresentado
X

em Cook et al. (2002), as funcdes de interpolagdo, usadas para representar esses
deslocamentos ao longo do elemento finito de comprimento L, sdo: polinomial

el!

o , ~ 0w,
clbica para expressar w, =w,(x) e linear para u, = u,(x), com a rotacdo v sendo
X

obtida por derivacdo de w;(x).
De modo sucinto a aplicacdo do MEF gera um sistema de equagdes nodais de
equilibrio do tipo
[K}iD}={F} (21)
onde [K] é a matriz de rigidez da estrutura, funcdo tanto da geometria da viga
quanto das propriedades mecanicas dos materiais que a constituem, {F } é o vetor de

cargas, contendo as acdes nodais do carregamento atuante na estrutura, e {D} é o
vetor de deslocamentos nodais, obtido através da resolucao do sistema de equacdes
(21).

A matriz de rigidez da estrutura [K ] é usualmente calculada através do somatério
de contribuicdes associadas & matriz de rigidez [k,], dos NE elementos finitos

definidos na discretizacdo da viga:
[K]=2 [k ] (22)

sendo

ﬁ 0 _ ﬁ _ ﬁ 0 ﬁ
L€[ Lel Lel Le[
0 12D,, 6D, 12D, 6D,
L3 L2 L3 L?
el el el el
_ ﬁ 6D, 4D, ﬁ _ 6D, 2D,
[k 1 ] — L, Liz L, L, Li[ L, (23)
e N 0 By Zu 0 _Bu
Lel Le[ Lel Le[
o 120, 6D, 0 12D,, 6D,
L L? L L?
el el el el
ﬁ 6D,, 2D,, _ﬁ _6D11 4D,
L L el Lil L el L el Li[ L el _

Cabe observar que essa matriz de rigidez do elemento foi deduzida com base na
Eq.(15) de oW, e nas fungbes de interpolacdo para os deslocamentos. Além disso,

deve ser destacado que essa matriz tende a ser distinta de elemento para elemento,
mesmo adotando-se o mesmo comprimento L, para todos, pois com o inicio do
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processo de fissuragdo do concreto o dano D vai assumindo diferentes valores ao
longo da extensdo da viga, de acordo com o comportamento da deformacao
equivalente geq,jé que esta é funcdo de ¢, (ver Egs. (3) e (4)).

De acordo com esse tratamento pelo MEF as condi¢Ses de contorno previstas nas
extremidades da viga sdo as do tipo cinematicas sendo, portanto, aplicadas sobre os

. ow, . ~
deslocamentos nodais u,, w, e a—" de acordo com as vinculagbes observadas nas
X

extremidades da viga em estudo.

4.1 Analise nao linear

O processo de obtencao da solucdo foi realizado através da aplicagdo incremental
das cargas externas, seguido do calculo da solugdo inicial ou predita e de um
processo iterativo para se buscar a solucao de equilibrio para cada nivel de carga.

No presente trabalho usa-se o processo iterativo de Newton-Raphson.

O procedimento segue 0s seguintes passos:

1. No inicio de cada passo, deve-se efetuar o calculo da matriz de rigidez em
relacito a Ultima configuracdo de equilibrio, usando os deslocamentos, as
deformacodes, as tensdes e as varidveis de dano atualizadas;

2. Calcular o incremento de carga {4F };

3. Resolver o sistema de equacdo [K 4D} = {4F };

4. Atualizar deslocamentos ({4D}+ {D}) e atualizar a variavel de dano. Em seguida
deve-se calcular a forca interna e a forca desbalanceadora (forca externa menos forca
interna);

5. Verificar a convergéncia e em caso de ndo convergir deve-se atualizar a rigidez
da estrutura e em seguida calcular a forca desbalanceadora, repetindo esse processo
até a solucao convergir para esse nivel de carga.

7. Apds a convergéncia deve-se atualizar os deslocamentos e as tensdes, calcular o
novo incremento de carga e montar a matriz de rigidez, seguindo os passos listados
acima.

5 ANALISE DE CASOS

Em seu estudo, Alvares (1993) utilizou o modelo de Mazar em conjunto com uma
formulacdo de elementos finitos. Para valida-lo ensaiou trés vigas de concreto
armado, sob flexdo de quatro pontos, obtendo resultados carga versus
deslocamento. As trés vigas ensaiadas possuiam as mesmas caracteristicas
geométricas e fisicas, tendo comprimento de 2400mm, com duas cargas
concentradas aplicadas a 800 mm das extremidades, sendo que a medicao de
deslocamentos foi realizada através de relégio comparador, nos apoios e no centro,
conforme esquematizado na Figura 5.
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I I -+ 120 mm

A C [ segan AL
A
RC RC RC
1

R reldgio comparador

300 mm

| 800 mm ‘ 400 mm ‘ 400 mim ! 800 rmm
1 1 1 1

Figura 5: Esquema estrutural das vigas ensaiadas por Alvares (1993)

Foram avaliados trés tipos de armadura (reforco) conforme mostrado na Figura 6,
sendo a primeira pouco armada usando, na parte tracionada, 3 barras de 10 mm de
diametro, a segunda normalmente armada, com 5 barras de 10 mm, e a terceira

super armada, utilizando 7 barras de 10 mm.

hitolas das barras de agco em mm

N1
e

e
e

N, 65 \‘\_2;65 2g5

3 fpw
/;fs % 10 -/Et i : %E
9
12
(by

N1-g 5¢/12-¢.90
N1

7 ¢10

30
27
27
30
27

e

s | m (o) s (em)
fural Fran haa

©
Figura 6: Secdo transversal das trés vigas ensaiadas por Alvares (1993): (a) Secdo pouco armada;

(b) Secdo normalmente armada; (c) Secdo super armada.

Os parametros experimentais utilizados por Alvares (1993) para a modelagem
numérica das vigas sao apresentados na Tabela 1. Além destes parametros foi
utilizado no presente trabalho um valor de tensdo de escoamento ( f,) do aco igual a

500 MPa.

Material Parametros

E_=29200 MPa
v=02

A =0,995

B, = 8000

A =085

B.=1620

&40 = 0,00007

Aco E. =196000 MPa

Concreto

Tabela 1: Parametros associados aos materiais constituintes das vigas estudadas por Alvares (1993).
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Com relacdao a discretizacdo adotada foram tomados 12 elementos de viga.
Quanto a discretizacao da secao, as vigas foram discretizadas com quantidades
diferentes de camadas, e de espessuras variaveis, para considerar as diferentes taxas
de armadura mostradas na Figura 6. As Tabelas 2 a 4 mostram esta discretizagao.

Camada Material Espessura (mm)
1 concreto 14,67275
2 aco 0,32725
3a22 concreto 13,0
23 concreto 9,01825
24 aco 1,9635
25 concreto 14,01825

Tabela 2: Discretizacao da secao transversal da viga pouco armada.

Camada Material Espessura (mm)

1 concreto 14,67275

2 aco 0,32725

3a22 concreto 11,5

23 concreto 9,3455

24 aco 1,3090
25e26 concreto 14,181875

27 aco 1,9635

28 concreto 14,01825

Tabela 3: Discretizacao da secdo transversal da viga normalmente armada.

Camada Material Espessura (mm)
1 concreto 14,67275
2 aco 0,32725

3a22 concreto 10,0

23 concreto 9,3455
24 aco 1,3090

25e 26 concreto 14,3455
27 aco 1,3090

28 e 29 concreto 14,181875
30 aco 1,9635
31 concreto 14,01825

Tabela 4: Discretizacdo da secdo transversal da viga super armada.
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As curvas carga-deslocamento medidas experimentalmente e as curvas calculadas
por Alvares (1993), bem como as curvas calculadas pelo presente modelo sao
apresentadas nas Figuras 7 a 9 para os casos analisados.

Resultados numéricos eex perimentais 3 barras

60,00
50,00 /A
40,00 /%/;
< 30,00
o ///
20,00
—experimental - Alvares
10,00 =o—numérico 3D -Alvares |
—Modelo
0,00 ¢ . . : : . .
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
Deflexao (mm)
Figura 7: Resultados carga-deslocamento para a viga pouco armada
Resultados numéricos e experimentais 5 barras
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40,00 /
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= Modelo
0,00 T T T T T T T T T 1
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00 9,00 10,00

Deflex&do (mm)

Figura 8: Resultados carga-deslocamento para a viga normalmente armada
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Resultados numéricos e experimentais 7 barras

80,00
70,00 /
60,00

50,00

40,00 //

z
X<
: el
30,00
20,00 ——Experimental - Alvares |
—#-Numérico 3D -Alvares
10,00 - -
——Modelo
0,00 T T T T T : : ,
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00 16,00
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Figura 9: Resultados carga-deslocamento para a viga super armada

Verifica-se uma boa aproximacao do modelo apresentado com as curvas
experimentais, particularmente para o caso da viga pouco armada (ver Figura 7),
onde o comportamento pds-escoamento da armadura pode ser observado. Para este
caso, 0 modelo numérico proposto apresenta melhor aproximacao do que o utilizado
por Alvares (1993). Para os demais casos os modelos numéricos apresentam
resultados similares.

6 CONCLUSAO

Um modelo numérico para avaliacdo da deflexdo de vigas de concreto armado foi
proposto, e apresentou boa aproximacdo com resultados experimentais. Foi
demonstrado, com isso, que é possivel incorporar em uma formulagdo variacional a
nao linearidade do material juntamente com a Teoria Classica dos Laminados, o que
abre caminho para analise de diversos tipos de estruturas compostas.
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