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Resumen.En este trabajo se efectuan estudios sobre la inestabilidad estatica de estructuras esbeltas
construidas con materiales funcionales. Al efectuar una revision en la literatura cientifica especializada
se puede observar la falta de informacién referente al estudio de inestabilidad de vigas curvas constru-
idas con materiales funcionales. Este problema fue encarado por muy pocos autores aunque empleando
formulaciones que no consideran determinados efectos elasticos no convencionales. Se han reportado
diversos estudios referentes al comportamiento estatico y dinAmico en el plano de curvatura de las vigas
precurvadas, sin embargo no se han observado estudios suficientemente completos que contemplen a su
vez el movimiento fuera del plano y el acoplamiento entre ambos asociado a las propiedades materiales,
variables en el dominio. El objetivo de este trabajo incluye dos puntos. En primer lugar se desea desar-
rollar un modelo de estudio para la inestabilidad estatica de vigas curvas de materiales no homogeneos, a
partir de una teoria linealizada conteniendo movimientos en el plano y fuera del plano. El segundo punto
reside en estudiar y caracterizar el problema de inestabilidad para vigas curvas construidas con materi-
ales de distribucion funcional arbitraria entre ceramicos y metales. El modelo se desarrolla empleando
un campo de desplazamiento que incluye rotaciones finitas semitangenciales. Los estudios se efectian
dentro del contexto del método de elementos finitos empleando herramientas basadas en elementos iso-
paramétricos de 4 y 5 nodos. Se analizan diferentes casos de distribucion funcional de propiedades junto
con variacion de los parametros geométricos, entendiendo por ello, no simetria, acoplamiento geométrico
y acoplamiento elastico presentes en el modelo
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1. INTRODUCCION

Los materiales no homogéneos, cuyas propiedades elasticas y masicas pueden variar en algu-
na direccién especificada, han emergido como una atractiva opcién para solucionar problemas
de gradientes de tensiones (tangenciales y normales) que suelen aparecer en estructuras cons-
truidas en capas de dos o mas materiales diferentes (por ejemplo, metales y ceramicos). Se ha
observado que algunas configuraciones laminadas pueden tener altos gradientes de tensiones
gue eventualmente podrian conducir a la separacién de las capas (llamado debonding en inglés)
0 a la presencia de fisuras o de falla general.

El concepto de material con propiedades distribuidas funcionalmente en una determinada
direccion fue primeramente explorado en los afios setenta para disefiar barreras térmicas efec-
tivas para los alabes de turbinas. Posteriormente, en los afios ochenta se acuiié el nombre de
materiales distribuidos funcionalmente o mas simplemente materiales funcionales (functionally
graded materials en inglés), en base a un proceso de fabricacion desarrollado originalmente en
Japon. Posteriormente se ha sucitado un gran interés en los usos y aplicaciones ingenie- riles de
este tipo de materiales, especialmente en estructuras de vehiculos militares, actuadores aeroes-
paciales, sensores especiales para usos industriales y médicos, etc. En los ultimos diez afios mu-
chos investigadores se han concentrado en efectuar estudios referentes a estructuras construidas
con materiales funcionales, empleando modelos de cascaras y placas, como también modelos
de solidos. En los trabajos éeddy y Chin(1998, Reddy (2000, Praveen et al1999, Kiti-
pornchai et al(2004), Hosseini Kordkheili y Naghdaba@®007) entre otros, se pueden apreciar
algunos estudios relevantes en la mecanica de cascaras y placas no homogéneas y soélidos con
propiedades distribuidas funcionalmente.

Algunas investigaciones relevantes, en el marco de modelacion de vigas rectas o estructuras
esbeltas con propiedades distribuidas funcionalmente, se pueden encontrar en los trabajos de
Chakraborty et al(2003, Goupee y Vel(2006, Ding et al.(2007) andLu et al. (2008, en-
tre otros contemporaneos. En estos articulos se han empleado diversas leyes de distribucion
de las propiedades en las secciones transversales de las vigas. Estas leyes pueden ser poten-
ciales, exponenciales, polindmicas, etc. Estos articulos se han empleado enfoques bidimensio-
nales y tridimensionales para representar la mecanica de las estructuras. Por otro lado, se debe
destacar la escasez de investigaciones sobre la mecanica de vigas curvas construidas con ma-
teriales funcionales. Asi pu&xyden (2007 llevé a cabo un estudio sobre la distribucion de
estados tensionales en vigas naturalmente curvadas empleando la hipétesis de estados planos de
tensién.Malekzaden(2009 analiz6 el comportamiento dinAmico de arcos en su propio plano
empleando formulaciones bidimensionalgislekzadeh et a2010 desarrollaron un modelo
unidimensional para analizar las vibraciones fuera del plano de vigas curvas de materiales fun-
cionales considerando effectos termoelastiBas/an et al(2008 desarrolaron un modelo uni-
dimensional de viga curva recurriendo al principio variacional de Hellinger-Reigshpich
y Piovan(2010 dedujeron un modelo de arcos gruesos empleando el enfoque de resistencia de
materiales. Aunque, se debe acotar, que estos ultimos dos trabajos se restringieron al estudio
del comportamiento en el planBiovan y Domini(2010 desarrollaron un modelo para analizar
el problema de vibraciones acopladas en el plano y fuera del plano de vigas curvas construidas
con materiales funcionales y contemplando flexibilidad por corte. Aparentei®@keatee et al.

(2006 fueron los primeros en desarrollar una teoria para analizar los problemas de inestabilidad
de vigas curvas de materiales funcionales. Sin embargo, el mod&balee et al(2006 no
contempla la flexibilidad por corte, la cual es de suma importancia en determinadas relaciones
de esbeltez.
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El objetivo de este trabajo se concentra en el desarrollo de un modelo unidimensional de
vigas curvas de materiales funcionales que sea de utilidad para calcular las cargas de pandeo.
El modelo es concebido de manera tal que se puedan incorporar en una forma unificada los
movimientos en el plano y fuera del plano y los acomplamientos debidos a efectos constitutivos
y termoelasticos. Con el objeto de evitar confusiones, los conceptos de movimiento en el plano
y fuera del plano estan vinculados al plano que contiene el eje de curvatura de la viga. La flex-
ibilidad por corte se incluye con los aportes flexionales y por torsion no uniforme. Efectos de
alabeo tambien se tienen en cuenta. Estos aspectos son de suma importancia en la mecanica de
vigas curvas con determinado tipo de secciones (p.e. secciones abiertas de paredes delgadas).
El modelo se desarrolla a partir del principio de trabajos virtuales linealizado, empleando en
ello un campo de desplazamiento que incorpora rotaciones finitas en el sentido semitangen-
cial introducido por Argyris y colaboradores en los comienzos de los afios ochenta. EI modelo
consiste en un conjunto de siete ecuaciones diferenciales elasticamente acopladas. Sin embar-
go, dependiendo del tipo de distribucién funcional de las propiedades y las caracteristicas ge-
omeétricas de la seccion transversal, el sistema se puede desacoplar en dos 0 mas sub-sistemas.
El modelo se discretiza por medio de elementos finitos isoparamétricos que incorporan estrate-
gias de integracion reducida para evitar posibles problemas de bloqueo por corte, frecuentes en
las formulaciones que incorporar flexibilidad por corte. Finalmente se efectuan algunos estu-
dios paramétricos para caracterizar las cargas de pandeo lateral de este tipo de estructuras, bajo
patrones de solicitacion variados y leyes de distribucién de material genéricas.

2. DESARROLLO DEL MODELO

En la Fig.1 se muestra un diagrama de la viga curva de material funcional con seccion
genérica. Se puede observar el sistema principal de referenciacion,(aunie esta ubicado
en el centro geométrico de la seccion transversal. Ex efetangente a la circunferencia que
forman los centros geométricos de la viga curva, en tanto que loy gjescontenidos en la
seccidn transversal, no son necesariamente ejes principales. La teoria de vigas curvas se basa
en las siguientes suposiciones:

1 El contorno de la seccién transversal es rigido en su propio plano.

2 Lafuncién de alabeo se define con respecto al pGnto

3 Las propiedades materiales pueden variar con una funcién arbitraria dentro de la seccién
transversal y se emplea la hipétesis de isotropia transversal.

4 Eltensor de tensiones, las fuerzas volumétricas y superficiales se representan por compo-
nentes iniciales e incrementales.

5 El campo de desplazamiento se describe mediante componentes lineales y de segundo
orden caracterizadas segun la ley de rotaciones semi-tangential.

2.1. Formulacioén variacional

La expresion general del principio de trabajos virtuales para un cuerpo que presenta tensiones
iniciales puede escribirse de la siguiente manéfashizy 1969:

/ olbe, dV — / X/oaldv— / T/ suldS =0, (1)
14 Vv S

dondeu! es el vector de desplazamientas, es el tensor de deformaciones de Green-
Lagrangeafj es el segundo tensor de Piola—Kirchhﬁt{ es el vector de fuerzas volumétricas,
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Figura 1: Esquema de la viga

y T/ es el vector de fuerzas de superfici¢, X/ y T se definen como la suma de sus com-

ponentes incrementales,{, X, andT}) e iniciales ¢, X? andT?). Los desplazamientas/
se definen como la suma dé y @', lo que significa componentes de primer y segundo or-
den (es decir lineal y no lineal), respectivameftees el dominio volumétricd es el dominio
superficial.

Asi pues, empleando las hipétesis 3) a 5) en la [Ecs¢ puede obtener el principio gen-
eral linealizado de trabajos virtuales para una viga bajo la presencia de un estado arbitrario de

tensiones iniciales, el cual se escribe de la siguiente manera:

J

Wr = / 0ijdeg;dV + / oy dendV — / TP6ulNtdS—
\% \% S
_/X?éuﬁVLdV—/)_(iéude—/TiéuiLdS:Q
\%4 \% S

(@)

WO = / 0% ekdV — / X06u,dvV— / TO5u,dS = 0, 3)
\% 14 S

La Ec. @) esta condicionada al cumplimiento de la condicién dada por la3Eda(cual im-
plica la condicién de autoequilibrio de las tensiones iniciales con las fuerzas iniciales volumétri-
cas y superficiales. El primer término de la E2) ¢onstituye el trabajo virtual debido a las
fuerzas internas, el segundo término constituye el trabajo virtual debido a las tensiones iniciales,
el tercer y cuarto términos corresponden al trabajo virtual de las fuerzas volumetricas y super-
ficiales iniciales debidos a los desplazamientos de segundo orden, el quinto y sexto términos
corresponden al trabajo virtual de fuerzas volumetricas y superficiales incrementales debidos
a los desplazamientos incrementalf,%son las partes lineales de los componentes del tensor
de deformaciones, en tanto quféL son las partes no lineales de los mismos. Las mismas se
expresan a continuacion:

o (O 0ul) o L0 O L (00
J 2 (9:1:1 aili'j J 2 8:1:2 aiCj 2 89@ al'j
Los terminos de orden superior en los componentes del tensor de deformaciones de Green-
Lagrange se despreciari¢van y Cortinez2007 Kim et al,, 2005.
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2.2. Relaciones cinemaéticas

Teniendo en cuenta las hipoétesis 1), 2) y 5) es posible desarrollar el campo de desplazamien-
to, para un punto arbitrario de la viga curva, que incluye componentes lineales y no lineales (en
los términos de los parametros de rotacién). Estas relaciones cinematicas se pueden expresar de
la siguiente manera:

uf; Uy, — wPw 0 —d3 o 0
ul b= Uy, +| ® 0 -9 Y oo 5)
uf Uye _(I)Q (I)l 0 z
UiVL 1 —CI)g — (p% @1@2 @1@3 0
Ué,VL =z ¢, P, —(I)% - (I):Q), Q05 Y (s (6)
uiVL b, P4 P4 —CI)% — (135 i z

donde,w es la funcién de alabeo de la vigay,, ®;, &, y 3 se definen en funcién de los
parametros de rotacion y alabeo de acuerdo con las siguientes expresiones

O =¢,, D=0, (I)siez—%, @W—9x+0—Ry (7)

En las anteriores expresiones,, u,., u.. corresponden a los desplazamientos del centro
de referenciap, es el angulo de rotacion torsiond);y 6, son los parametros rotacionales de
flexion, y finalment&,. es una medida de la intensidad de alabeo a lo largo del eje curvo de la
viga.

La funcion de alabeo de la viga curva se puede aproxiivend y Kug 1987 de acuerdo
con la siguiente expresion:

R
F=—— 8
R+vy ®)

dondew es la funcion de alabeo para una viga recta con las mismas caracteristicas seccionales
de la viga curva. Esta funcién es caso dependiente de la ley de distribucion de las propiedades
elasticas (por ejemplo, la variacion del modulo de elasticidad transversal) y se puede resolver a
partir de los criterios elaborados dagkhnitskii (1981), y extendidos en el trabajo dRovan y

Domini (2010 .

Si el médulo de elasticidad transnversal esta distribuido segun una expresion general, la fun-
cion de alabe@ se debe calcular con métodos numéricos. Sin embargo bajo ciertas condiciones
particulares y tipos de distribucion de las propiedades elasticas en el dominio de la seccién
transversalp se puede deducir con una forma analiticakfhnitskii, 1987).

Las componentes mas representativas del tensor de deformaciones vienen expresadas a con-
tinuacion:

L L 0 L L L L L
ek, = <8“$ +%> F, 2ek, = <ﬁ - %) Fi i g Qg Ol )

w=wF, con

xy
2 2
oulNt  ult 1| [out u) Ouy  uk dul\”
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= dr R
oul [out ul duy [oul  uk oul out
*lay<ax+—'+5g a5 ) ()]s

R
auN L auN L
0z )

NL
2eNL — (_8uy — —uiVL> F+ Ouz”

(11)

2eNL — = F +

oul [out ul duy [oul  uk dul ouk - (12)
o\ "TR) T\ T R) B )|
Ahora bien, reemplazando Eq$){7) en las Ecs9)-(12) y despreciando los términos de

orden superior, se pueden hallar los términos lineales y no lineales de las componentes del
tensor de deformacion, los cuales se pueden ver en la siguiente expresion:

&tﬁx = [ep1 + zepe — yeps — wepa) F,
0w Ow
oy = [€D5 oy (z " a_y) EDS} 7 (13)
O 0w
2k = 5D6+_w5D7+ ?J——w eps| F,
0z 0z

d2 + P2 O, P
y(lR 3)+Z]2%3}+

NL _
TT

S

{y (D Dy + O DY) + 2 (P D3 + @1(133) —

o]

+R._\?
(ep1 + zep2 — Yeps — W€D4)2 + (5D6 + Yeps — Y R ‘1)2)

vo| T

)

R R

+ R wd 2
(€D5—ZED8-|—y P + W)

z (blq)Q q>1<D3Z

2€NL = F [(—@;@3 + q)gq)g) - — + — (I)3€D1 + @g@’Ww] + (14)

Y 2 2 2R
Oow
+F | Pieps — (I)Wa_y (ep1 + 2€p2 — Yep3 — wep4) |,

R0 L)
2e)t = F [(CI)/QCD?, — &y 07) g - 12 = — 12];y + @2 (ep1 — CI)’WW)} +

ow w
+F [_®15D5 — (I)Wg (€p1 + 2€p2 — Yep3 — WEpP4) — (PﬁDW}—%] ;

En las Ecs. 13)-(14) se han empleado las siguientes definiciones:
Uye o (U 0,

R Ry T

—_ / _
eo2 =0, S (15)
eps = Uy, — 0.,eps = U, + 0y, ep7 = ¢, — Oy, Eps = ¢, +

/
ED1 = Uy, +

Y
)

R
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Las primas empleadas en las EAS){(15) implican derivacidén con respecto a la variakle
Las entidades definidas en la Et5) deben interpretarse como deformaciones generalizadas.
En efecto,cp; corresponde a la deformacién axial-circunferenciah y ps corresponden
a las deformaciones flexionales;, esta vinculada a la deformacion por alabeg; y cpg
corresponden a las deformaciones por corte flexional, mientras gjuesta asociada con la
deformacion por corte torsional debido al alabeo no uniforme, y finalmegtesta vinculada
con la deformacion por torsion pura.

2.3. Ecuaciones de movimiento

Para hallar las ecuaciones de movimiento, la expresiéon del principio de trabajos virtuales
dada en Ec.4) se condensa en la siguiente forma:

0Ty + 0T + 0Tge + 6Tpr = 0 (16)

donde 7y, 6761, 0752 Y 07k Son los trabajos virtuales de las fuerzas internas, los trabajos
virtuales de las tensiones iniciales, los trabajos virtuales de las fuerzas iniciales y los trabajos
virtuales de las fuerzas externas incrementales, respectivamente. Estos términos se representan
de la siguiente forma:

Ty = / (Qz0ep1 + Mydeps + M,0cps + Béepy] de+

g (17)
/ [Qy(5€D5 + Q255D6 + Tw5€D7 + TSU(SZ:“Dg] dﬂ?,
L

[Mg (cl>%+c1>§

Tr =
0T J 5 I

M) [ ®,®
{Ty ( ;3 + O D, +<1>1<1>g)] dr+

(=%}

[(d,)"BCd, + (dy)"BYd, + (d.)TBYd,] du+
-Mg !/ / (I) (D
5 (@2@3 — By, — ;% 3)} dr+
! )] dr+
)} dxr+
DDy,

Q°, (q>2<1>’w+ 7 )— gw(cbgcb{,v)} dx+

| S

“\“\“\“&“\“\h\ St~

>

(18)

Qf, (@151)6 — ®3ep1 — 5

P,
D, Pg

>

QS (‘1)281)1 — ®ieps —

>

5 | [To®wep: + Ty, Pweps + T, Pweps + Ty, Pwepa] dz,

Ty — — / X{Suze + X300, + X306, + X80, d (19)

L
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5TEF = — / [Pléumc + 732§uyc + 7)3(592 + P4(5UZC + ,P569y + ,Pﬁé(ﬁx + 7)7(591«] dx (20)

L

Enla Ec. (7) las fuerzas interna@,,, M, M.,y B corresponden a la fuerza axial, momento
flector en la direcciory, momento flector en la direcciGny bimomento, respectivamente;
mientras que),, @, 1., Y Ts, son la fuerza cortante en la direccignla fuerza cortante en
la direcciénz, el momento lexo-torsor y el momento de torsién pura, respectivamente. Tales
fuerzas internas se pueden escribir en términos de las resultantes de tensién en el area como:

{QI?My7MZ7B}:/U$I{1727 —y,—w}dydz,
A

{an@z}:/A{U:pyaazpz}dde7

ow ow
T =
w /A (axya + Opr— ER ) dydz,

0w 0w
To= [ |- d ~ & .
o [l (s 5y) o (v 52 ) v

Los entidade)?, M, M?, B, @), Q., T, To, y M} (=T, + T},), que se emplean en
la Ec. (L8), corresponden a Ias fuerzas internas iniciales definidas de la misma manera que en
Ia Ec. 1) pero con respecto al estado de tensiones iniciales, es decir substituyemdo
. Porotro lada??), @2, Ty, T1.., Ty, son fuerzas iniciales generalizadas vinculadas a las

tenS|ones tangenciales iniciales. Las mismas se definen a continuacion:

{TB’ng’ wy? UM} /( _@ ng_@) {Lza—y,—w}dydz
{QyoN zw}:/w{axy, xz}dydz

Ademas, las matriceB?, B) y BY contienen resultantes generalizadas de tensién normal
inicial. Estas matrices y Ios vectordg dy, y d. se definen como sigue:

(21)

(22)

%:/ﬁJ@W@@M " ={1,2,—y, —w} (23)
A
0 0 =b\T =b ab _R Y
M R

0 0 =c\ T wC AC¢ R + y w
B = [ o° F(g) ofdydz, o = 41,2, e (25)

A R "R
do = {ep1,€02,6p3, €04} . Oy = {cps,ep8, P2}, A = {epe, cps, D3, Pw}’  (26)

Copyright © 2011 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXX, pags. 61-80 (2011) 69

. 0 . L4 L
En la Ec. (9) las funcionesX;, j = 1, 3,5, 6 surgen de las fuerzas volumetricas iniciales y
se calculan de acuerdo con las siguientes expresiones:

0 N? NY NY +N£

X1 Uge + — 0 6 ¢w
i 1%2 o 2B oR
0 0 N; +N4
X = - Npo, — =, + Lo,
NO R NO NO NO NO (27)
)_(0 3 + 4 3 + 4 9 N09 ¢
5T 9op 2 2
oo N, M, N
X6:_ﬁuxc —0. — 0 (Ni)—i_NO) P
siendo
dyd
(V0N ND} = [ (X eX0 )
7 dydz (28)

SR RS s
A F
Las expresiones dadas en la EZ7)(se pueden rededudir para considerar el caso de una
fuerzar® = {F7, ), F?} aplicada fuera del eje de referencia, en el piite {z5,y5, 25}
segun como se ve en la Fig. 1. De manera que laZ¢ gueda como:

0 0 0 0 =
X(I) = _yiif;y Uge + ]_fj 0. + ZBFy —i—RyBFZ Qy - 2329? o
_ 2 _ 2
_ E° _ 25F° + ygF° FY
Xg = 7w . Uge — yBF;)ez - Py B Y ZBQ = ¢x 29
o 2F0+ypF? 2pF) + ypF? —9 ypF? (29)
X5— 2R rc ez yBFyey_ 9 ¢az
_ 2 F? 2 FO FO
X0 = —g—qum n 32 Tg, 932 20, — (ysFO + 25F0) ¢,

En este caso las expresiones de la @) e reemplazan en la EA.9) para obtener el trabajo
virtual de la fuerza inicial, aplicada @, debido a los desplazamientos de segundo orden. Es
claro que tendran tantos términos similares a la £8). ¢omo fuerzas no aplicadas sobre el eje
curvo existan.

Las fuerzas externas incrementales distibuilasi = 1, ..., 7 e introducidas en la Ec2()
se pueden escribir en términos de las fuerzas volumétricas generalixadas, (y X.), como:

_ [yl e L dydz
{7)177)37P577)7}—/AX:E{ R )y 2 R7 Y, W} f )

S (30)
{PZaPZl)PG}:/{vaXZaX
A

2.4. Ecuaciones constitutivas en términos de componentes de deformacién

Las relaciones entre tensiones y deformaciones estan vinculadas con la distribucién funcional
de los contituyentes metalicos y ceramicos en la seccion transversal. En general, para materiales
funcionales, las relaciones entre tensiones y deformaciones se pueden expresar de la siguiente
manera lalekzadeh et al2010:

Ogx = EII (yv Z) gaL::w Oxy = ny (y? Z) 265@/7 Ogz = GIZ (y7 Z) 26527 (31)
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siendo, £, (v, z) el médulo de elasticidad longitudinal, mientras qug, (v, z) Y G, (v, 2)
son los médulos de elasticidad transversales en las direcgignegespectivamente. Se debe
mencionar que~,, (v, z) Y G.. (v, 2) pueden verse afectados por coeficientes de correccion
(kzy, Ke2) Para contemplar el efecto de la distribucion de las tensiones tangenciales en la sec-
cion transversal, tal como se sigue en la teoria de vigas de Timoshenko (via enfoque Colignon-
Jouravski) u otras teorias basadas en la formulacién con deformacién cortante de primer orden
(Malekzadeh et al2010. En algunos trabajos recientéslipich y Piovan 201Q Piovan et al.
2008 se han efectuado algunos aportes para calcular consistentemente los mencionados coefi-
cientes.

Se debe destacar que las propiedades elasticas son funcion de la temperatura de acuerdo con
la siguiente expresiorReddy y Chin1998:

my = Do (COT_1 + 14T +ceT?+ 03T3) (32)

dondem, es una propiedad en general (esto es: el médulo de elasticidad longitudinal o transver-
sal o el coeficiente de Poisson, etd))es la temperatura absoluta medida°’é&ny los coefi-
cientesc; son Unicos para un determinado tipo de material (ceramico o metalico) y se calculan
por medio de procedimientos de ajuste estadistico de respuestas experimErdatesn(et al.
1999. En suma, las propiedades de un material distribuido funcionalmente se pueden represen-
tar en términos de la geometria y de la temperatura, entendiendo por hipo6tesis una condicion de
temperatura estable (no variable con el tiempo).

Ahora bien, sustituyendo la EAJ) en la Ec. 81) y luego en la Ec.41), las fuerzas internas
se pueden representar, en términos de las deformaciones generali- zadas, segun las siguientes
expresiones:

( Q. ) [ JA Jﬁz J{;‘.‘g J% 1 ( ep; )
~ M, oo Jaz Ja E€D2 AR
= = =J°D 33
QN Mz Jé% J?ﬁ €D3 N ( )
L B ) L sim Jﬁl 1 U ED4 )
( Qy ) [ JS ‘]12% Jlgg J% 1 ( eps )
~ Q- oy Jay Ja €D6 CR
= = =J"D 34
QC Tw JQ,C{; J36;1 Ep7 C ( )
L TSU ) | sim ng 1 D8 )

donde:

7

JA:/Emgglngdydz, ik=1,234
4 (35)
I~ [ [Gugigr + Guolef] Faytz, n1=1.23.4

o 0w 0w

g _{1707 837_2_8y}7 (36)
o — ow o

g {0717 az7y az}

Las Ecs. 83)-(34) permiten calcular las fuerzas en términos de las deformaciones general-
izadassp;, i = 1,...,8. Ademas, se pueden emplear las mencionas expresiones para calcular
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las fuerzas asociadas a las tensiones iniciales, si los ve@grgsD. de deformaciones in-

. . — —0 .
crementales generalizadas normales y cortantes se substltuyB&, oD, es decir, por los
homonimos vectores de deformaciones iniciales generalizadas.

3. FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Con el objeto de resolver los problemas de inestabilidad estatica de vigas curvas de ma-
teriales funcionales se implementa la solucion aproximada del modelo mateméatico mediante
un elemento finito isoparamétrico unidimensional de cinco nodos como el de 3 Bigndo
z = z/l., Tz € |0, 1] la coordenada intrinseca del elemento, mientras/gas la longitud cir-
cunferencial del elemento. Asi pues el vector de variables cinematicas nodales del elemento,
U., puede expresarse en la siguiente forma:

(37)

siendo:

(38)

Figura 2: Descripcion del elemento finito curvo.

Luego, cada una de variables., u,c, 9., u.., 0,, ¢, y 0, se puede interpolar recurriendo a
la siguiente forma matricial compacta:

U =FU, i=1..,7 (39)

en la cual la matriZ" [7 x 35] contiene las funciones de fornfa(z), j = 1,...,5, para ele-
mentos isoparamétricos unidimensionales de orden cuaBiiné 1982). Asi pues, corf;,
1 = 1,...,7 se identifican los vectores fila d& Cada una de las variablég, : = 1,...,7 se
interpola empleando los mismos polinomios de cuarto orden apropiadamente intercalados en
la matrizF. A partir de las explicaciones previas, se puede inferirdue= wu,., Us = uy.,
U3 = eza Uy = e, U5 = eya UG = ¢z y U7 = 61

Ahora bien, reemplazando EB7) en Eq. (6) y aplicando los procedimientos conven-
cionales del método de elementos finitos, se puede llegar a la siguiente ecuacion general para la
resolucion del problema de inestabilidad estatica:

(K + \Kg)W = 0 (40)

dondeK y K son las matrices globales de rigidez elastica y geométrica respectivamente, mien-
tras que\ es el autovalor correspondiente a la solicitacion de pandeo.
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La matriz de rigidez elastica del elemep se halla discretizando la EdL{) como:

K, = / (Fond*Fpn + Fhed9Fpe) ldz (41)
le

siendal? y J¢ las dadas en las Ec&3) y (34), mientras qué& ,y y F e son calculados como:

( 14F, T, (14T, \
220,72 22 R
B F L
& R T

Fpn = 1dFs 1dF, (Fpc= f dF, (42)

I, dz R dz 1, dz ’
1 dF, Ty I'dFs Fs
_ET s —f6, s

| L4 R | Ldz R

La matriz de rigidez geométrica se obtiene a partir de conocer el estado de tensiones iniciales
correspondientes a una determinada solicitacion inicial. Estas tensiones iniciales se calculan
resolviendo la Ec.43), la cual corresponde a la implementacion en elementos finitos de la
ecuacion de auto-equilibrio de las tensiones iniciales y fuerzas superficiales y volumétricas
dada por la Ec.3).

KW’ = P’ (43)

Enla Eq. 43), wW° y P’ son el vector global de desplazamientos nodales iniciales y el vector
global de cargas iniciales, respectivamente.

La matriz de rigidez geometricK (; = K41 +Kg2) cuenta con dos términos, una maiiz,
que surge de la Eq18) y se obtiene ensamblando la matriz de rigidez geométrica elemental
dada en la Ec4{) y la otra matrizK oo que surge de la Eql9) integrada en los elementos o
nodos donde estén aplicadas las cargas iniciales dadas por la8#0920), respectivamente.
El calculo de esta matri€ ., se muestra en la Ec1%).

Ker = / (FOnENFpy + FONEYsFp + FRES Fon + FLhoESF pe + FHESFp) ledZ+
le
[ (FLELF, + FELFy + FhOELF, + FEELF ) i,
le

(44)

Kgy = / FIRpF .l dz, (45)
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En las Ecs.44) y (45) se han definidido los siguientes vectores y matrices:

) . ( 1 dF )
Fg I, dz
F 1 dFs
5 P
_ _ l. dT
Fp= F,_ 0 Fr = 1dFs° 1 dFy, (°
fi I, dz IR dzx
Fr+ fdr | 1 dis
‘ R | L dz "L.Rdz |
0 Q) —Qy T,
00 0 179
E?l = Bg? E(1)3 -
00 o0 79
o0 o0 T°
BI())ll O 0 B212 _Q(z] 8213
0 B% 0 BY 0
E(2)2 _ cll cl2 7 Eg3 _ Yy
0 0 O 0 0 0
L 8212 B212 0 8222 + B(c]22 i L O B223
Mg —Qufs — (Mifop + @) Qu/p 0
£o Blss Myfor 0 B0 — —Mefe
33 0 0 0 At 0
MZ/R + Bc33 Bc34 My/2
s1m Bois 0

Fr

0
Bcl3

0
Bc23

_M? /2
0
M9 /2

0

Egl = (E(l)s)Ty Egz = (EQS)Ty E23 = (Eg4)T

Rp

stm

Ny NO+NY N
R 2R 2R
0 0 0
0
—ng -4

— (NY + NY)

0
Bcl4

0
8024 i

MY,

— MY

73

(46)

(47)

(48)

0
Zw

0
-Q%,

(49)

(50)

(51)

Para calcular las Ec47)-(50) se deben emplear las E€2}-(25) involucrando a su vez los
. ... =0 . . .
desplazamientos inicial®¥" calculados segun la E43). Ademas las resultantes generalizadas
de tensiones iniciale®,,;, B,;, BL,;, 70, T0.. To., Q%, ¥ @Y, se calculan empleando las

aij? “aijr Twy! Twz! Tww?
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Ecs. €2)-(25). En el caso de tratarse de una carga inicial aplicada en unByddanatrizK -
gueda expresada como:

70 70 2 O 70 .-
R e I
0 0 0 0 0 0 0
7o - 25 9ty FY 2pFY
. yBR y 0 e Fyo O By 2yB . BQFm 0
K= 1| --- 0 0 0 0 0 0 0
oy ) 0 2 O 70 _ -

_ BFyQ';yBFz 0 BF, ;‘yBFz 0 yBF; szFr? 0
2 F9 2p FY F0 n n
S0 EE 0 wE (Beaf) o

0 0 0 0 0 0 0

(52)
Queda claro que se ensamblaran tantas matrices dadas por#@)Emro cargas iniciales
aplicadas en nodos haya en el modelo de elementos finitos.
En las integrales descriptas en las Eé®),((44) y (45) se ha empleado un esquema de
integracion reducid®iovan y Cortine£2007) con el fin de evitar bloqueos por corte y/o mem-
branales.

4. EJEMPLOS NUMERICOS

En los ejemplos numéricos a presentar en esta seccion se emplean materiales metélicos y
ceramicos cuyas propiedades se muestran en la Tgidaa una temperatura de 30R. Por
otro lado en la Tabl& se indican las propiedades de una aleacién de Titanio y una ceramica de
oxido de zirconio junto con los coeficientes para determinar la variacion de las propiedades con
la temperatura segun la EGZ).

Properties Steel AlyO4 Al SiC
E[Pa] 210,00 x 10° 393,00 x 10° 67,0 x 10 314,00 x 10°
G[Pa] 80,77 x 10° 157,30 x 10 25,2 x 10 137,00 x 10°
v 0.30 025 0.33 0.17

Tabla 1: Propiedades del acero, AluminH{O3), Aluminio (Al) y carburo de silicio §:C) aT = 300°K

Se empleara una viga curva de seccion maciza rectangular de dimerisierte85 m en el
sentido radial y = 0,01 m en el sentido vertical. Las propiedades elésticas se pueden distribuir
en alguna de las siguientes formas funcionales:

n n

2z ’ (53)

b

2y

pfgm:pm+(pc_pm) , O pfgm:pm+(pc_pm) F
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Properties Material Mp, Co c1 Co C3
E[Pa] Ti6AI4AV 1227 x10° 0 —4,605x 1074 0 0
ZrO, 132,2x10° 0 —3805x107% —6,127x107® 0
v Ti6Al4V 0,2888 0 1,108 x 1074 0 O
ZrQOq 0,3330 O 0 0 O
KW m~1°K] Ti6Al4V 6,10 0 0 0 0
ZrQ0q 1,78 0 0 0 O

Tabla 2: Coeficientes para la dependencia térmica de las propiedade®de Ti6Al4V

1 2\" 1 y\"
pfgm:pm+(pc_pm) <§+E> , O pfgm:pm+(pc_pm) (§+E) s (54)
Pgm = peel (3] o Prgm = peel (1)), (55)
siendo:
A, — In [;’_] | (56)

En las expresiones anteriorgg,,, indica una propiedad generica (modulo de elasticidad
longitudinal, transversal, etc.) con distribucion funcional, en tantopgyep,,, identifican a la
homonima propiedad para las fases ceramica y metalica respectivamente.

4.1. Convergenciay validacion

En esta seccion se efectuan algunos calculos para evaluar la calidad del elemento y su con-
vergencia a la solucién estipulada de autovalores. A su vez se contempla la evaluacién de la
calidad del modelo confrontandolo con enfoques tridimensionales (por elementos finitos) o con
modelos de otros autores.

Asi pues, el la Fig3 se puede observar la convergencia del elemento finito para casos de
arco de 180y 9@ con un radioR = 1,0 m para ambos casos y con una ley de distribucion
de propiedades dada por la primera de B8) ¢on un exponente = 1. El arco se encuentra
empotrado en ambos extremos y soporta una c@ggairigida hacia el centro de curvatura y
aplicada e = L /2. NoOtese que con 4 elementos la convergencia estd garantizada a menos de
un 0.5 %.

En la Tabla3 se muestra una comparacion entre las cargas de pandeo calculadas con el pre-
sente modelo unidimensional y modelos tridimensionales del programa comercial Cosmos/M.
Se emplearon 6 elementos finitos de viga curva y modelos de mas de 2500 elementos hexaé-
dricos de 8 nodos en el programa Cosmos/M, contemplando una ley de distribucion como la
de la Ec. 63) con un exponente = 100, que en términos pragmaticos equivaldria a una viga
construida completamente de material metalico. El radio medio en ambos cagbs-faé m,
las condiciones de borde empotradas en ambos extremos y la solicitacion es ur@gadirga
rigida hacia el centro de curvatura y aplicadaress L./2. Como se puede apreciar existe una
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Figura 3: Convergencia de la solucién para dos casos de vigas curvas

arco 180 arco 90
Enfoque 1D 3D 1D 3D
modo 1 11217 11268 38246 38600
modo 2 44524 44559 101670 101500
modo 3 65117 64715 165950 167255

Tabla 3: Comparacién entre el presente modelo 1D con enfoques 3D de elementos finitos

muy buena concordancia entre el modelo unidimensional de elementos finitos y los modelos
tridimensionales de mayor jerarquia.

4.2. Andlisis paramétrico para diferentes distribuciones funcionales

En esta seccion se evalua la variacion de las cargas de pandeo para arcos bajo distintas
condiciones de borde y distintos tipos de distribuciones funcionales. Asi pues, se consideraran
dos condiciones de borde con su respectiva condicion de carga. El primer caso es una viga
curva doblemente empotrada con una carga r@gaiplicada e = L/2y dirigida hacia el
centro de curvatura. El segundo caso es una viga curva en voladizo con una carga de similares
caracteristicas a la del anterior caso pero aplicada en el extremo libre.

En las Figs4y 5 se muestran las variaciones de las cargas de pandeo para la condicion biem-
potrada y en voladizo respectivamente. Se muestra en ambos casos la variacion con respecto al
exponente: de la ley de distribucion en la direccigrdada en la Ec 54). Nétese que en el caso
donde se mantiene fija la longitud del eje de la viga, en la medida que mas se curva existe un
minimo en la curva de variacion de la carga de pandeo para una forma de distribucion dada con
el exponente:. El angulo de abertura de donde se produce el minimo depende de la geometria

de la viga y principalmente de las condiciones de borde, segin como se aprecia en las Figuras
4(a) y5(a).
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Figura 4: Variacion de la carga de pandeo con el &ngulo de abertura en una viga curva biempotradal.(a) para
constante (b) par& constante.
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Figura 5: Variacion de la carga de pandeo con el angulo de abertura en una viga curva en voladizo./(a) para
constante (b) par& constante.

En la Fig.6 se muestra la variacion de la carga de pandeo con el angulo de abertura, man-
teniendo fija la lontgitud del eje curvado de la vigalern= 1 m para la condicion de borde
biempotrada. Se muestra a su vez el efecto de emplear las distribuciones de propiedades fun-
cionales dadas en la E&4), conn = 2 (identificadas como ’'poty’ y 'potz’ en la Fid) y por la
Ec. 65) (identificadas como 'expy’ y 'expz’ en la Fi§). Notese que la carga de pandeo no es
sustancialmente sensible con respecto a la distribucion funcional de las propiedades elasticas.

En la Fig.7 se muestra la variacion de las cargas de pandeo con respecto al angulo de aber-
tura. Se trata de una viga curva con longitud del eje de centro fija y con una condicion de borde
empotrado-libre con una car@, con una distribucién de propiedades elasticas en la direc-
cién y dada por la Ec.54), conn = 1. Las cargas que se muestran en la figura, identifican
a los autovalores que surgen cuando la carga radial esta dirigida hacia el centro de curvatura
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Figura 6: Variacion de la carga de pandeo con respecto al angulo de abertura, para diversas leyes de distribucién
funcional de las propiedades elasticas.
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Figura 7: Variacién de la carga de pandeo con respecto al angulo de abertura. Carga radial aplicada en el extremo
libre.

(Sign||Q)|| < 0) y hacia fuera del centro de curvatui@ign||Q})|| > 0), respectivamente.

En la Fig.8 se presenta la variacion de la carga de pandeo respecto al angulo de abertura
para una viga curva en voladizo con carga en el extremo libre. Se evaluan tres condiciones de
temperatura: a 100K, 300°K y 500°K. La longitud de la viga curva se considera fija en el
valor de. = 1 m y posee una distribucién de propiedades elasticas dada por la primera de las
Ec. (63). Se puede apreciar que el aumento de la temperatura hace disminuir la carga de pandeo
o vuelco de la viga curva debido a la disminucion de las propiedades elasticas del material
funcional segun se puede inferir de la E22)(y de la Tabla2.
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Figura 8: Variacion de la carga de pandeo con respecto al angulo de abertura, para diferentes valores de temperatura
global.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha introducido un modelo para el célculo de cargas de pandeo y de inesta-
bilidad estatica para arcos y vigas curvas construidas con materiales que poseen propiedades
distribuidas funcionalmente. El modelo matematico se ha deducido a partir de un enfoque li-
nealizado del principio de trabajos virtuales. En su formulacion se ha empleado un campo de
desplazamientos con componentes lineales y componentes de segundo orden en las rotaciones
definidas en un sentido semitangencial. Esta concepcion es de fundamental importancia para el
correcto calculo de las cargas de pandeo de vigas curvas de materiales funcionales (o cualquier
otro caso de materiales). Se ha desarrollado un elemento finito iso-paramétrico de cinco nodos
con el cual se han calculado cargas de pandeo en distintas configuraciones geométricas y con
diferentes leyes de distribucién de propiedades como también variaciones de temperatura. Se ha
podido observar que las diversas distribuciones funcionales no afectan sensiblemente la carga
de pandeo.
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