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Abstract. Algunos procesos industriales como el crecimiento de un cristal implican la presencia 
un líquido eléctricamente conductor sujeto a un campo magnético. Debido al movimiento 
inducido por la convección natural el líquido experimenta una fuerza de Lorenz que tiende a 
reducir las velocidades. Hay también aplicaciones en tecnología solar donde la convección 
natural juega un papel principal. Un campo magnético se puede utilizar para controlar el 
campo de flujo de manera de aumentar o reducir la transferencia del calor. En este trabajo, se 
estudia numéricamente el efecto del campo magnético en un flujo con convección natural en una 
cavidad rectangular de un líquido eléctricamente conductor. Las dos paredes de lados de la 
cavidad se mantienen isotérmicamente a dos temperaturas diferentes mientras la pared de 
arriba y la pared de abajo están completamente aisladas térmicamente. El acoplamie nto de las 
ecuaciones de Navier-Stokes con las ecuaciones de Maxwell es discutido con las suposiciones y 
simplificaciones principales asumidas en algunos problemas de magnetohidrodinámica. Se 
desarrolla un código en volumen finito en variables primitivas para resolver las ecuaciones de 
Navier-Stokes bajo el efecto de un campo magnético. Las simulaciones numéricas se llevan a 
cabo para diferentes números de Grashof y de Hartmann. El efecto del campo magnético en el 
número de Nusselt es discutido y cómo la convección se puede suprimir para ciertos valores del 
número de Hartmann y dirección del campo magnético. La implementación numérica es 
discutida en detalle con las dificultades principales encontradas en la convergencia de las 
ecuaciones.  
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NOMENCLATURA   
 

=u  Velocidad en x  
=v  Velocidad en y  
=x Coordenada 
=y Coordenada 
=z Coordenada 
=p Presión 
=xb Campo Magnético en x  
=yb Campo Magnético en y  
=zb Campo Magnético en z  
=Ψ Angulo de orientación del campo  

        Magnético  
=0µ Permeabilidad Magnética Relativa 

=σ  Conductividad eléctrica 
=µ Viscosidad Dinámica 
=ν V viscosidad Cinemática  
=β Coeficiente de Expansión 
=k Conductividad Termal 

=pc Coeficiente  de calor especifico 
=g Gravedad 
=ρ Densidad 
=T Temperatura  
=0T Temperatura de Referencia  

=L Longitud de los lados de la cavidad 
=X Altura Adimensional 
=Y Ancho Adimensional 
=U  Velocidad en xAdimensional 
=V  Velocidad en y Adimensional 
=θ Temperatura Adimensional 
=hT Temperatura de la Pared Caliente 
=cT Temperatura de la Pared Fría 

=φ Propiedad Genérica  
=Γ Difusividad de la propiedad φ  
=φS  Término Fuente 

=α Coeficiente de Difusión  
 
1 - INTRODUCCIÓN 
 

La convección natural en una cavidad rectangular ha sido objeto de numerosos estudios  
tanto teóricos como experimentales , en dos y tres dimensiones, y para diferentes condiciones de 
borde [1,2,3].  En este trabajo se estudiara el caso de un fluido conductor de corriente eléctrica, 
confinado en una cavidad y sometido a la acción de un campo magnético externo.  

Al ser el fluido conductor de electricidad y al estar bajo los efectos de un campo 
magnético externo, al producirse el movimiento por convección natural, el fluido experimenta el 
efecto de la fuerza de Lorenz. Los primeros trabajos que reportaron el efecto de un campo 
magnético sobre la convección natural de un fluido conductor fue realizado por Sparrow y Cess 
[4]. En este trabajo los autores desarrollaron las ecuaciones de movimiento que gobiernan al 
flujo sobre una placa plana vertical caliente. El análisis se basó en el estudio del efecto de un 
campo magnético perpendicular a la gravedad y paralelo al flujo de calor para bajos números de 
Reynolds magnético. Para este estudio utilizaron variable de similaridad. En la misma línea, 
Hunt y Wilks [5] realizaron un análisis s imilar pero para un campo magnético de gran intensidad. 
Luego Hunt [6], estudió el flujo en un conducto rectangular y analizó el efecto del número de 
Reynolds magnético y de la conductividad de los bordes del conducto sobre la estabilidad de la 
capa límite. Estos trabajos, sin bien analizaron el efecto del campo magnético sobre un flujo 
originado por convección natural no se focalizaron en el estudio de la transferencia de calor. 
Continuando en esta línea algunos autores como Papailipu at. [7], Seki at. [8]  y  Michiyoshi at. 
[9] realizaron experimentos tendientes a comprender el efecto del campo magnético sobre la 
convección natural. En todos los caso se pudo apreciar que el efecto neto del campo magnético 
lograba una atenuación de la transferencia de calor . Esto es debido a que la fuerza originada 
sobra un elemento de fluido en movimiento (Fuerza de Lorenz), es opuesta al efecto de flotación 
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originado por la convención libre. Como consecuencia, la velocidad de circulación del fluido es 
atenuada y con ello la transferencia de calor. 

La aplicación mas impórtate y que históricamente ha sido la motivación de este tipo de 
estudio fue la capacidad de controlar el crecimientos de cristales mediante la aplicación de un  
campo magnético. Entre los primeros trabajos se puede mencionar el realizado por Ozoe y 
Mauro [10], el cual realiza una formulación en dos dimensiones, para un campo magnético 
contenido en el mismo plano. Luego Garandet, Alboussiere y Moreau [ 11] realizaron un estudio 
analítico para el caso de una cavid ad rectangular con un campo magnético contenido en el plano 
de la cavidad y paralelo a la gravedad. Rudraiah, Barron, Venkatachalappa y Subbaraya [ 12]. 
Juel, Mullin, Ben Hadid y Henry [13], analizaron experimentalmente el efecto de un campo 
magnético perpendicular a la gravedad y paralelo al flujo de calor en un dominio rectangular. 
Ozoe y Okada [14,15], estudiaron el efecto del campo magnético en las tres direcciones 
cartecianas en un dominio cúbico (modelo tridimensional), tanto en forma numérica como 
experimental. Luego Mößner y Müller [16] extendieron el análisis numérico tridimensional 
realizado por Ozoe y Okada para otras direcciones diferentes a las direcciones preferenciales de 
la cavidad. En todos estos trabajos el objetivo de la investigación se centró en cuantificar el 
efecto amortiguador del campo magnético sobre la velocidad de movimiento del fluido y de la 
transferencia de calor para utilizarlos como mecanismo de control de enfriamiento y control de 
crecimiento de cristales.  

Otros trabajos de investigación relativos a fluidos conductores en una cavidad fueron 
desarrollados como sistema de bombeo para metales líquidos como mercurio o para sales 
líquidas como sodio y potasio, gases ionizados y plasmas. Lemoff y lee [ 17], Zhong, Yi y Bau 
[18] y Wang, Chang y Chang [19] diseñaron algunos dispositivos para tal fin, pero en estos casos 
fue necesario la existencia de un campo eléctrico adicional al campo magnético. Estos sistemas 
de bombeo son conocidos como bombas magnetohidrodinámicas (MHD).  

En los trabajos mencionados anteriormente siempre se consideró que el campo magnético 
estaba alineado con alguna de las direcciones principales de la cavidad, ya sea en la dirección 
paralela o perpendicular a la gravedad o en la dirección saliente al plano. En este trabajo  se 
estudia el flujo en una cavidad y el efecto que produce sobre un fluido conductor un campo 
magnético que no tenga ninguna dirección preferencial. También se presenta una breve discusión 
teórica de los términos que aparecen el las ecuaciones de movimien to debido al campo 
magnético y las dificultades numéricas encontradas.  
 
2 - FORMULACION MATEMÁTICA  
 

El esquema analizado en este trabajo es un modelo de dos dimensiones de una cavidad 
rectangular tal como se muestra en la figura 1. En la cual las dos par edes, superior e inferior, 
están aisladas térmicamente. Las otras dos  paredes laterales son mantenidas a temperatura 
constante, llamadas aquí pared caliente y pared fría (ver figura 1). El sentido de la gravedad es 
perpendicular al sentido del flujo de calor. Se asumió un flujo bidimensional y los efectos de 
flotación se contemplaron a través del uso de la aproximación de Boussinesq. El efecto Joule de 
calentamiento no fue tenido en cuenta en este análisis ni tampoco los efectos de disipación 
viscosa.  

El número de Reynolds magnético definido como VLRm σµ0=  define en cierta medida la 
forma en que se acoplan las ecuaciones de movimiento del flujo con las ecuaciones de Maxwell. 
Si  el número de Reynolds magnético es pequeño, el campo magnético inducido por el 
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movimiento del fluido conductor es pequeño y el campo magnético impuesto permanece 
imperturbado. En este caso, las ecuaciones de movimiento se acoplan a través de la fuerza de 
Lorenz que aparecen como fuerzas de volumen en las ecuaciones de Navier-Stokes, pero las 
ecuaciones de Maxwell no juegan ningún papel. Cuando el número de Reynolds es grande y las 
corrientes que se inducen son significativas como para inducir un campo del mismo orden que el 
impuesto, entonces el acoplamiento se da tanto en las ecuaciones de movimiento como en las 
ecuaciones de campo de Maxwell. En este trabajo se asumieron números de Reynolds 
magnéticos bajos de manera que no es necesario resolver las ecuaciones de electromagnetismo.  

 
Figura 1: Diagrama de la cavidad 

 
Las ecuaciones que rigen el comportamiento del fluido en estado estacionario, en dos 

dimensiones y bajo la acción de un campo magnético general con componentes bx y by, para 
bajos números de Reynolds magnético se pueden escribir como: 
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Es importante notar aquí el término de flotación ( )0TTg −ρβ originado debido al 

gradiente de temperaturas en la cavidad. Este término es el responsable del flujo en la cavidad. 
Siendo el fluido un líquido conductor, su movimiento dentro de un campo magnético induce una 
corriente. El producto cruz de esta corriente con el campo magnético genera una fuerza sobre el 
fluido en movimiento denominada fuerza de Lorenz. La fuerza de Lorenz acopla el efecto del 
campo magnético con el movimiento del fluido originado por las fuerzas de flotación.  
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Introduciendo las siguientes variables adimensionales: LxX = , LyY = , )(vLuU = ,  
)(v vLV = , )()( 00 TTTT h −−=θ , siendo 2)( 00 TTT h += , las ecuaciones anteriores pueden 

adimensionalizarse, quedando: 
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Otro caso que también se analizara en este trabajo es cuando el campo magnético tiene 
una sola componente y es saliente al plano de la cavidad. Cuando se hace el producto vectorial 
de la velocidad del flujo con el campo magnético, eso origina una corriente que esta pasando en a 
través del plano de la cavidad. Luego el producto vectorial de esa corriente por el campo 
magnético origina una fuerza (fuerza de Lorenz)  que vuelve a quedar en el plano de la cavidad. 
Para ese caso las ecuaciones gobernantes, bajo las mismas consideraciones que el caso anterior 
quedan: 
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Adimencionalizando las ecuaciones anteriores con el mismo criterio expuesto para el primer caso 
resulta: 
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Los parámetros adimensionales resultantes para ambos caso son: 
 

Pr
ν
α

= , Número de Prandtl
 

2

3)(
v

LTTgGr ch −= β , Número de Grashof
 

µ
σLbHa xx = , Número de Hartmann en X

 

µ
σLbHa yy = , Número de Hartmann en Y 

xy x yHa L b b
σ
µ

= , Número de Hartmann cruzado XY
 

µ
σLbHa zz = , Número de Hartmann en Z 

 
Las condiciones de borde necesarias para resolver en ambos casos el sistema de ecuaciones 
diferenciales parciales anteriores son: 
 

0=U   en  0  y  1X X= =  
0=V   en   0  y  1Y Y= =  

0=∂∂ Yθ   en  0  y  1Y Y= =  
1−=θ  en  0=X  

1=θ  en  1=X  
 
De las ecuaciones adimensionales, la fuerza de flotación está caracterizada por el número de 
Grashof. El efecto del campo magnético a través de la fuerza de Lorenz está representado por el 
número de Hartmann. Siendo el campo magnético una cantidad vectorial, aparecen en las 
ecuaciones de movimiento números de Hartmann caracterizando la componente X, Y, Z y 
además un Hartmann cruzado, definido mas arriba. En la ecuación de energía aparece el número 
de Prandtl como el cociente de la difusividad de momento respecto de la difusividad térmica. La 
ecuación de energía se acopla con las ecuaciones de momento a través del termino de flotación. 
Las ecuaciones se resolvieron secuencialmente en forma iterativa.  
 
3 - MODELACIÓN NUMÉRICA 
 

Es importante destacar que a este nivel mucho autores utilizaron en trabajos previos la 
formulación en función de corriente y vorticidad para independizarse de la presión como 
variable. Tal es el caso de Rudraiah y Barron [ 12] y Oosthuizen y Naylor [20] quienes resuelven 
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el flujo en la cavidad utilizando función de corriente y voriticidad. En este trabajo se utiliza una 
formulación en variables primitivas. Para resolverlas se utilizó como técnica de discretizacion el 
método de volumen finito [21]. Como estrategia para resolverlas numéricamente se utilizó el 
método SIMPLEC desarrollado por Doormal y Raithby [22], y para resolver el sistema lineal 
resultante de la discretizacion se utilizó el método del Gradiente Conjugado Estabilizado CGE 
desarrollado por Van der Vost [23]. 

 
Para propósitos numéricos, es útil tener una ecuación genérica de conservación, de la cual 

las ecuaciones de conservación de masa, el momento y de energía puedan ser derivadas. Esta 
ecuación genérica de conservación, según Patankar [24], en coordinadas cartesianas puede ser 
escrita como: 
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                                       (17) 

 
Se puede ver de la tabla 1 que uno puede reproducir las ecuaciones gobernantes (en este 

caso se presentan las ecuaciones adimensionalizas) de esta ecuación ge nérica. La ventaja 
principal de esta ecuación genérica de conservación es que se tiene que tratar con sólo una 
ecuación de la misma forma en el código numérico que desarrolla. El gradiente de presión se 
incluye en el término fuente solamente por convenienc ia en la formulación. Sin embargo, en el 
código, este término se trata separadamente ya que el campo de presión se tiene que calcular 
como parte de la solución. El algoritmo de la ecuación de presión corregida (o la ecuación de la 
presión) es derivado de la ecuación del momento para imponer conservación de masa. Esto es la 
base de los algoritmos tipo SIMPLE (Semi Implicit Method for the Pressure Linked Equation).  

 
Tabla 1 – Términos en  la ecuación de conservación genérica 

 
 

La malla utilizada para discretizar el dominio fue de 80 intervalos en ambas direcciones. 
Para optimizar la velocidad de convergencia, se utilizo un coeficiente de expansión para cada 
intervalo de 1.03,  Figura 2. 
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Figura 2: Grilla de discretización de la cavidad 

 
4 - DISCUSIÓN DE RESULTADOS 
 
A continuación, se presentan los resultados numéricos obtenidos para el modelo bi-dimensional 
de un fluido conductor confinado en una cavidad. El análisis de los resultados se centro en la 
cuantificación del cambio de la razón de transferencia inducida por la presencia de un campo 
magnético. Por tal motivo, una forma elegida para la visualización de tal efecto fue graficar la 
variación del número de Nusselt en función del número de Grashof, parametrizando para 
distintos número de Hartmann. El número de Nusselt local en las paredes laterales se define 
como: 
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y el número de Nusselt promedio en estas paredes laterales se define como: 
 

                                                                 0
01.

1 LX

X
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Nu NudX
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donde XL es el ancho de la cavidad y en este caso igual a 1. A es el área en la cual ocurre la transferencia 
de calor. En este caso A=YL × 1. donde el área se tomó por unidad de profundidad y YL es la altura de la 
cavidad, YL =1. 

La Figura 3a muestra el número de Nusselt promedio para distintos números de Grashof 
para un campo magnético impuesto en la dirección positiva de X. El campo magnético se 
adimensionalizó a través del número de Hartmann. Hax=0 indica un flujo sin campo magnético. 
Ya que las dimensiones de la cavidad se mantuvieron constan tes en todas las corridas y las 
propiedades del fluido conductor fueron las mismas durantes las corridas, diferentes números de 
Hartmann indican diferentes magnitudes del campo magnético impuesto. De la Figura 3a se 
puede inferir que la presencia del campo magnético tiende a disminuir la transferencia de calor y 
este efecto es más notable para crecientes números de Hartmann. Por ejemplo para un número de 
Grashof de Gr=2×105  y un número de Hartmann de Hax=200 el número de Nusselt promedio 
disminuye signific ativamente de 6.5 a 2.5. lo que implica una reducción notable de la 
transferencia de calor.  
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La Figura 3b muestra un comportamiento similar para el caso de un campo magnético en 
la dirección de la coordenada positiva de Y. Para el caso de Hay=50. se encont raron problemas 
de convergencia numérica para números de Grashof mayores de Gr=2 ×105. Estos problemas no 
aparecieron para Hartmann más altos. Una de las razones podría ser que para esta condición en 
particular los patrones de flujo estén cambiando y la grilla numérica elegida no sea la adecuada. 
Es importante notar que cada punto de estas curvas representa un corrida diferente. Para mejorar 
la convergencia se usaron como condición inicial los valores que convergieron en la corrida 
anterior donde el número de Grashof fue aumentándose paulatinamente para un número de 
Hartmann fijo.  

En la Figura 3c se muestra el número de Nusselt promedio para distintos números de 
Grashof para un campo magnético impuesto en la dirección positiva de Z. Notar que aunque el 
campo magnético es perpendicular al plano, la fuerza de Lorenz sigue estando en el plano y el 
flujo se puede seguir considerando bidimensional.  

El comportamiento obtenido mantiene la misma tendencia de disminución de la 
transferencia de calor a medida que se aumenta la intensidad del campo magnético que para los 
dos casos anteriores.  

  

 
                              (a)                                                          (b)                                                       (c)  

Figura 3: Núm. de Nusselt en función del núm. de Grashof para distintos num. de Hartmann  
 

En todos los casos el mecanismo de atenuación se origina por una distorsión en el patrón 
de velocidad  comparado con el caso de convección libre sin campo magnético. Es importante 
notar que con la presencia de un campo magnético de importante intensidad se puede lograr una 
distribución de temperatura donde las isotermas son líneas rectas y paralelas a las paredes 
laterales. Esto es equivalente al comportamiento obtenido en un medio sólido.  La figura 4a 
muestra la distribución de temperatura para un número de Prandtl de 0.75 y un número de 
Grashof de 105 y un número de Hartmann en la dirección X de 100. Como se puede observar las 
isotermas son verticales como en el caso de pura conducción. L a figura 4b muestra el campo de 
velocidades para este caso. Se pueden observar claramente dos regiones de recirculación.  

La figura 5a muestra la distribución de temperatura para un número de Grashof creciente 
de 4.5×105 y el mismo Prandtl y Hartmann que en el caso anterior. La figura 5b muestra el 
campo de velocidades. Como puede observarse, la transferencia de calor aumenta debido a que 
se incrementa la recirculación dentro de la cavidad.  

La figura 6a y 6b muestran la distribución de temperatura y el camp o de velocidades 
respectivamente para un número de Grashof creciente de 10 6. En este caso se distinguen cinco 
regiones con recirculación.   
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                                  (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 4: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=105  Hax=100 

 
                                    (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 5: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=4.5×105  Hax=100 

 
                                  (a)                                                                     (b)                                                        

Figura 6: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=106  Hax=100 
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Las Figuras 7a,7b y 8a, 8b muestran  de distribución de temperatura y campo de 
velocidades respectivamente pero ahora para el caso en que el campo magnético esta alineado en 
la dirección Y. Para este caso, a diferencia del caso anterior no se produce una recirculación del 
fluido, sino que lo que se observa es una atenuación en la velocidad del fluid o. Notar que este 
caso la gravedad y el campo magnético son paralelos.  

 

 
                                   (a)                                                                      (b)                                                        

Figura 7: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=2 ×105  Hay=100 

 

    
                                  (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 8: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75  Gr=106   Hay=100 

 
Las Figuras 9a, 9b  y 10a, 10b, corresponden al caso de un campo magnético  en la 

dirección Z, perpendicular al plano de la cavidad para dos diferentes números de Gr ashof, 
4.5×105 y 106, respectivamente. Para este caso, por efecto del campo magnético, disminuye la 
transferencia de calor como lo indica la figura 3c, sin embargo el “patrón” de velocidades no 
cambia respecto al caso de ausencia de campo magnético y se ob serva una simple recirculación. 
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                                   (a)                                                                      (b)                                                        

Figura 9: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=4.5x105  Haz=100 

 

 
                                   (a)                                                                      (b)                                                        

Figura 10: Distribución de temperatura y V ectores de velocidad 
para Pr=0.75 Gr=106  Haz=100 

 
 También se analizó el caso de un campo magnético con componentes en las direcciones 
X e Y. La Figura 11 muestra el efecto que tiene la dirección del campo magnético sobre el 
número de Nusselt. Estas curvas fueron trazadas para un valor constante de número de Grashof  
y para dos valores del módulo de campo magnético, variando su dirección desde 0 hasta 90 
grados. La forma de medir la orientación del campo magnético fue asumiendo que el ángulo cero 
es cuando se halla alineado con el eje Y y 90 grados cuando esta orientado con el eje X. Dicho 
ángulo será designado con la letra griega Ψ . Como puede verse, la orientación del campo hace 
cambiar el número de Nusselt, sin embargo este cambio no es necesariamente monotónicamente 
creciente.  
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Figura 11: Número de Nusselt en función de la orientación del campo magnético  

 
 
Las figuras 12a y 12b se muestran la distribución de temperatura y la distribución  de 
velocidades para el caso de un campo magnético a 45 grados y un número de Hartmman de 100.   
Las figuras 13a y 13b se muestran la distribución de temperatura y velocidades para el caso de 
un campo magnético a 45 grados y un número de Hartmman de 200.  Las figuras 14a, 14b y 15a, 
15b muestran la distribucion de temperaturas y velocidades para un módulo del número de 
Hartmman de 100 y de 200 respectivamente y un angulo de 70 grados. En este caso, el campo de 
velocidades tiende a elongarse en la dirección del campo magnético. Este efecto es más marc ado 
al incrementarse el campo magnético. El campo de velocidades tiende a arrastrar consigo las 
isotermas, como puede observarse también en estas figuras. Se puede observar como se van 
generarando distintas subregiones de circulación del fluido.   
   
 

 
                                   (a)                                                                      (b)                                                        

Figura 12: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 

para Pr=0.75 Gr=106  Ha=100 y 045=Ψ  
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                                  (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 13: Distribución de temperatura y Vectores de veloc idad 

para Pr=0.75 Gr=106  Ha=200 y 045=Ψ  

 
                                  (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 14: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 

para Pr=0.75 Gr=106  Ha=100 y 070=Ψ  

 
                                  (a)                                                                       (b)                                                        

Figura 15: Distribución de temperatura y Vectores de velocidad 

para Pr=0.75 Gr=106  Ha=200 y 070=Ψ  
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5 - CONCLUSIONES  
 
En este trabajo, se llevó a cabo una investigación numérica del efecto del campo magnético en la 
transferencia de calor en una cavidad rectangular con convección libre. Se estudiaron distintas 
orientaciones del campo magnético, para distintos números de Grashof. El efecto del campo 
magnético se adimencionalizó a través del número de Hartmann. La transferencia de calor s e 
adimensionalizó a través del número de Nusselt. Se presentaron curvas de la variación del 
número de Nusselt con el número de Grashof, para diferentes valores del número Hartmann. En 
todos los casos, el campo magnético reduce la transferencia de calor. Pa ra el caso de un campo 
magnético perpendicular a la gravedad, las isotermas pueden ser verticales con un patrón similar 
al de conducción pura. Esto podría ser usado como un mecanismo de control de gradientes de 
temperaturas requerido en ciertos procesos metalúrgicos o en el crecimiento de cristales. Se 
observó también que para un campo magnético horizontal o alrededor de la horizontal, los 
problemas de convergencia numérica fueron más serios.  
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