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Resumen. Asumiendo pequefias deformaciones, vale la descomposicion aditiva de la deformacion en
una parte elastica (reversible) y otra inel&stica (irreversible). La deformacion inelastica consta de una
parte plastica, que aparece rapidamente al aplicar la carga, y de una parte viscosa o de creep, que se
desarrolla lentamente. Usualmente, se supone que ambas componentes se presentan en paralelo
conformando la deformacion viscoplastica, de acuerdo al modelo reoldgico de Bingham-Norton.

El modelo anterior asume que la recuperacion por creep es despreciable. Si ese no fuera el caso, se
hace necesario diferenciar entre la deformacion plastica (instantanea) y el creep (lento) actuando esta
vez en serie, dando lugar a sendos términos de la deformacion inelastica. Ambos fendmenos estan
acoplados, impidiendo definir explicitamente una tension de prueba a partir de la cual determinar si se
ha producido o no incremento de la deformacidn plastica frente a un incremento de carga dado.
Definimos entonces un estado de prueba asumiendo incremento plastico nulo, que difiere del estado
elastico de prueba clasico (Simo y Hughes, Computational Inelasticity, Springer-Verlag, 1998) por
admitir incremento de creep. La ecuacion constitutiva para la tasa de creep da lugar a una ecuacion
escalar no lineal, generalmente sin solucion analitica cerrada, para el incremento de creep. Resuelta
ésta numéricamente, queda explicito el estado de prueba, del que se pueden deducir dos alternativas:
1) no se produjo incremento de la deformacion plastica (en cuyo caso el estado de prueba es
efectivamente la solucion buscada); 2) debid producirse incremento de la deformacidn plastica, y por
consiguiente la tension no debe superar el valor instantaneo de fluencia. En este Gltimo caso, la
condicion de consistencia plastica y la ecuacion constitutiva de la tasa de creep dan lugar a un sistema
de dos ecuaciones escalares no lineales, generalmente sin solucion analitica cerrada, con los
incrementos de deformacion plastica y de creep como incognitas. Una vez resueltas (numéricamente),
gueda completamente determinado el nuevo estado de tensiones y deformaciones frente al incremento
de carga dado.

Finalmente, se muestra su aplicacion al modelado de Zircaloy-4, material usado en la vaina de
barras de combustible nuclear.

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


mailto:vfachino@intec.unl.edu.ar�
mailto:acardona@intec.unl.edu.ar�
http://www.cimec.org.ar/�

664 V. FACHINOTTI, A. ALBANESI, A. CARDONA

1 INTRODUCCION

En el pasado hemos desarrollado modelos plasticos y viscoplasticos (Huespe et al., 2000;
Fachinotti, 2001; Fachinotti y Cardona, 2003) destinados especificamente a la representacion
del acero bajo las condiciones de colada continua. Estos modelos estan basados en el modelo
reolégico de Bingham-Norton (Lemaitre y Chaboche, 1994). En ellos, la deformacion por
creep es indisoluble de la deformacion plastica, conformando la deformacion viscoplastica
que a la sazon constituye la totalidad de la deformacion ineléstica. Estos modelos son capaces
de cubrir la inmensa mayoria de comportamientos observados en metales a altas temperaturas.

Modelos alternativos distinguen la deformacion por creep de la plastica, dando lugar a
sendos términos de la deformacién inelastica. Entre los pocos ejemplos aplicados a la colada
continua de metales podemos citar a Bohemer et al. (1993) y los trabajos a que hacen
referencia.

En el modelado de las barras de combustible nuclear usadas en centrales argentinas, Soba y
Denis (2008) proponen modelos para los dos materiales involucrados (U,O en el pellet,
Zircaloy-4 en la vaina) donde el creep es tratado separadamente de la deformacion pléastica.

En pos de modelar barras combustibles usando los modelos propuestos por Soba y Denis
(2008), desarrollamos en este trabajo un algoritmo de retorno mapeado para integrar la
evolucion de la deformacién por creep y la deformacion pléastica.

2 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES DE UNA BARRA
COMBUSTIBLE

2.1 Caracterizacion unidimensional

Consideremos la barra estudiada por Soba y Denis (2008), compuesta de un pellet de U,O
en una vaina de Zircaloy-4. Los modelos del comportamiento unidimensional de ambos
materiales se detallan a continuacion.

En la pastilla de U,0, la evolucién de la deformacion por creep €' puede calcularse en
términos de la tension o y la temperatura (absoluta) T usando la expresion:

scr (a1+a2f) Q1R (a1+a8f) 4.
© T (as + D)g? exp— 7t anf exp l l ag + D pRTlUS @)

donde a; es constante, Q; es la energia de activacién, R es la constante universal de los gases,
f es latasa de fision, g es el tamafio de grano y D el porcentaje de la densidad tedrica.

En la vaina de Zircaloy-4, la tasa de deformacion por creep puede calcularse en términos
del creep instantaneo £¢' la tension o y la temperatura (absoluta) T usando la expresion:

1 — 2
T = pr [qu.’) exp % (o +bexp ca)] 2)

donde k, b, c son constantes, Q, es la energia de activacion, R es la constante universal de los
gasesy ¢ es el flujo neutrdnico.
2.2 Caracterizacion tridimensional

Suponiendo que las deformaciones se mantienen pequefias, vale la descomposicion aditiva
de la deformacion total € en un término elastico (reversible) &' y otro inelastico
(irreversible) €™, es decir:

e=¢g 4 ¢n (3)
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A su vez, la deformacion inelastica se supone compuesta de un término plastico instantaneo
Pl y otro por creep £

gin — gpl + g°r (4)

Conocidas las componentes de la deformacion, la tension de Cauchy queda determinada por
la ley de Hooke

o =2udev(e® — &%) + K tr(e® — £°)1 (5)

donde el primero y el segundo término del lado derecho definen el desviador (s = dev o) y la
parte hidrostatica o esférica de la tensidn, respectivamente, u es el mddulo de corte, x es el
modulo de compresibilidad, ambos propiedades de cada material, I es el tensor identidad de
segundo rango, y £° engloba la deformacion térmica €™ junto a otras formas propias de
barras combustibles como las deformaciones por hinchamiento £V y por densificacion €9 en
el pellet, y el crecimiento por irradiacion £ en la vaina, o sea:

g0 = gh 4+ &V 4 g4 + £l8 (6)
Cabe remarcar que £° no es en general isotropico. Soba y Denis (2008) consideran isotropicos
los tensores 5%, €4 (presentes sdlo en el pellet) y €™, y no isotrépico al tensor €8 (presente
solo en la vaina).
2.3 Evolucidn de la deformacion inelastica

Las componentes de deformacion inelastica evolucionan siguiendo sus propias reglas de
flujo, que supondremos asociativas, y por ende definidas por la ley de la normalidad, como es
comun en el estudio de deformacion de metales.

La deformacidn pléastica evoluciona segun la ley

&Pl = An (7)

donde n es un vector unitario en la direcciébn de s =deva y A1 es el parametro de
consistencia plastica que satisface las condiciones de Kuhn-Tucker:

A=0, f<0, Af=0 (8)
donde £ es la funcion de fluencia definida aqui segun el criterio de Von Mises:
fzaeq_aY_R 9)

donde o.q = +/3/2 |Is|| es la tension equivalente de Von Mises y oy + R es la tension de
fluencia, suma de la tensién inicial de fluencia oy y el término de endurecimiento isotropico

R = R(gg;), funcion de la deformacion pléastica equivalente acumulada hasta el instante ¢t:

t
eféz\/gj;”épl”dr (10)

Por su parte, la ley de evolucion de la deformacion por creep en un espacio tridimensional
generaliza las leyes unidimensionales (1) y (2) para el pellet y la vaina, respectivamente,
mediante la expresion:

£ = \E g m (11)
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Esta generalizacion requiere asimilar las medidas o y €' en las ecuaciones unidimensionales
(1) y (2) con la tension equivalente o.q Y la deformacion por creep equivalente &g acumulada

hasta el instante t:
t
i = 2 [ e (12
0

3 ALGORITMO DE RETORNO MAPEADO

Conocidas las deformaciones sﬁl, ef;l]n, €5 Y &gq, al instante ¢, sus valores al instante
tn+1 = t, + At sea aproximan usando el esquema de integracion temporal implicito de Euler
hacia atrés:

1 1
Eny1 = En F Ang1p At (13)
pl ) 2
89Qn+1 - geQn + 5/1”+1At (14)
3.
€5t = & + 18, musadt (15)
cr _ oCr .Ccr
SeQn+1 - geQn + geQn+1At (16)

donde el subindice refiere al instante de evaluacion. Notese que los incrementos de
deformacion inelastica son puramente desviadores.
La tension desviadora al instante t resulta

— — i 0
Sn+1 = ISny1llnng: = 2u dev(£n+1 — &1 — £n+1) 17)
Se define el estado de prueba como aquél que se obtendria congelando la deformacion
plastica en el paso de tiempo [t,,t,+1], €S decir, suponiendo A,,; =0 de forma que
pl _ _pl pl _ bl : ‘2 cr,pr .,
Eni1 = En Y €eqny, = Eeq,- AN €VPT la deformacion de creep y g4~ la deformacion de

creep equivalente acumulada hasta el instante t asociadas al estado de prueba. El desviador de
tensiones de prueba resulta

1
sPT = 2u dev(asn+1 — b — gorpr — sgﬂ)

= 2p dev(gn — &) — & — &5, ) — 2u (6P — &5 (18)

= 5% — Vouées" At iy

donde s¢! es el estado ficticio resultante de asumir que el incremento de deformacion en el
paso de tiempo [t,, t,+1] ha sido completamente elastico. Notese que s,,,1, sP*y s€' son co-
lineales, esto es:

S = S (19)
T Nspaall ISP llsel]
Luego, la ecuacion (18) toma la forma escalar:
O'g,; =08 — 3;15‘53”415 (20)
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Observando las leyes (1) y (2) que definen el creep en el pellet y la vaina, respectivamente,
vemos que la tasa de deformacion por creep depende en general de la tension equivalente o4

y de la deformacion por creep equivalente acumulada e¢g, 0 sea:

Eeq = (O’eq, Eeq (21)

Ahora, la ecuacion (16) da lugar a la siguiente ecuacion escalar no lineal para la incognita
cr,pr
€qn+1°

Fl(gCr pr) = toq — 50, — (084 — 3u(eeq” — €8, ) €aq” )AL =0 (22)

Conocida e ' calculamos a " usando la ecuacion (20) y luego:

P = f(0%) = 02 — oy — R(eg’jln) (23)

Dado que la tension de fluencia es convexa en el espacio de desviadores de tension, puede
probarse que

fn+1 = f(o-eqnﬂ) < fpr (24)

En base al signo de fP", podemos distinguir los dos casos descritos a continuacion.

3.1 Paso sin incremento plastico

Si fPT < 0 entonces f,,1 < 0, es decir que no se produce incremento de la deformacion
plastica en el paso [t,,t,+1] (esto es, 4,41 = 0), en cuyo caso el estado de prueba es la
solucién buscada:

Sn+1 = ST (25)
_ _crpr
ggan+1 = geq (26)
3 f
£y = & + [2(ebi’ — £ ) (27)
pl _ _pl
€nt1 = En (28)
pl _ vl
€€Qn+1 = geQn (29)

3.2 Paso con incremento plastico

Si P/, = 0, entonces necesariamente f,,; = 0, 0 sea

Oeqnsr — OY + R( eqn+1) (30)

Rescribamos la ecuacion (17) como

1
Sn+1 = 21 deV(“—'n+1 - £5+1 — En41— 891"'1)
1 1
=2u dev(8n+1 - Sp —&; — 8?1+1) 2:“( €nt1 sp ) (31)

—2u (8n+1 - sn) = s — 20 Ay Atng g — \/_.uéggdt Npyq

Luego, en virtud de la co-linealidad de s,,,; y s¢, resulta:
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Oeqnes = aeq — 3uégqAt — Véu A, 1At (32)
Igualando las ecuaciones (30) y (32), Ilegamos a
— pl —
89Qn+1 geQn + geQn - ec1n+1 3 [Ueq ( eqn+1)] g ( eQn+1) (33)
Ahora la ecuacion (16) proporciona una ecuacién escalar no lineal con €eq ,, COmo unica
incognita:
— pl pl _
FZ( eqn+1) EQQ(EQQnH) - gggln -9 (UY + R( eQn+1)’ Ega(EQQn+1)> At =0 (34)

3.3 Linealizacién

En adelante, eliminaremos los subindices que denotan evaluacion en el instante actual ¢,
para simplificar la notacion. Debemos calcular

ds; on a||sl|
—=|Isl=—+ ij (35)
agkl agkl agkl
El primer término del lado derecho puede calcularse como
ani]- _ d < SSI >: 1 aSle]l_ Tli]' a”selll (36)
Oeir g \ ISl lIselll Oery  lIsell Oex
Resta aqui calcular
asel 1
55;"”‘b(5*@1+5” k)—gsﬁau] 2uI8eY 37)
ofls| _  asf
e = T 5, = 2Hs = 2 (38)
Finalmente, la ecuacion (36) puede escribirse como
on; 9 [ s TR
= = I8y —ny; 39
der Oy <||sel|| ey (0L =) 9

Para el célculo del segundo término del lado derecho de la ecuacion (35), falta calcular la
derivada de ||s|| con respecto a las componentes g, de deformacién, para lo cual debemos
distinguir nuevamente si se ha producido o no incremento de la deformacion pléastica en el
paso de tiempo considerado.

3.3.1Paso sin incremento plastico

Si fPT < 0, resulta ||s|| = ||sP"||, asi que
allsll  allsP*|l al|s® Ogeq
sll _ als™l _ ollsll _ - 9= (40)
agkl agkl agkl agkl

Aqui resta calcular

oSt 9 9 dg \ 0et dg 0||s®!
geqz—‘gm:l( 9 _3 g) geq+\[§ g olls”| At (41)

ﬁekl aSkl aggg ‘uaO'eq agkl aO'eq aSkl
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de donde

degg _ 0|ls”
=60
ﬁekl

aSkl
con

9=129 pe(1- 99 At +3 99 At B
200cq Oeeq K

00¢q
Finalmente, la ecuacion (40) toma la forma
dlls a||se!
sl _ (1 — ) 215°
agkl

— = Z,LL@ n
) 1 174kl
con

a ) d -1
0, =1—6ud = <1 - affr“t) (1 - ag‘im +3u9 At)

eq eq aO'eq

3.3.2Paso con incremento plastico

Si fP* > 0, resulta o4 = gy + R(eg’é), asi que

1
allsl _ fR,asé’q

ﬁekl INE aSkl

donde R' = dR/del;.

Por otro lado, de la ecuacion (33), resulta

oegy _ 1 0fls°|l (HR_')@
deiy  Vou Oe 3u

agkl
A su vez, de la ecuacion (34) se obtiene

€q

el 9 9 19l
- %9 par(1-—Z ar) =2
Ogg;  00¢q degq ey
Después de igualar las ecuaciones (47) y (48), se despeja
-1
aé‘pl 1 ! 0 Kl -1 0 Sel
=—|1+—+ gR'At(l— ‘ert) M
agkl \/glu 3,[1_ ﬁaeq ageq aSkl
Introduciendo ésta en la ecuacion (38), llegamos a
alsll 21Oom
Dy UMy
con
R’ r g ag \
g 9
0, =—|1+—+ R'At|1— At
2 73y 3u  00eq < el > ]

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar

669

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)



670 V. FACHINOTTI, A. ALBANESI, A. CARDONA

3.3.3Expresion general
En sintesis, la ecuacion (35) resulta
dsi; sl

d
agkl = 2# ”Sel” (IU?(‘{ — nijnkl) + ZHQTlijlel (52)
donde
(0, sifPr<o
6= {92 sifPr >0 (3)

Notese que en ausencia de creep, esto es g = 0, tenemos

aSij

95, 201557 — 210 nyjnyg (54)
con
9=1, g=0, si fPT < 0
Pl B SR <1 +R—,>_1 si fPT > 0 ()
lIse|l’ 3u)

Puede comprobarse que esta expresion es concordante con la dada por Simo y Hughes (1998)
para materiales elastoplasticos.

Constantes materiales k=512x10"%°

b =7252

c=4967 x 1078
Energia de activacion Q, = 10000 J/mol
Flujo neutrénico ¢ = 5% 10'° n/(m?s)
Madulo de corte p = 8.840 x 10°(1 — 1.0915 x 107*T)
Madulo de compresibilidad k =2.161x 10" (1 —1.0915 x 107*T)
Tension de fluencia oy = 200MPa

Tabla 1: Datos para caracterizar el comportamiento mecéanico del Zircaloy-4.

4 APLICACION

El algoritmo de retorno mapeado propuesto ha sido integrado a un codigo de elementos
finitos. En esta aplicacion en particular, se usan elementos hexaédricos trilineales Q1. Como
ejemplo, estudiaremos una barra de Zircaloy-4 de L = 1 m fija por un extremo y sujeta en el
extremo opuesto a un estiramiento d = 0.05L, impuesto a diferentes tasas. La deformacion
total impuesta es entonces del 5%, valor aceptado como limite maximo de validez de la teoria
de pequefias deformaciones (Lemaitre y Chaboche, 1994). Se supone que no existe otra fuente
de deformacion, esto es £° = 0.

Las propiedades del material son aquéllas utilizadas en el codigo de andlisis de barras de
combustible nuclear FRAPCON-3 (Berna et al., 1997; Lanning et al., 1997; Gelhood et al.,
2011). Cabe aclarar que adoptamos un valor constante para la tension de fluencia, dentro del
rango de variacion reportado para el Zircaloy-4 (Gelhood et al., 2011); aunque la tension de
fluencia del Zircaloy-4 depende de la temperatura, no encontramos en la bibliografia
consultada datos para definir correctamente tal variacion, pues la férmula proporcionada por
Soba y Denis (2008) da tensiones de fluencia que disminuyen desde 37.1KPa a 300 K a 5.8
KPa a 1000K, esto es, 3 a 4 6rdenes de magnitud por debajo de los valores aceptados
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usualmente.
Consideraremos cuatro tasas decrecientes de deformacion tales que el alargamiento total se

alcance en una hora (¢ =2.78 x 10™*s™1), un dia (§¢ = 1.16 X 107>s™1), una semana
(6 =1.65%x107% 1) yunmes (¢ =3.86 x 107 7s71),

La Figura 1 muestra a la izquierda que a temperatura ambiente (T = 300 K), el creep
méaximo, correspondiente a la menor tasa de deformacion, es un orden de magnitud menor que
la deformacion total. En consecuencia, el creep tiene una influencia despreciable sobre la
tension a temperatura ambiente, aln para bajas tasas de deformacién, como se observa en la
Figura 1 a la derecha.

0.006 2.5
e
0.005 | 2
B
0.004 (=)
~ % LS —— 1 hora
Q," St ——— l.(
< 0.003 = 1 dia
O 1 semana 2 3 —— 1 semana
0.002 ot 1 mes
0.001 a5
1 hora
0 0 - -
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Deformacion total Deformacién total

Figura 1: Creep y tension vs. deformacién total en una barra estirada de Zircaloy-4 a 300 K, cuando el
alargamiento total se alcanza en distintos periodos de tiempo.

AT = 1000 K (Figura 2 a la izquierda), el creep representa practicamente la totalidad de la
deformacion a la menor tasa de deformacion, y su magnitud respecto de la deformacion total
es considerable, excepto para la mayor tasa de deformacion. La consecuencia sobre la tension
se evidencia a la derecha de la Figura 2.

0.05 2.5

1 hora

0.04 2
1 mes = 1 semana
ja ¥ L
= 1 dia
2 ™ "
. 0.03 1 x 1.5
g semana = 1 mes
: =i
&) 2
0.02 g 1
1 dia =

[,

0.01
1 hora

( ) - -
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Deformacion total Deformacion total

Figura 2: Creep y tension vs. deformacion total en una barra estirada de Zircaloy-4 a 1000 K, cuando el
alargamiento total se alcanza en distintos periodos de tiempo.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto un algoritmo de retorno mapeado para materiales donde el

creep y la deformacion pléstica se tratan por separado.
Se ha estudiado especificamente el comportamiento del Zircaloy-4 en busca de determinar
la influencia del creep sobre el comportamiento del material a distintas temperaturas y tasas
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de deformacion propias de las condiciones de operacion de una barra de combustible nuclear.
Si bien necesitamos mayor numero de pruebas adoptando otras leyes de comportamiento
disponibles en la literatura (Allison et al., 1993), los estudios realizados demuestran influencia
despreciable del creep a temperatura ambiente. A alta temperatura, el creep representa una
fraccion considerable de la deformacion total, con el consiguiente efecto sobre las tensiones.

6 APENDICE

6.1 Solucion de ecuaciones escalares acotadas

Describimos aqui la técnica de regula-falsi aplicada a la solucién de la ecuacién escalar no
lineal F(a) = 0. Supongamos que existen escalares a, y a, que acotan la solucion en el paso
[tn the1], 0S€A @ < a < a,, Y que ademas se verifica que F(a,)F(a,) < 0.

El procedimiento es el siguiente:

a,—a

1) Calculo a; = a, —mF(az).

2) Si |F(a;) | < tolerancia, entonces a = a; €s la solucion buscada, y finaliza aqui el
calculo.
3) En caso contrario, distinguimos dos casos:
a) siF(a,)F(a;) <0,seadoptaa, = a;ysevuelve al).
b) si F(a,)F(a;) < 0, se adopta a; = a; y se vuelve a 1).
A notar:

e Como las ecuaciones (22) y (34) que nos interesa resolver tienen dimensiones de
deformacion, se considera aceptable fijar tolerancia ~ 107° a 1078.

e En cuanto a las cotas iniciales para eéqnﬂ (i = cr, pl) para las ecuaciones (22) y (34), la
opcién mas simple es adoptar a, = eéqn. Esta eleccion es conservadora, pudiendo
definirse un intervalo de busqueda mas acotado, con lo que se llegara a la solucion en
menos iteraciones.

e En las ecuaciones (22) y (34), cuando la incégnita aparece con exponente menor que 1,
como es el caso cuando se usa la ley (2) para la vaina, la adopcion de a; = 0 conduce a
una singularidad. En este caso, definimos a,usando el siguiente algoritmo:

1) Suponemos N = 1.
2) Calculamos a; = aNa,, con a > 1 real (tipicamente, 1.5 < a < 10).
3) Si F(a,)F(a,) < 0, adoptamos a; como limite inferior del intervalo de busqueda, y
finaliza el calculo.
4) Si F(a,)F(a,) > 0, incrementamos N « N + 1y volvemos a 2).
Notese que una vez determinado a; = a Ma,, si N > 1 el intervalo de blsqueda
puede acotarse definiendo a, = aa;.

e El mismo procedimiento resulta util para acotar el intervalo de busqueda cuando |F(a,)| Y
|F(a,)| difieren en varios 6rdenes de magnitud. Un procedimiento similar puede usarse
para determinar a, tal que F(a,)F(a,) < 0 para a, dado.
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