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Resumen. En un trabajo anterior (D’Elia et al., “Técnicas arbol en interacciones de n particulas orien-
tadas a elementos de borde”, en Mecdnica Computacional, vol. XX VI, pp. 992-999, Cérdoba, Argentina,
octubre de 2007) se describieron las primeras etapas en una adaptacién de los denominados algoritmos
répidos para simulaciones de interaciones entre n particulas, todas contra todas, en una variante jerarqui-
ca (o en arbol), para su uso complementario en el método de los elementos de borde (Boundary Element
Method, BEM). En la presente contribucion se muestra su uso en el caso de flujo de Stokes en régimen
estacionario alrededor de cuerpos rigidos tridimensionales, mediante una formulacion integral de con-
torno en las velocidades capaz de representar una fuerza y cupla no nulas sobre el cuerpo. El modelo
BEM empleado es de bajo orden, para elementos triangulares planos. Se muestran ejemplos numéricos,
incluyendo casos con soluciones analiticas, cuerpos con aristas y vértices, y cuerpos con geometrias
deliberadamente intrincadas.
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1. INTRODUCCION

Como es conocido en un método de paneles, o de elementos de borde (BEM, por Boundary
Element Method), en sus formulaciones mas clasicas, los elementos interactian todos contra to-
dos, lo cual conduce a matrices de influencia llenas (densas), cuyo computo involucra un costo
computacional O(n?), donde n puede ser ya sea el nimero de elementos F o bien el nimero de
nodos N, de la malla de paneles. Por otra parte, en los métodos numéricos que incluyen interac-
ciones entre n particulas (Marzouk y Ghoniem, 2005; Bowers et al., 2007), todas contra todas,
cada interaccion involucra tipicamente alguna funcion de Green proporcional a una potencia
inversa de la distancia, en donde ademads cada particula tiene asociado un nimero constante de
atributos geométricos y fisicos. A partir de un andlisis de las interacciones, se proponen for-
mulaciones rapidas, esto es, con un costo computacional mucho menor que O(n?). La utilidad
practica de las mismas se evidencia cuando se las entrelaza con los métodos iterativos para re-
solver de manera aproximada el sistema de ecuaciones relacionado con la formulacién integral
asociada con el BEM.

Entre las formulaciones rdpidas se cuenta la del arbol recursivo descendente auto-adaptativo
del algoritmo de Barnes y Hut (1986), el cual involucra la construccién de una estructura de da-
tos en la forma de un arbol de octantes (octree) en el caso de un problema tridimensional (3D).
Este algoritmo ripido, propuesto inicialmente para simulaciones computacionales en astrofisi-
ca (Ahn y Lee, 2008), ha sido extendido en otras aplicaciones, entre ellas, electromagnetismo
(Aronsson et al., 2009), ecuacién de Helmholtz (Aronsson et al., 2010), apantallamiento elec-
trostatico (Li et al., 2009), fractura en elasticidad tridimensional (Benedetti et al., 2008), dis-
locaciones dindmicas en deformaciones plasticas (Wang et al., 2006), e interaccion de vortices
fluidos (Winkel et al., 2012). Es de notar también que el uso de los octrees es de creciente interés
cuando se los combina en las GP-GPU (General-Purpose computing on Graphics Processing
Units), como en Bédorf et al. (2012), Yaseen y Yaohang Li (2012) y Gaburov et al. (2010).

Kumar y Graham (2012) Lindbo y Tornberg (2010)

En un trabajo anterior (D’Elia et al., 2007) se describieron las primeras etapas de una im-
plementacion, sin embargo, no se mostraron resultados numéricos. En este trabajo se presenta
una implementacién de un algoritmo rapido para BEM, basada en el 4rbol recursivo descenden-
te auto-adaptativo de Barnes y Hut (1986). Si bien el cédigo computacional GBEM resuelve
también la ecuacion escalar de Laplace, en el presente trabajo sélo se considerara la ecuacion
vectorial de Stokes estacionaria. En los ejemplos numéricos se mostrard el flujo de Stokes en
régimen estacionario alrededor de un cuerpo rigido en 3D, descripto a través de una ecuacion
integral de borde (BIE, por Boundary Integral Equation) en las velocidades, de tipo Indirecta
y Completada (CIV-BIE, por Completed Indirect Velocity BIE, Ingber y Mammoli (1999)), en
donde el campo solucién es la densidad superficial de doble capa 1, que es modificada para
eliminar los modos rigidos, y tal que pueda representar una fuerza y cupla no nulas sobre el
cuerpo. El modelo BEM empleado es de bajo orden, para elementos triangulares planos.

2. ARBOL DESCENDENTE DE BARNES-HUT AUTO-ADAPTATIVO

Un algoritmo jerarquico construye primero una estructura de datos de tipo arbol con raiz
(Storti et al., 2012) para la representacion jerdrquica del espacio tridimensional R? en cubos, y
luego se calculan las interacciones recorriendo el drbol, posiblemente en forma parcial.

Cada vértice en un arbol con raiz tiene asociado un nimero de nivel, que es igual a la longitud
del inico camino que lo une con el vértice raiz. En consecuencia, el vértice raiz tiene el niimero
de nivel cero, mientras que a medida que los vértices quedan maés alejados de la raiz, el nimero
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de nivel aumenta. Los vértices sin hijos son las hojas del arbol y tienen los nimeros de nivel
mas elevados.

Cada particula s6lo interactiia con una parte del arbol, pues aquellas partes de la nube de
puntos que queden mds alejadas de la particula considerada interactian con la misma a través
de los niveles mas bajos del arbol, i.e. més cerca del vértice raiz, mientras que las partes de la
nube mas cercanas a la particula considerada interactian en los niveles mas altos del arbol, es
decir, mds cerca de las hojas.

La construccion del arbol, naturalmente recursiva, se puede hacer, ya sea en forma ascen-
dente desde las hojas hasta la raiz Xue (1998), o bien en forma descendente desde la raiz hacia
las hojas, como en la version original de Barnes y Hut (1986) propuesta como una mejora al de
Appel (1985).

El algoritmo recursivo de Barnes-Hut es inherentemente adaptativo pues no hace ninguna
suposicion sobre la distribucion espacial de las particulas en el cubo raiz. En el c6digo compu-
tacional GBEM se ha implementado el algoritmo de Barnes-Hut mejorado por Amor Lopez
(1997), en el cual las particulas son ingresadas de a una. La construccién del arbol 7' puede
resumirse con el siguiente pseudo codigo, que es una adaptacion del dado por Demmel (1996)
y que ya fue esbozado en D’Elia et al. (2007):

1 procedure hacer-el-arbol (X,T) {
lentra: X coordenadas de la malla BEM
Isale : T arbol jerarquico

n = size (X,dim=1) ! numero de particulas
d = size (X,dim=2) ! dimension del espacio
inicia-arbol (X,T,raiz)

for i = 1 to n do

ingresa-particula (X,T,raiz, i)

e N S R W N

}

donde X € R™*? es la matriz de las coordenadas de los puntos en el espacio R?, mientras que
n es el nimero de particulas.

Cada nueva particula afiadida recorre el arbol actual, desde la raiz hasta el vértice del nivel
mads bajo que puede contenerla, actualizando el area, el centroide, y las densidades dipolar y
monopolar de los vértices por los cuales pasa. La actualizacién de dichos valores a medida que
se recorren los vértices tiene la ventaja parcial de evitar una etapa adicional para calcularlos.
Para cada particula 7 anadida, con ¢ = 1, 2, ..., E, se realizan los siguientes pasos:

= Si la celda asociada con el vértice visitado v,,, estd vacio, entonces la particula ¢ se anade
directamente;
= Sino, se hacen las siguientes tareas:

e Al vértice visitado v,, se le agregan r = 8 vértices hijos;

e Se divide la celda espacial del vértice visitado v,,, un cubo con longitud de arista
L,, y centroide x,,, dados, en = 8 octantes iguales, que son numerados en alguna
forma conveniente;

e Se reubican las dos particulas, la pre-existente y la recién llegada, en los vértices
hijos que les correspondan a cada una, siempre que no coincidan en un mismo hijo;

e Si las dos particulas coincidieran en un mismo hijo, entonces se procede por recur-
sion hasta ubicar una por celda.

Esta construccién recursiva de Barnes-Hut descendente da lugar a un octree en R3, el cual es
una estructura de datos muy bien conocida para representar datos irregulares. La construccién
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recursiva de Barnes-Hut descendente se puede resumir con el siguiente pseudo codigo, adaptado
de Demmel (1996) y ya mostrado en D’Elia et al. (2007):

procedure ingresa-particula (X,T,m,i) {
! Intenta agregar la particula i en el vertice v_m del
! arbol T, donde X son las coordenadas de la malla BEM.
! Por construccion cada hoja tendra 1 o 0 particula.
select case (T (m).nroparticulas)

AW N~

5

6 case (0) ! es una hoja sin ocupar

7 almacenar la particula i de coordenada x en el vertice v_m
8 case (1) ! es una hoja ya ocupada

9 agregar r-hijos dividiendo el cubo del vertice v_m

10 mover la particula preexistente al hijo correspondiente

11 actualizar centroide y area

12 identificar el hijo c donde hay que colocar la particula i
13 ingresa-particula (X,T,c,i)

14 case (2:) ! tiene 2 o mas particulas

15 identificar el hijo c donde hay que colocar la particula i
16 ingresa-particula (X, T,c,i)

17 end select

18}

La actualizacién de los atributos geométricos y fisicos de los vértices por donde pasa la
particula ingresada se realiza de la siguiente forma, asumiendo el caso vectorial para la ecuacion
de Stokes. Supongamos que, en una dada etapa, el area S, el centroide x,,, y la densidad W,
dipolar o monopolar, asociados al vértice u estan dados por

U
1:1 ;
Xy, = g Zsﬂﬁi ; (1
y =1
W, => W;
i=1

donde U es el ndmero total de particulas contenidas en el subarbol que empieza en el vértice u.
Al afadir una nueva particula ¢ a la celda, los nuevos valores del drea, posicion y densidad de la
celda se actualizan con

Su+1 = Su + Sz ;
1
Su+1

Wu+1 = Wu+Wz,

donde S;, x; y W; son el area, la posicion y la densidad, respectivamente, de la particula afiadida
al vértice. En la version descendente del algoritmo de Barnes-Hut, la construccion del arbol
finaliza cuando se ingresaron las n particulas, donde cada hoja tiene 0 o 1 particula.

De lo anterior se desprende la necesidad de un test para decidir cudndo una celda estd lo
suficientemente lejos de una particula dada. Existen diversas propuestas, todas basadas en con-
sideraciones geométricas vinculadas con el didmetro de la celda y las distancias relativas. El
algoritmo de Barnes-Hut considera que una celda estd bien separada si D/L < 6, donde D es
algin didmetro de la celda, L = || — y||2 es la distancia euclidea entre la posicién = de la
particula y el centroide de la celda y, mientras que 6 es un cierto valor umbral prefijado. Un
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umbral bajo sugiere que una particula tiene que estar muy distante de la celda antes de aceptar
una expansion multipolar, con lo cual el costo computacional aumenta, pues el drbol tiene que
ser atravesado hasta sus niveles mds profundos, haciendo que se calculen un mayor nimero de
interacciones directas entre particulas. En el limite # — 0 se recupera el caso todas contra todas,
con un costo computacional O(n?), mientras que cuando 0 < ¢ < 1 hay menos interacciones
directas.

En cuanto al solver iterativo, el arbol jerarquico aparece cuando hay que evaluar el produc-
to matriz vector ¢ = Ap, o su traspuesta, resumido en el siguiente pseudo cédigo, también
adaptado de Demmel (1996),

1 function q = daxpy (X, T, p) {
2 n = length (p) ; raiz = root-arbol (T)
3 g=20
4 for i =1 to n do
g (i) = influencia (X,T,raiz,i)

=X W
-~

en donde

function f = influencia (X, T,r,i) {
influencia f sobre la particula i causada por
subarbol de raiz r

!
!
£
x
D

=0
=X (i,:) ; y =T (r).baricentro
=T (r).diametro ; L = ||x - y|]|_2

select case (T (r).nroparticulas)

o N R W N~

case (1) ! 1 particula
f = aproximacion-BEM (x,y)
1w case (2:) ! 2 o mas particulas

if (D/L < theta) then
f = aproximacion-BEM (x,y)
else
forall (hijos c de r) do f = £ + infuencia (X,T,c,1i)
end if
end select

I
QXA R W N~

~
~N
~

Noétese que es también un algoritmo recursivo que recorre el arbol, posiblemente de forma
parcial, pues no necesariamente debe llegar hasta todas las hojas.

3. EJEMPLOS NUMERICOS

Se considera el flujo reptante alrededor de una esfera y de otros cuerpos rigidos, cuyos cen-
troides coinciden con el origen de coordenadas cartesiano. En el caso de la esfera, los resultados
son comparados con las soluciones analiticas para tres tipos de flujo entrante. L.os ndmeros de
nodos N y de elementos £ de cada malla empleada en el caso de la esfera son resumidas en la
Tabla 1, donde las mallas 1, 2, y 3 son estructuradas.

En todos los ejemplos numéricos mostrados en este trabajo se ha empleado el valor umbral
6 = 0.15. Con este valor, el porcentaje de coeficientes que se han calculado con expresiones de
campo lejano ha fluctuado entre el 50 y el 70 %. En cuanto al solver iterativo, se ha empleado
GMRES sin precondicionamiento (Saad y Schultz, 1986).

En todos los casos, se aplica la regla de integracién (J»1, lo que significa que se usan 2
puntos de Gauss-Legendre (GL) en cada coordenada de integracion en la autointegral y en las
interacciones cercanas, y 1 punto en las interacciones lejanas (D’Elia et al., 2011).
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2.95

2.90 I

Figura 1: Traccién adimensional 7; sobre la superficie de la esfera usando BEM jerarquico basado en el algoritmo
de Barnes-Hut, con la regla de cuadratura (Q2;. Mallas BEM con refinamiento uniforme 1, 2 y 3, de izquierda a
derecha.

Malla 1 2 3
N 10586 15002 20186
E 21168 30000 40000

Tabla 1: Flujo reptante estacionario alrededor de una esfera de radio R. Nimero de nodos N y nimero de elementos
E en cada malla. Las mallas 1-3 son estructuradas.

3.1. Esfera unitaria

En el caso de la esfera, se dispone de soluciones analiticas para diversos tipos de flujos inciden-
tes. En particular, se consideran tres distribuciones de flujo no perturbado incidente: uniforme,
cortante y paraboloidal (Power y Miranda, 1987). Las expresiones analiticas para la velocidad
no perturbada, la fuerza y el torque en cada caso son resumidas en la Tabla 2 (Guazzelli, 2003;
Dhont, 1996).

En las simulaciones numéricas se adoptan los siguientes valores: densidad del fluido p =
1 kg/m?3, viscosdad cinemética v = 1 m? /s, velocidad no perturbada U,, = 1073 m/s a lo largo
de la direccidn x4, y radio de la esfera R = 1 m. Como longitud tipica en el cdlculo de la fuerza,
el torque y la traccion adimensionales se emplea el didmetro de la esfera, i.e. L = 2R =2 m.

El valor exacto de la traccion sobre la superficie de esfera bajo el efecto de un flujo uniforme
es igual a la constante t = (3/2)ulUs /R €Y, donde €! es el versor cartesiano en la direccion
x. La traccion adimensional 7, = t;/(uUs L") se muestra en la Fig. 1 para las mallas con
refinamiento uniforme 1, 2y 3.

Flujo Velocidad no perturbada Fuerza D Torque C
incidente Uu

uniforme (Uso,0,0) (6muUsxR,0,0) 0

cortante Uso(a, —71,0)/R 0 (0,0, 87U R?)

paraboloidal U, (22 + 23,0,0)/R?>  (47uUxR,0,0) 0O

Tabla 2: Flujo reptante estacionario alrededor de una esfera de radio R. Expresiones analiticas de la fuerza y torque
para tres tipos de flujos incidentes (Guazzelli, 2003; Dhont, 1996).

3.2. Geometrias intrincadas o con aristas

Se consideran algunas geometrias intrincadas o con aristas. Para el caso con aristas se elige un
cubo de lado L = 1 m, mientras que en los restantes se seleccionaron ciertos ejemplos de los
disponibles en el repositorio “180 wrapped tubes” (Edelsbrunner, 2012), algunos de los cuales
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Figura 2: Geometrias deliberadamente intrincadas o con aristas: speed (izq.) y torsion (cen.) (Edelsbrunner, 2012),
y cubo de arista unitaria (der.). Traccién adimensional 71 bajo flujo paralelo U, = (1073,0,0) m/s, usando BEM
jerarquico basado en el algoritmo de Barnes-Hut.

pueden considerase aproximaciones a fibras retorcidas u organismos microscéopicos. Las geo-
metrias fueron generadas usando el mallador NETGEN (Schoberl, 2012). En todos los casos,
las superficies no se tocan entre si, y encierran un volumen finito positivo. Las coordenadas
nodales minimas y méaximas son -1/2 y +1/2, respectivamente, mientras que la velocidad no
perturbada es U,, = 1072 m/s a lo largo de la direccién x;.

Adoptando la nomenclatura dada en Edelsbrunner (2012) en los casos (i-ii), se tienen los
siguientes ejemplos, incluyendo los nimeros de nodos y de elementos de las mallas respectivas:

i) Speed (caso (3,3/3)): 6 471 nodos y 12 942 paneles;
i1) Torsion (caso (1,6)): 5 051 nodos y 10 102 paneles;
iii) Cubo unitario: 8 866 nodos y 17 328 paneles;

Los campos de la tracciéon adimensional 7; obtenidos con el algoritmo de Barnes-Hut son
mostrados en la Fig. 2. La traccién adimensional 7; exhibe el comportamiento esperado en la
distribucién y en el maximo valor en cada caso, con un incremento en la intensidad cerca de las
aristas, y en magnitudes que no difieren significativamente de los correspondientes a la esfera.

4. DISCUSION

En los ejemplos numéricos de trabajos anteriores (D’Elia et al., 2008, 2009), referidos al
problema de flujo reptante alrededor de un cuerpo rigido tridimensional, se habian empleado
técnicas de colocacion y de Galerkin. De lo analizado en trabajos previos y de los ejemplos
aqui presentados, se puede inferir como regla aproximada que los tamaifios practicos que se
pueden analizar en una computadora con 16 GB de memoria RAM, y cuando se emplea doble
precision, estdn en el orden de:

= O (6 kpaneles): técnica de colocacion, matriz del sistema densa, solver directo;
= O (12 kpaneles): ponderacion de Galerkin, matriz del sistema densa, solver directo;
= O (36 kpaneles): algoritmo de Barnes-Hut, equivalente a una matriz rala, solver iterativo;

siempre que el sistema de ecuaciones resulte bien condicionado, lo cual en BEM es dependiente
de la forma de la geometria, como ocurre con todos los ejemplos mostrados.
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