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Resumen. Los materiales magneto-electro-elasticos (MEE) tienen un amplio rango de aplicaciones
tecnologicas debido a su habilidad para convertir la energia entre mecanica, eléctrica y magnética.
Esto los convierte en materiales apropiados para aplicaciones en estructuras inteligentes, sistemas
micro-electromecanicos y nano- electromecanicos entre otros.

Para implementar una formulacion directa del Método de Elementos de Contorno (MEC) es
necesario disponer de la solucion fundamental MEE del problema acoplado y su derivada. En este
trabajo se presenta por primera vez una implementacion del MEC que utiliza las soluciones
fundamentales recientemente derivadas por Buroni & Saez (F. Buroni, & A. Saez, Proc. Royal Soc. A,
466(2114): 515-537 (2010)). Estas soluciones son explicitas en funcion de los autovalores de Stroh y
validas para materiales con comportamiento totalmente anisoétropo y con los tres campos
completamente o parcialmente acoplados. Las soluciones contemplan también casos de degeneracion
matematica cuando existe algiin autovalor de Stroh repetido.

La implementacion del MEC se realiza utilizando un Application Framework (AF) especialmente
disefiado para trabajar con métodos discretos (S. Urquiza, M. Venere., Mecdnica Computacional XXI,
3099-3109 (2002)), el que provee un entorno para la implementacion de aplicaciones de elementos
finitos, elementos de contorno, diferencias finitas, etc., asi como acoplamientos MEC-MEF. Se
incorpora al AF un esquema para el calculo de la soluciéon fundamental. La evaluacion de la misma es
lograda a través de la interpolacion de los valores previamente calculados en puntos de una grilla.

Se presenta en este trabajo la estrategia desarrollada para la implementacion del MEC para
materiales MEE en el AF. El desempefio de la implementacion y el de la solucion fundamental MEE
son evaluados resolviendo una serie de ejemplos de benchmark para materiales con simetria en sus
leyes de comportamiento que resultan en casos matematicamente degenerados y no degenerados. Para
concluir, un analisis del tamafio de la grilla en funcion de la calidad de los resultados es mostrado,
permitiendo evaluar la performance de la estrategia de evaluacion de la soluciéon fundamental en
modelos de MEC.
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INTRODUCCION

Los materiales Magneto-electro-elasticos (MEE) se emplean en aplicaciones de estructuras
inteligentes debido a su habilidad para convertir la energia entre mecanica, eléctrica y
magnética. A pesar de que los materiales MEE pueden ser encontrados en la naturaleza en una
unica fase, en la actualidad, las aplicaciones se realizan combinando fases piezoeléctricas y
piezomagnéticas, generando un acoplamiento electromagnético que puede ser varios 6rdenes
de magnitud mayor que el observado en los MEE monofasicos. Una de las claves para la
explotacion de las propiedades de estos materiales inteligentes es conocer su desempefio en
servicio bajo cargas combinadas.

Las soluciones fundamentales juegan un rol fundamental en la resolucién de problemas de
ingenieria. Por ejemplo, para implementar una formulacion directa del Método de Elementos
de Contorno (MEC) es necesario disponer de la solucion fundamental del problema acoplado
y su derivada. En este trabajo se implementa por primera vez una implementacion del MEC
que utiliza las soluciones fundamentales para materiales MEE recientemente derivadas por
Buroni & Saez (2010). Las mismas son explicitas en funcion de los autovalores de Stroh y
validas para solidos infinitos 3-D con comportamiento totalmente anisétropo y acoplado. En
particular se pueden modelar materiales elasticos, piezoeléctricos, piezomagnéticos y
magnetoeléctricos. Las soluciones contemplan también posibles casos de degeneracion
matematica cuando existe algin autovalor de Stroh repetido.

La implementacion del MEC se realiza utilizando el Application Frameworks (AF)
“SolverGP”. Este AF se desarrolld en el Departamento de Ingenieria Mecanica de la
Universidad Nacional de Mar del Plata y ha sido testeado con implementaciones del Método
de Elementos Finitos en varias aplicaciones, ademds de la implementacion del MEC para
problemas de potencial en 2-D (Dondero et al., 2009; Urquiza & Venere, 2002) . Los AF son
similares a librerias de programas en cuanto a la reusabilidad del codigo, como en una API
(Application Programming Interface), pero a diferencia de las librerias, el control del flujo de
la informacién global del programa lo dicta el Framework.

Resultados preliminares de este trabajo mostraron que una parte significativa del costo
computacional de la implementacion del MEC esté4 asociado a la evaluacion de las soluciones
fundamentales. Con el objetivo de reducir el tiempo de computo se implementd para este
trabajo un esquema de interpolacion de la solucién fundamental y sus derivadas (Wilson &
Cruse, 1978). Estas funciones pueden ser expresadas por el producto de dos términos.
Mientras uno depende de la longitud del vector posicion, el otro, llamado de modulacion,
depende solo de su direccidn, y se expresa en funcion de los dngulos azimutal y polar. La
evaluacion de este ultimo, que involucra el mayor tiempo de calculo, es llevada a cabo en
puntos del dominio formando una grilla. El esquema empleado consiste en calcular el valor de
la solucion fundamental y sus derivadas en el punto deseado a partir de la interpolacion entre
puntos de la grilla previamente obtenida. Cada punto de la grilla sélo contiene los valores de
los términos de modulacion.

1 MATERIALES MAGNETO-ELECTRO-ELASTICOS

1.1 Ecuaciones basicas

Siguiendo la nomenclatura presentada en el trabajo Buroni & Saez (2010), se considera
{x;} (i=1,2,3) un sistema de coordenadas en 3-dimensiones. El comportamiento de los
materiales MEE se define a partir de las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de Maxwell
que surgen de considerar un campo eléstico estatico. Las mismas se expresan a continuacion
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oijj+fi=0 (1)
di; =f*° (2)
by =f™ 3)

donde gy, d; y b; son el tensor de tensiones de Cauchy, el desplazamiento eléctrico y la
induccién magnética respectivamente, y f;, f¢ y f™ son las tres componentes de la fuerzas de
volumen, la densidad de carga eléctrica y la densidad de corriente eléctrica respectivamente.
El tensor de deformaciones infinitesimal, el campo eléctrico E; y el campo magnético H; se
definen como

Yij = %(ui‘j + u]"i) (4)
Ei=-9,; )
Hy=—-9; (6)

donde u; son las componentes del campo de desplazamiento, y ¢ y ¥ son los potenciales
eléctricos y magnéticos respectivamente. Las ecuaciones (1)-(3) estan relacionadas a partir de
las ecuaciones constitutivas (Alshits et al., 1992; Soh, 2005).

Oij = CijriVi — eujEr — qujH, (7N
d; = eV + €k + AyH) 8)
b; = qixi¥Via + AuEy + paHy 9)

siendo Cjjii, €1 y Wi las componentes del tensor de rigidez, el tensor de permitividad
dieléctrica y el tensor de permeabilidad magnética respectivamente, y €y, qi; y Ay son los
coeficientes de acoplamiento piezoeléctrico, piezomagnético y magneto-eléctrico
respectivamente.

El problema MEE lineal puede ser formulado de manera andloga al elastico, haciendo uso
de la notacion extendida propuesta por Barnett y Lothe (1975) para materiales piezoeléctricos.
De esta forma se introduce el vector de desplazamientos extendido como (Alshits et al., 1992)

u J<3
uy=4¢ J=4 (10)
9 J=5
De la misma forma se define el vector de tensiones extendidas como
Ojj ] <3
oy=1d; J=4 (1)
b; J=5

y las correspondientes tracciones extendidas, asociadas a una superficie con normal unitaria n
como

ti=ojm; J <3
ty=4D=dm; ] =4 (12)
B=bm; J=5

Considerando el caracter extendido se puede escribir la ley constitutiva a partir de la ecuacion
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Oij; = Ci]KmuK,m (13)

donde Cjjkm es el tensor de elasticidad extendido. Los subindices en mintscula toman los
valores 1, 2, 3 y los subindices en maytscula, valores de 1 a 5. Esta nomenclatura es valida en
todo el trabajo. Analogamente, la ecuacion de equilibrio de Navier extendida se define como

CijkmUkmi + [;=0 (14)

2 ECUACION INTEGRAL DE CONTORNO EXTENDIDA

Consideremos un medio continuo y homogéneo con propiedades MEE completamente
anisotropas ocupando la region £2 € R3 cuyo contorno es I' en un sistema de coordenadas
cartesianas {x;} (i=1,2,3). La ecuacion integral de contorno para desplazamientos cuando no
hay fuerzas de volumen actuando puede expresarse como (Aliabadi & Wrobel, 2002):

Crx (xDuy (x") + ]T]K(x, x)wdl = fU,K(x,x’) t;dr, (15)
r r

donde u; y t; son las componentes de desplazamiento y traccion respectivamente; Cjx
depende de la geometria local del contorno I' en el punto de colocacion x'; Ujc(x,x") y
T)x(x,x") son las soluciones fundamentales de desplazamiento y traccion en el punto x
debido a una fuerza unitaria aplicada en el punto x'.

La solucion fundamental en desplazamientos para materiales MEE es definida como un
tensor de segundo orden en un espacio de cinco dimensiones con componentes Uy tal que
satisfacen las ecuaciones diferenciales equilibrio extendido de Navier (Eq.(14)) cuando se
considera una carga puntual unitaria f; = §(x — x")J;, en el punto x’ siendo §(x — x') la
funcion delta de Dirac y 6,k el delta de Kronecker en cinco dimensiones. Fisicamente
Ugp(x — x") representa el desplazamiento en la direccion K (considerando el caracter
extendido del problema) en un so6lido infinito en el punto x # 0, debido a una fuerza puntual
unitaria aplicada en el punto x’ en la direccion P (también en el sentido extendido). De la
misma forma, Tyxp(x — x") representa la componente K del vector traccion extendido que
actiia sobre un determinado plano producido por una fuerza puntual unitaria (en el sentido
extendido) aplicada en el punto x’.

2.1 Solucion fundamental MEE en desplazamientos

Siguiendo el trabajo de Buroni & Saez (2010), se considera por simplicidad que el sistema
de coordenadas Cartesiano {x;} tiene su origen en el punto de colocacion x’. Asi, la solucion
fundamental se puede escribir como un término singular multiplicado por una funcion de
modulacion H;x (Wilson & Cruse, 1978)

1
U]K(x) = 4_7”_1‘1]1((@): (16)

donde x = ré siendo r = |x|. Note que la funcién de modulacion Hjk depende de la direccion
de x pero no de su modulo. Como se presentara luego en el Seccion 4, esta caracteristica
permite acelerar el proceso de evaluacion de Ujx al momento de implementar una
formulacion directa del Método de Elementos de Contorno, a través de la incorporacion de un
esquema de interpolacion para Hj.

Se define la matriz simétrica (Ting, 1996)
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k(p) = Q) + (R]K + RK])P + Tk p? (17)
siendo
Qx = CiygmMim 5 Rjx = CyygmMiMan ;5 Tk = CijgmMiMay, (18)

donde n; y m; son las componentes de dos vectores unitarios mutuamente ortogonales que se
encuentran en un plano con normal coincidente con é, de tal forma que {n, m, €} forman una
terna dextrogira. Haciendo el determinante

IF'(p)| =0 (19)

se llega a una ecuacién polindmica de grado diez cuyas raices con parte imaginaria positiva
son conocidas como los autovalores de Stroh, p, (@ = 1, ...,5) y las otras cinco raices son sus
complejas conjugadas (Ting, 1996).

La matriz H es uno de los tres tensores extendidos de Barnett-Lothe (Barnett & Lothe,
1975), cuya expresion explicita en funcion de los autovalores de Stroh, considerando posibles
multiplicidades de dichos autovalores, ha sido presentada por Buroni & Saez (2010) como

0o SR
AT £y Gmg = D!
a=

dme? f]K(P) (20)

dp™et | (p — po)ma M (6 - p 0 - o))"

eNnp=pq

donde N es la cantidad de autovalores p, de Stroh de multiplicidad m,, i = v—1, la barra *
denota el complejo conjugado y I la matriz adjunta de I.

2.2 Solucion fundamental MEE en tracciones

Como se menciona en la seccion previa, en aplicaciones de MEC, es necesario evaluar la
solucion fundamental de tracciones Tx;. Siguiendo el trabajo de Buroni & Saez (2010), su
expresion es facil de obtener a partir de las derivadas de la soluciéon fundamental para
desplazamientos

Tk = CijpqUpk,qMi» 21

donde 1; son las componentes del vector normal unitario externo del contorno I en el punto
X y Cigpq las componentes del tensor elastico de cuarto orden que verifica la simetria

Cikpq = Cqpki- La derivada de la solucion fundamental puede ser escrita como
-
Upk,q (x) = 4?2 Upk,q(€) (22)
La funcién de modulacion Up 7,4 (€) puede ser expresada (Buroni & Saez 2009)
C
~ A A M . A
Upk,q(é) = —é4Hpx + % (quP]MKer + Mqu]MKes) (23)

que so6lo depende de la orientacion x (o €) pero no de su modulo ». Como se menciond
anteriormente para la solucion fundamental de desplazamientos, la separacion de los términos
de T}k permitira disminuir el tiempo de evaluacion en la implementacion del MEC.
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En la ecuacion anterior, Mggpymg €8 obtenido a partir de aplicar la teoria de residuos de
Cauchy, llegando a la ecuacion (Buroni & Saez, 2010)

. N -
” @) = 21ti Z 1 y d?ma=1 ®ijpxkmn (P) 24)
ijPKMN - 2 — 1\ 2mg—1 2mg
[T e} (2mg, — 1)! dp ngzl[(p _ p.f)]
fra en p=py
donde Dyipxun ) S€ define como
B; fPK(P)ﬁMN(P)
¢ijPKM1v (p):= — - Uz ) — E— (25)
(® = p1)*(p = P2)*(p = P3)*(p — Pa)*(p — Ps)
siendo
Bl'j: = nl-nj + (nl-mj + minj)p + mimij (26)
Las componentes de M;jpgyy satisfacen las siguientes condiciones de simetrias
quP]MK = quMKP] = qu]PMK = quP]KM (27)
Dado que la matriz B;; es también simétrica, también se cumple la simetria
quP]MK = quP]MK (28)

Estas simetrias permiten reducir considerablemente el nimero de componentes Mysp mk
calculados, siendo esto considerado en la implementacion numérica. En el problema
completamente acoplado, Mggpymk Tepresenta 5625 componentes, donde solo 720 son
distintas.

A partir de las ecuaciones (20) y (24) y a través de las ecuaciones (22) y (23) es posible
computar las derivadas Upg ,. Finalmente mediante la ecuacion (21) se obtiene la solucion
fundamental de tracciones.

3 IMPLEMENTACION DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL MEE EN EL AF
3.1 Formulacion directa de MEC

Para la formulacion directa del MEC, el problema MEE es tratado analogo al problema
elastico. La estrategia adoptada por MEC para resolver (15) consiste en discretizar el contorno
del problema utilizando n elementos de contorno (I},) definidos por N, nodos. Ahora, la
ecuacion (15) puede expresarse como

C]K(f)“j(@"‘f T]K(YO»Sc)u]dr:fU}K()’O»f)t]dr- (29)
r, Iy

e e

El célculo de los valores u; o t; en los nodos del contorno, requiere armar un sistema de

ecuaciones que surge de considerar todos los nodos del modelo (N;) como puntos de
colocacion e integrar sobre los I, elementos en cada caso. Este proceso se realiza para los
grados de libertad (Dof) de cada nodo, siendo Dof =5 para el caso MEE (3 Dof del problema
elastico, 1 Dof del problema eléctrico y 1 Dof del problema magnético).

Las integrales de la ecuacion (29) se resuelven por integracion numérica de Gauss. A
través de la parametrizacion, las coordenadas globales x; pasan a locales . Dicho cambio de
variables puede ser representado como
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Ne
x; = mzl Now () iy (30)

donde x; son las coordenadas globales de un punto de la superficie de integracion y N, (y)
las funciones de interpolacion asociadas a los N, nodos del elemento I,.
El sistema de ecuaciones resultante es de la forma

Hu = Gt, 31

siendo u es el vector de desplazamientos nodales extendidos, de longitud Ny - Dof, t es el
vector que contiene las N, tracciones nodales de los n elementos, y H y G son las matrices de
coeficientes de u y t. Aplicando las condiciones de contorno, se llega al sistema

Ax = b (32)

En la ecuacion (32) la matriz A es cuadrada de dimension Ny - Dof, y los vectores x y b son
de longitud Ny - Dof. El vector x contiene todas las incognitas del problema. (Aliabadi &
Wrobel, 2002)

3.2 Implementacion del MEC usando un AF

Para la implemetacion del MEC en el “SolverGP” se utiliz6 la estrategia de ensamble
presentada en el trabajo de Dondero et al (2009). La misma consiste en utilizar elementos
arquetipicos “i-j” de ensamble. Cada elemento arquetipico de ensamble tiene en cuenta la
contribucion de pares de elementos i-j (siendo i el elemento que contiene los puntos de
colocacién y j el elemento de campo) al sistema de ecuaciones del MEC. Esta estrategia
requiere que cada nodo esté vinculado a uno de los elementos que compone, definiendo asi
los puntos de colocacion del elemento arquetipico que contribuirdn a la matriz global. Por
ejemplo, en la Figura 1 los puntos de colocacion son los nodos locales 2 y 3 del elemento j y
los nodos 2 y 4 del elemento i. Los nodos restantes del elemento j, nodos 1 y 4 seran
considerados puntos de colocacion al evaluar los elementos vecinos que los comporten.

Finalmente, el modelo discretizado con n elementos tendrd una cantidad de elementos
arquetipicos igual a n + Ck, siendo CK la combinatoria sin repeticion con P = 2. Luego cada
elemento arquetipico podréa contener de cero a ocho puntos de colocacion.

A=

X

Figura 1: Esquema de un elemento arquetipico
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Definiendo los términos

fix = Jr, Tie o, Ep)) Nm ()T, (33)
9k = f[‘e Uik Vo, §p)) Nm (@) dr’, (34)

las contribuciones de los elementos arquetipicos a las matrices segin i #j o i =j se
describen a partir de las ecuaciones (35) y (36) respectivamente:

Elemento i Elemento j
Nodol Nodo2 Nodo3 Nodo4 Nodol Nodo2 Nodo3 Nodo4
. . uy 0
Nodol 0 0 0 0 S g fix &g fix g fix gk " 0
J
u 0
Nodo2 0 0 0 0 fix g fix & fix 8k fix 8uk ¢ 0
Elemento i ! 0
u
Nodo3 0 0 0 0 Sk gk fix gk fix gk fik &gik tJ 0
J
. u 0
Nodo4 0 0 0 0 fox gk fix 8uk fix &ik fik ik t 0 (3 5)
. . . . Uy 0
Nodol S g Sk g Sk gk S g 0 0 0 0 t 0
. . . . uy 0
Nodo2 S g Sk g Sfix gk Sk g 0 0 0 0 ¢ 0
Elemento j ! 0
u
Nodo3 S g fix g fix gk fix g 0 0 0 0 . ! 0
J
. . . u 0
Nodo4 S g fix g Sk &k Sk gk 0 0 0 0 ¢ 0
J
Elemento i
Nodol Nodo2 Nodo3 Nodo4
) 5 . ) uy 0
Nodol Sk &k fix gk Sk g fik  guk t 0
]
) ) . ) Uy 0
Nodo2 S g fix gk S g fik  guk ¢ 0 (3 6)
Elemento i =
) ) ) Uy 0
Nodo3 Jix g fix g S g fix g ¢ 0
]
u, 0
Nodo4 Sk g WaRYS Sk g WaRYs t 0
]

Los elementos arquetipicos usan la informaciéon de los elementos de contorno i y j
(conectividad de los elementos y coordenadas de los nodos), por lo que las fjx y g;x pueden
ser evaluadas. Las matrices elementales contribuyen al sistema de MEC ensamblando sus
contribuciones en la matriz global a partir de un ciclo sobre los elementos arquetipicos.

4 IMPLEMENTACION DEL ESQUEMA DE INTERPOLACION PARA LA
EVALUACION DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL MEE EN AF

Como se menciond en la seccion 2.1, la evaluacion repetida de la solucion fundamental
presentada en la seccion 2, tiene un costo computacional elevado. Una manera eficiente de
acelerar la integracion de la solucion fundamental dentro de la formulaciéon de MEC es a
partir del esquema propuesto por Wilson & Cruse (1978). Como se menciond anteriormente,
las ecuaciones (16) y (22) pueden expresarse a partir de producto entre un término que
depende la distancia entre el punto fuente y el punto de colocacion, y una funcion de
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modulacion que depende de la posicion relativa entre ellos pero no de su médulo. A partir de
los valores de la funcion de modulacion precalculados en puntos de una grilla es posible
obtener el valor de la solucion fundamental Ujk y sus derivadas Upg 4 usando interpolacion
Lagrangiana. El término de modulacion puede expresarse en funcion de 6; y 6, como se
observa en la Figura 2. Los valores posibles de los angulos se son 0 < 6; <my 0 < 6, < 2m.
El espacio por ellos definidos se puede representar por un area rectangular en el plano 6;-6,.

Figura 2: Definicion de angulo polar y azimutal

Como se muestra en la Figura 3, dividimos el area en una grilla rectangular y almacenamos
los valores de la funcién de modulacién en los puntos correspondientes al arreglo de la grilla.
De esta forma, es posible obtener cualquier valor de dicha funcion a partir de la interpolacion
(ver Wilson & Cruse, 1978). Finalmente, los valores de la solucion fundamental y sus
derivadas son obtenidos multiplicando este término por los factores que contienen las
singularidades 1/ry 1/,

73

-
-l

Figura 3: Esquema de la grilla para la interpolacion de la solucion fundamental

Este esquema fue originalmente presentado con interpolacion cubica (Wilson & Cruse,
1978). El uso de interpolacion lineal, aumenta la velocidad en la ejecucion pero a costas de un
alto costo de almacenamiento para obtener una precision comparable.

La cantidad de puntos dentro de la grilla dependera del grado de precision deseada y del
grado de anisotropia, necesitando una mayor cantidad de puntos a medida que la anisotropia
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aumenta.

5 EJEMPLOS DE IMPLEMENTACION

Para mostrar el desempefio de la solucion fundamental MEE en una implementacion de la
formulacion directa de MEC se muestran tres ejemplos que evaluan distintos acoplamientos a
partir de la variacién de las condiciones de contorno. Se consideré para los ejemplos un
material transversalmente isotropo cuyas propiedades se encuentran en la Tabla 1.

propiedad componente  valor
constantes elasticas (xlO9 N/mz) Cun 166
Cix 78
Ciizs 162
Ca333 77
Cun 43
constantes piezoelectricas (C/mz) e -4,4
€333 18,6
€113 11,6
constantes piezomagnetic (N/Am) qi13 550
333 699,7
qJ322 580,3
coeficientes Magneto-electricas(Ns/Am) M1 0
A33 0
coeficientes de permitividad dieléctrica (x10” C/Vm) €11 11,2
€33 12,6
coeficientes de permeabilidad magnética (x10°® Ns*/C?) Wi 5
133 10

Tabla 1. Propiedades del material

La geometria es la misma en todos los ejemplos y esta representada por un cubo unitario
(Figura 4). La discretizacion se hizo con elementos 3D cuadrilateros lineales, donde cada cara
del cubo comprende un elemento, pudiendo, de esta forma alcanzar la solucion en coherencia
con los estados de carga correspondientes. Los resultados numéricos alcanzados se comparan
con la solucidon analitica obtenida a partir de la ley constitutiva lineal para materiales MEE

(Eq. (1)-(9)).
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X

2 3

Figura 4: Modelo para la simulacion

5.1 Deformacion uniaxial

En este problema se verifica el desempeno de la solucion fundamental MEE y su
implementacion mediante el anélisis del comportamiento eldstico y su efecto piezoeléctrico y
piezomagnético directo.

Un cubo unitario (Figura 4) de material transversalmente isotropo (Tabla 1) es sometido a
un desplazamiento uniforme, #; = 0,001m entre los elementos 3 y 5. En las direcciones x, y
x5 el cuerpo es libre de deformarse. El cuerpo se encuentra a potencial eléctrico y magnético
neutro, @ = 0V y 9 = 04, por lo que sbélo apareceran desplazamiento eléctrico (B) e
induccion magnética (D) como resultado de la carga. La solucion analitica segin las
condiciones de contorno aplicadas se presenta en la Tabla 2,

Solucion Analitica
te | 1,1633E+08 Pa
Uyy | -3,0709E-04 m
Uy | -3,3362E-04 m
D, | -9,2542E-03 C/m’
B, | 1,6866E-01 Wb/m’

Tabla 2: Solucion analitica. Ejemplo 1

mientras que los restantes valores son iguales a cero.

Para resolver el ejemplo, se defini6 el nimero de puntos de gauss usados en la integracion
numeérica a partir del maximo error admisible en los resultados alcanzados, adoptando para
este caso un valor umbral de 0,5%. Teniendo en cuenta las dimensiones del modelo y la
discretizacion empleada, la singularidad en el integrando representa un caso limite
desfavorable en los problemas de MEC. Por lo tanto, se analizd T;; como magnitud
representativa del error global de los resultados, en funcion de la cantidad de puntos de gauss
(ver Figura 5). En funciéon de este analisis el numero de puntos de gauss empleados en el
esquema de integracion es 144 es decir, 12 puntos de gauss por cada direccion.
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Figura 5: Grafico de performance vs. puntos de gauss

El resultado de la implementacion se compard con la solucion analitica del problema
(Tabla 2) en los puntos del contorno. En la Tabla 3 se encuentran los valores traccion (t),
desplazamiento eléctrico (D) e induccion magnética (B) en cada elemento, donde se pudo
observar una diferencia entre los valores de los nodos de un mismo elemento del orden de 107
%.

Elemento ty(Pa) t,(m) t,(m) D(C/m*)  B(Wb/m?)
1 0 0 0 -9,2777E-03  1,6870E-01
2 0 -1,2712E+02 0 0 0
3 1,1675E+08 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0
5 -1,1675E+08 0 0 0 0
6 0 0 -5,7744E+01 9,2777E-03 -1,6870E-01

Tabla 3: Resultado de la simulacion. Ejemplo 1

Los resultados del modelo muestran el desempeiio de la solucién implementada en
comparacion con la solucion analitica, alcanzando errores del 0,36% en la variable de
referencia T;;. También se consideran como error de la implementacion las tracciones
normales que resultan en los elementos 2 y 6, siendo estas superficies libres de tracciones
segun el modelo analitico.

5.2 Potencial dieléctrico y magnético

Este segundo ejemplo verifica el desempefio de la solucion fundamental y su
implementacion a través del analisis del comportamiento dieléctrico y magnético y su efecto
mecanico directo. El cubo unitario (Figura 4) de material MEE (Tabla 1) estd sometido a
potencial magnético ¥ = 14 y eléctrico ¢ = 100V en la direccién x3. Todas las caras se
encuentran imposibilitadas de moverse en las direcciones normales y las tracciones
tangenciales son nulas, apareciendo como consecuencia de los acoplamientos solamente
tracciones normales sobre las caras del cubo. La solucion analitica de este ejemplo se calculod
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a través de las ecuaciones constitutivas del material (ecuaciones (7)-(9)) y los resultados se
encuentran en la Tabla 4.

Como en el ejemplo anterior, la cantidad de puntos de gauss en cada integracion es 144, es
decir 12 por cada direccion, para lograr la precision deseada.

Solucion Analitica
5,7590E+04 Pa

tyy | 5,7590E+04 Pa

t, | 7,1830E+04 Pa

D,| -1,2600E-06 C/m*

B,| -1,0000E-03 Wb/m®
Tabla 4: Solucion analitica. Ejemplo 2

En la Tabla 5 se encuentran los resultados de la simulacion, donde se presentan las
tracciones normales sobre todos los elementos (t), el deplazamiento eléctrico (D) y la
induccion magnética (B) debido al estado de carga aplicado.

Elemento t (Pa) t,(Pa) t,(Pa) D(C/m?)  B(Wb/m?)
1 0 0 7,1970E+04  -1,2579E-06 -1,0008E-03
2 0 -5,7813E+04 0 0 0
3 5,78 13E+04 0 0 0 0
4 0 5,7813E+04 0 0 0
5 -5,7813E+04 0 0 0 0
6 0 0 -7,1970E+04  1,2579E-06  1,0008E-03

Tabla 5: Resultado de la simulacion. Ejemplo 2

Los resultados muestran un buen desempefio de la solucion fundamental y la
implementacion, resultando en todos los casos con errores menores al 0,5% respecto de la
solucion analitica.

5.3 Potencial eléctrico

El tercer caso permite evaluar la interaccion de los campos magnético, eléctrico y
mecanico a partir de someter al cubo unitario a un potencial eléctrico en la direccion x,,
generando un campo magnético (J) en la direccion x, y una distorsion en el plano x,x5. Esta
distorsion angular provoca en la geometria un desplazamiento de los nodos 4-7 en la direccion
X, representado por la magnitud u,, (Tabla 6)

Solucion Analitica

u, | -1,1207E-08 m
D, | -1,2500E-06 C/m?
9 1,2329E+00 A

Tabla 6: Solucion analitica. Ejemplo 3

En la Tabla 7 se encuentran los resultados de la simulacion para los valores de
desplazamiento eléctrico (D). De acuerdo a la condiciones de contorno del problema, estos
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valores son constantes sobre los elementos 2 y 4 (ver Figura 4).

Elemento D(C/m?)
1 0
2 1,2547E-06
3 0
4 -1,2547E-06
5 0
6 0

Tabla 7: Resultado de la simulacion por elementos. Ejemplo 3

Debido a la variacion lineal de los desplazamientos u, en la direccion x3 y del potencial

magnético (9) en la direccion x, los resultados de ambos campos se expresan para cada nodo
en la Tabla 8.

Nodo uy(m) 9(A)
1 0 0
2 0 0
3 0 -1,2273E+00
4 0 -1,2273E+00
5 -1,1172E-08 0
6 -1,1172E-08 0
7 -1,1172E-08 -1,2273E+00
8 -1,1172E-08 -1,2273E+00

Tabla 8: Resultado de la simulacion por nodos. Ejemplo 3

Al igual que en los ejemplos anteriores, los errores en los resultados de la simulacion se
mantuvieron menores al 0,5%.

6 RESULTADOS DE LA IMPLEMENTACI('),N DEL ESQUEMA DE
INTERPOLACION PARA LA EVALUACION DE LAS SOLUCIONES
FUNDAMENTALESUYT

Se presenta aqui un analisis del desempefio del esquema de interpolacion presentado en la
seccion 4 para la evaluacion de la solucion fundamental magneto electro eléstica. Para ello se
consideraron las condiciones de contorno del ejemplo 5.1, tomando como pardmetro
representativo del error global el valor de la traccion normal T,;. Para la discretizacion se
usaron 4 elementos por cara, por lo que el modelo estd comprendido por 24 elementos
cuadraticos lineales y un total de 26 nodos. Al igual que en lo ejemplos de la seccion 5, la
cantidad de puntos de gauss para la integracion es 144, es decir, 12 puntos de gauss por
direccion.

Se calculd, para el modelo propuesto, el tiempo de célculo de coeficientes de las matrices
del sistema de MEC y el tiempo de ensamble utilizando el esquema de interpolacion, y se
compar6 con el obtenido mediante la resolucion del problema de autovalores y autovectores
en cada punto de gauss. Los resultados mostraron una disminucién del tiempo de 376
segundos a 3,57 segundos, lo que equivale un aceleracion de aproximadamente 105x.

Se estudid la influencia del tamaino de la grilla sobre los resultados del modelo. Para esto,
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la grilla se consider6 homogénea en todo el plano 6;-6, y en ambas coordenadas el angulo
entre los puntos fue la misma. El angulo entre los puntos fue tomado como pardmetro
representativo del tamafio de la misma, por lo que una disminucion de la grilla es equivalente
a aumentar la cantidad de puntos en ella.

Los resultados obtenidos se compararon con la solucion analitica del problema, mostrando
en la Figura 6 el error para distintos tamanos del paso de la grilla. En funcién de alcanzar
resultados con un error menor al 0,2%, el tamafio de paso adoptado fue 3,5°

0,35+
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0,25

error % T11

0,20

015 /

]
—
-/I

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
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Figura 6: Grafico error % de la solucion vs. paso de grilla

7 CONCLUSIONES

Se implement6 por primera vez la solucion fundamental magneto electro elastica en una
formulacion directa del MEC. Dicha implementacion se realizo en el Application Framework
“SolverGP” desarrollado integramente en la Universidad Nacional de Mar del Plata,
extendiendo la funcionalidad del programa para la resolucion de problemas 3D.

La simulacion de materiales MEE mediante el MEC evaluando de manera directa y
repetida la solucion fundamental tiene involucrado un alto costo computacional, lo que hace
impracticable la resolucion de modelos con geometrias complejas. Esta limitacion se resolvid
mediante la implementacion del esquema de interpolacion, el cual permite evaluar
rapidamente la solucion fundamental a partir de una grilla precalculada, obteniendo la
precision deseada en funcion del paso de la grilla.

Se obtuvieron resultados con errores menores al 0,5% usando 144 puntos de gauss por
elemento y grillas homogéneas con un angulo entre puntos de la grilla de 3,5°. Esto permitio
una aceleracion de 105x en el tiempo de calculo y ensamble de las matrices del MEC.
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