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Abstract. Seconsidera el problemadedeterminarla altura dela seccíon deunaviga elástica
sujetaa unacarga vertical demodoquela rigidezde la viga seamáxima. El planteodeeste
problemasebasaenla presentacíondeHaslinger y Mäkinen,1 aunqueel modeloy la resolucíon
del problemade optimizacíon resultantesiguenlineamientosdiferentes.Seusael métodode
elementosfinitos para obteneruna discretizacíon adecuadadel problemacon valores en la
frontera y para formular, posteriormente, el problemadeoptimizacíon. Esteúltimo seresuelve
combinandoel métododepuntosinterioresconestrategiasderegión deconfianza.Resultados
nuḿericospreliminaressonpresentados.
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1 INTR ODUCCIÓN

El objetivo deestetrabajoconsisteenilustrarel usodemodelosdeoptimizacíon pararesolver
problemasdedisẽno óptimo,enparticular, dedimensioneśoptimas(sizingoptimization).

En estaprimeraetapa,estamosinteresadosenresolver el primerproblema,esdecir, consi-
deramosel casodedisẽno óptimodeunaviga,sometidaa esfuerzosdeflexión,querespondea
la teoŕıa deEuler-Bernoulli. En estateoŕıa seasumequelasseccionesplanasperpendiculares
al ejede la viga, permanecenplanasdespúesde la flexión y quela deformacíon transversal�
est́a gobernadapor la ecuacíon diferencialdecuartoorden������ � � ��� ��	� � 
���
���������� � �����
donde��
���� ��� y � 
���� ��� sonfuncionesdadasde

�
y � esla variabledependiente.

La función �!
#"%$�& , esel productodel módulo de elasticidaddel materialpor el mo-
mentode inerciade la seccíon transversalde la viga, � esla carga distribuida transveral y �
esla deformacíon medidatransversalmenteal ejedela viga. Ademásdesatisfacerla ecuacíon
diferencial,� tambíendebecumplir apropiadascondicionesdefronteraquedependeŕande la
formadesustentacíon dela viga.

En nuestroproblemade disẽno óptimo la variablees el espesorde la viga (altura de la
seccíon transversal)quellamaremos' y el objetivo esencontrarunadistribución deespesores
quemaximicela rigidezde la viga. Bajo estascondiciones,la deformacíon transversalesuna
función delespesor, esdecir, � 
 � � ' � .

En nuestrosexperimentosnuméricosconsideraremosunaviga deespesorvariable ' repre-
sentadaenel intervalo &�
)(*�+���-, y sometidaadiferentesestadosdesustentacíon y carga.

Si bien el planteodel problemay partede su ańalisis est́a basadoen la presentacíon de
Haslingery Makinen,1 el modelode optimizacíon que se obtieney la forma de resolucíon
siguenlineamientosdiferentes.

La estrategia consiste,básicamente,enusarla técnicadeelementosfinitos paraobteneruna
discretizacíon adecuadadel problemacon valoresen la fronteray formular un problemade
optimizacíon no lineal sujetoa restriccionesde igualdad,desigualdady cotassobrelas varia-
bles. Para la resolucíon numéricaseuśo el algoritmoKNITRO desarrolladopor J. Nocedal
y R. A. Waltz2 el cual consisteen una implementacíon del métodode puntosinteriorescon
estrategiasderegion deconfianza.

Si a esteproblemasele agregan otrosobjetivos quesedeseansatisfacersimult́aneamente,
talescomomaximizarla frecuenciamı́nimadelibresoscilacionesy maximizarla cargamı́nima
de pandeo,el problemaresultantepodŕıa ser resueltousandoalgún métodode optimizacíon
multicriterio. Unaalternativa posibleseŕıa usarun métododecuadradosmı́nimosno lineales,
unavezresueltocadaunodelosproblemasenformaindividual.

El presentetrabajoest́a organizadode la siguienteforma: en la seccíon 2 presentamosel
problemade estructuras,posteriormenteen la seccíon 3 desarrollamosla discretizacíon del
mismo,medianteel métododeelementosfinitos, y describimosel problemadeoptimizacíon.
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En la seccíon 4, reformulamosel problemade optimizacíon, y en la seccíon 5 mostramosal-
gunosresultadosnuméricos.Finalmente,enla seccíon 6 damosalgunasconclusiones.

2 EL PROBLEMA

Parala descripcíon del problema,en primer lugar, consideramosunaviga doblementeempo-
trada,sometidaa unacarga �.� �/� uniformementedistribuiday deespesorvariable ' . Bajo estas
condicionesla deformacíon � debesatisfacerel siguienteproblemadecuartoordenconvalores
enla frontera

� ���� � 0 ' � ���21 � � ���� � 
3�.� �/� �4�5� � ���6� (1)

� �6� � 
 � �2� � 
 � ���� �6� � 
 � ���� �6� � 
��87
donde0:9<;>=?���8�	� � esunafunción no negativa quedependedelaspropiedadesdel materialy
del áreadela seccíon transversaldela viga.
La rigidezdela vigaest́acaracterizadaporel funcional

@ � � � ' �A� 

B
C ��� ��� � � ' �D��� �

donde� � ' � debesatisfacerel problema(1).
Estefuncional,que representaenergı́a externade deformacíon, puedeser interpretadacomo
unamedidade la flexibilidad de la viga. Por otro lado, podŕıa pensarseque representauna
medida“inversa”,ya quesu decrecimientoimplica incrementode la rigidez, de maneraque
maximizarla rigidezequivaleaminimizarel funcional

@
. Estefuncionalesusadahabitualmente

enproblemasdeoptimizacíonestructural,yaseacomofunciónobjetivo o entrelasrestricciones
delproblema.3,4

Conrespectoa los posiblesespesoresadmisibles' , seŕanelegidosdentrodeun ciertoconjuntoE
tal que,adeḿasdesatisfacerel problema(1) cumplanciertascondiciones,no sólo desdeel

puntodevistamateḿatico,sinotambíenaceptablesparafinesprácticos.
Porejemplo,algunosrequisitosqueimpondremosanuestroproblemason:

i) mantenerel volumenconstantedela viga,esdecir,B
C ' � ���D�	� 
3FG�

paraciertovalor F positivo constante;

ii) perteneceral conjuntodefuncionesuniformementeacotadas;

iii) satisfacerciertascotasinferioresy superiores;
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iv) satisfacerunacondicíondesimetŕıa enel intervalo (*�+���-, .
La última condicíon seimponeya queenel casoquenosocupa,la viga tienecondicionesde
sustentacíon y carga simétricas.La segunday terceratiendena lograrunavariacíon de espe-
soresdentrodeciertascotasy preveniroscilacionesbruscas.
Si bien las condicionesanterioresdefinenun conjuntomuy simple desdeel punto de vista
mateḿaticopuedenno resultaraceptablesparafinesprácticos.Constructivamente,esmássen-
cilla unaviga “escalonada”,y por lo tantocaracterizaremosnuestrosespesoresadmisiblescon
unadistribuciónconstanteencadasubintervalo.
Aśı, el problemadeoptimizacíon puedeserplanteadocomo

Hallar 'IH 9 E tal que

� � ' H � 
 argmin
@ � � � ' �A� 
 argmin

B
C ��� ��� � � ' � ���J�D���

donde� � ' � satisfaceel problema(1).

Para poderser resueltopor métodosde programacíon mateḿatica, el problemadebeser
presentadocompletamentediscretizado,demaneraqueesnecesarioconstruirunnuevo modelo
quedependedeunnúmerofinito devariablesdedisẽno.

3 DISCRETIZA CIÓN DEL PROBLEMA DE ESTADO

La discretizacíon del problemaserealizaŕa a usandoel métododeelementosfinitos. Paraello
vamosa discretizarel dominio y escribir la formulacíon débil de la ecuacíon diferencialque
rige el problema.5,6

3.1 Discretizacíon del dominio

El dominio de la estructura,el intervalo (K�8�	�-, , se divide en un conjuntode
�

subintervalos
quellamaremoselementos,cadaunocondosnodosextremos.De estamanera,dado

� 9�L M ,NPORQ �S
3� C ���UTV��7	7	7����XWY
3� esunaparticíonequidistantede & conpaso
O 
���Z � , �X[\
<] O ,]V
��8�	7	7	7�� � .

3.2 Derivación de lasecuacioneselementales

Nuestroobjetivo esconstruirla formulacíon débil de la ecuacíon diferencialde cuartoorden,
distribuyendola diferenciacíon entreunafunción depesoy la variabledependiente,y analizar
lascondicionesdefronteraasociadasconla ecuacíon.

Paraello consideramosun elementồ _ 
a(b� _ �	� _�c TA, . Sead unafunción de peso,d 9fe ,
donde e esun subespaciode dimensíon finita de g �C �2& � . Aquı́ g �C �2& � representael espacio
de funcionesdeSobolev, cuyasderivadassoncuadradointegrableshastasegundoordenenel
intervalo & y satisfacenlascondicionesdefronteradelproblema(1).
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Multiplicando la ecuacíon diferencialpor la función d e integrandosobreel elementôV_
resulta:

� 
 h	ikj+l
h i d � ���� � 0 ' 1 � � ��	� � m�� ���


 h ikj+l
h i m � d��� ��	� 0 ' 1 � � ���� � m d � ���Rn d ���� 0 ' 1 � � ���� �

h ikj+l
h i


 h ikj+l
h i 0 ' 1 � � d��� � � � ��	� � m d � ���Rn d ���� 0 ' 1 � � ��	� � m � d��� 0 ' 1 � � ��	� �

h ikj+l
h i �

dondelasúltimasdosigualdadesseobtienenintegrandosdosvecesporpartes.
Lasvariablesencadanodoinvolucranla deformacíon � y supendienteWpoWpq .
Conmotivo delasdosintegracionespor partesaparecendosexpresionesquedebenserevalu-
adasenlosextremosdelelemento.Estostérminosdefrontera,parael casodevigassometidasa
flexión tieneninterpretacionesespećıficas.7 Aśı, lascondicionesdefronteranaturalesincluyen

especificacionesdel momentoflexor 0 ' 1 WsrtoWpq r y del esfuerzode corte WWpq 0 ' 1 WsrtoWpq r en los ex-

tremosdel elemento.
Porrazonesdeconvenienciaintroduciremosla siguientenotacíon (ver Figura1).

u _ T 

���� 0 ' 1 �v� ���� � h i �u _� 
 0 ' 1 �v� ���� � h i �u _1 
�m ��	� 0 ' 1 � � ���� � h ikj+l �

u _w 
�m 0 ' 1 � � ���� � h ikjxl 7
Conestanotacíon la formulacíon débil resulta

�5
 h ikjxl
h i 0 ' 1 � � d��� � � � ���� � m d � �	� m d �6�X[ � u _ T my�6m � d ����� u _�

m d �6� _vc T � u _1 m m � d��� u _w 7 (2)

La formulacíonvariacional(2) requierequelasfuncionesdeinterpolacíonseancontinuashasta
segundoordeny enlosextremosdecadaelementodebensatisfacer

� �2� _ � 
 � TD� � �6� _vc T � 
 � � � m � ���� h i 
�z{TA� m � ���� h i2j+l 
�z � 7
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Figure1: Fuerzasgeneralizadassobreunelementodela viga.

Lascuatrocondicionesencadaelementosugierenseleccionarun polinomiodegradotrespara
aproximar� � ��� :

� � �/� 
3|sT n | � �Rn | 1 � � n | w �}1 7 (3)

A continuacíon seasignanlasvariablesnodalesparael elementodeacuerdoa

~ T`
 � TA� ~ � 
�z{T ~ 1 
 � � � ~ w 
�z � 7
En función deestasvariablesesposibleobtenerpara� la siguienteexpresíon

� � ��� 
 ~ TA��T�� ���\n ~ � � � � ���\n ~ 1 � 1 � ����n ~ w � w � ��� 

w
�A� T

~ � � � � ��� 7
Lasfunciones� � constituyenla familiadepolinomioscúbicosdeHermite7 y tienenla siguiente
forma(verFigura2)

��Tv� �/� 
 mR� � m � � � � (bm O n<� � � T/m ��� ,O 1
� � � �/� 
 � � m � T � � � � m � � �O �
� 1 � �/� 
 � � m � T � � ( O n<� � � � m ��� ,O 1
� w � �/� 
 � � m � T � � � m � � �2�O �

donde
� T y

� � sonlosextremosizquierdoy derechorespectivamente,decadaelemento.
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Figure2: PolinomioscúbicosdeHermite.

3.3 El modelodeelementosfinitos

Introduciendola interpolacíon dadapor (3) como � y lasfunciones� � parala función depeso
en la formulacíon variacionaldébil (2) seobtieneel modelode elementosfinitos de la viga
de Euler-Bernoulli. Comohay cuatrovariablesnodalesparacadaelemento,cuatroposibles
eleccionespuedenserusadasparad , d 
��.[k�J]V
)�	�	7	7	7��s� .

En nuestrosexperimentosnuméricosconsideramosel espesorconstanteencadaelementoy
la función 0 constantesobretodala viga. Aśı, la ] -ésimaecuacíon algebraica(para d 
��.[ )
resulta

�5
�0 ' 1_
w
�A� T

h ikj+l
h i

�v� � _���� � � � � _[�	� � ��� ~ � m h ikj+l
h i � _[ �.� ���A��� m u _[ �

o bien, w
�A� T

� _[ � ~ _� m�� _[ 
��8�
donde � _[ � 
<0 ' 1_

h ikj+l
h i

�v� � _���� � ��� � _[�	� � ��� � � _[ 

h ikj+l
h i � _[ ��� ���A���Rn u _[ 7

Estoscoeficientespuedenpresentarseennotacíon matricial
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� _T�T � _T � � _T 1 � _T w� _� T � _��� � _� 1 � _� w� _1 T � _1 � � _1�1 � _1 w� _w T � _w � � _w 1 � _w�w

~ _ T~ _�~ _1~ _w



� _ T� _�� _1� _w
n

u _ Tu _�u _1u _w
.

Aquı́ L � _ esla matrizderigidezparael � -ésimoelementodela viga y resultasersimétrica.
El segundomiembrode la ecuacíon matricial anteriorrecibeel nombrede vectorde fuerzas
generalizadaspuescontienefuerzasexternasaplicadasy los esfuerzosdecortey flexión enlos
extremosdel elemento.

Si el elementotienelongitud
O

y espesor' la matriz de rigidez,según6 tienenla siguiente
formaespećıfica

L � _ 
 ���	�J�i� �
� m5� O m � m5� Om5� O � O � � O O �
m � � O � � Om5� O O � � O � O � ,

� _ 
)� �T �
�

m O �O
n

u Tu �u 1u w .

3.4 Ensamblede lasecuacioneselementales

Paraensamblarlos elementosdela viga debentenerseencuentalos dosgradosdelibertaden
cadanodo.Estoimplica considerarla relacíon entrelasvariablesasociadasal nododerechode
un elementoy el izquierdodel elementovecinoy las relacionesde equilibrio entremomento
flexor y esfuerzodecorteentreelementos.

Paraejemplificarel procesodeensamblepodemosseleccionarun modelodedoselementos
con tresnodos.Con ~ _[ indicamoslasvariablesnodalesasociadasal elemento� y con � � las
variablesglobales.

La continuidaddelasvariablesasociadasa losnodosimplicanla existenciadeseisvariables
globales� � ����
)�	�	7	7�7	� �~ TT 
 � TA� ~ T� 
 � � � ~ T1 
 ~ � T 
 � 1 � ~ Tw 
 ~ �� 
 � w � ~ �1 
 �/� � ~ �w 
 �/� 7
Porotraparte,lascondicionesdeequilibriodelasfuerzasgeneralizadasrequierenquela sumau T1 n u � T seaigual a la fuerzaexternapuntualaplicaday

u Tw n u �� seaigual al momentoflexor
externoaplicado.Consecuentemente,paraimponerestascondicionesesnecesarioadicionarla
tercery cuartaecuacíon del segundonododel primerelementoa la primeray segundacorres-
pondientesal primernododel segundoelemento.

En general,la matrizderigidezy el vectorde fuerzasparalos doselementosconsecutivos
queestamosejemplificandoresulta
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L ��


� TT�T � TT � � TT 1 � TT w � �� T� T � T��� � T� 1 � T� w � �� T1 T � T1 � � T1�1 n ���T�T � _1 w n ���T � ���T 1 ���T w� Tw T � Tw � � Tw 1 n � �� T � Tw�w n � ���� � �� 1 � �� w� � � �1 T � �1 � � �1�1 � �1 w� � ���w T ���w � ���w 1 ���w�w
,

��

� TT� T�� T1 n � � T� Tw n � ��� �1� �w

n
u TTu T�u T1 n u � Tu Tw n u ��u �1u �w

.

3.5 Imposición de las condicionesde fr ontera y equilibrio

Parael casogeneralde la viga particionadaen
�

elementosla matrizensambladaesdeorden� � ��n � � $ � � ��n � � . Sin embargo, el sistemaalgebraicocontiene��� ��n � � incógnitas,de las
cuales

� � ��n � � correspondenal vectorde fuerzasgeneralizadasy
� � �5n � � a deformaciones

y pendientes.La imposicíon de las condicionesde fronteray las cargasaplicadaspermitiŕan
reducirel númerodeincógnitas.

Lascondicionesdefronteraesencialesparael problemaespećıfico deunavigadependende
la naturalezageoḿetricadela formadesustentacíon delos apoyos.

Parael casoparticulardela vigadoblementeempotradala deformacíon � y la pendienteWpoW�q
sonnulasenlosapoyos.Conrespectoa lascondicionesdeequilibrio,encadaunodelosnodos
intermediosdebeverificarsequeu _1 n u _�c TT 
��8� u _w n u _�c T� 
��8�
ya que no existen fuerzaspuntualesaplicadas,mientrasque en los extremosde la viga, el
esfuerzodecortey el momentoflexor sondesconocidos.

Usandolas condicionesde equilibrio parael nodo intermedio,y suponiendoque los dos
elementosqueestamosejemplificandotengan la mismalongitud

O
y alturadeseccíon ' T y ' �

resultael siguientesistema

������������
 

� �J� l ¡ 1 � �J� l ¢�¢6¢ C C C C¡ 1 � �J� l � � r �J� l ¢�¢6¢ C C C C¡ � �J� l 1 � �J� l �s£ �J� l c �J�r�¤ 1 � £ �J� l+¡ �J�r�¤ ¢6¢6¢ C C¡ 1 � �J� l � r �J� l 1 � £ �J� l+¡ �J�r¥¤ � � r £ �J� l c �J�r�¤ ¢6¢6¢ C C
...

...
...

. . .
. . .

...
...C ¢6¢6¢ ¢�¢6¢ �s£ �J�¦ c �J�¦k§ l ¤ 1 � £ �J�¦k§ l ¡ �J�¦ ¤ ¡ � �J�¦ ¡ 1 � �J�¦C ¢6¢6¢ ¢�¢6¢ 1 � £ �J�¦k§ l ¡ �J�¦ ¤ � � r £ �J�¦ c �J�¦k§ l ¤ 1 � �J�¦ � r �J�¦C ¢6¢6¢ ¢�¢6¢ ¡ � � � ¦ 1 � � ¡ W � � � ¡ W � 1 � � � ¦

¨ ©©©©©©©©©©©
ª

��������������
 

CC« �
...
...« r ¦CC

¨ ©©©©©©©©©©©©©
ª
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¨ ©©©©©©©©©©©©
ª

´ ¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯µ¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¶
¢

Comolas ecuacionesalgebraicasquecontienendeformacionesy pendientesno contienen
las incógnitasde las fuerzasgeneralizadas,lasecuacionescorrespondientespuedenresolverse
demaneraindependiente.La ecuacíon matricialpuedeserparticionadaenla forma

� T�T � T � � T 1� � T � ��� � � 1� 1 T � 1 � � 1�1
� T� �� 1 
 � T� �� 1 �

donde� T y � 1 contienenlasdeformacionesy pendientesconocidas(enel casoqueestamos
analizandosonnulaspor lascondicionesdesustentacíon)y � � sonlasdesconocidas,enel caso
del ladoderechoen � T y � 1 est́anlasincógnitas.

Bajo estascondicionesla ecuacíon matricialquenosinteresapuedeescribirseenla forma

� ��� � � 
3� � 7
Estaecuacíon matricialconstituyeun sistemade

� � � m·� � ecuacionesalgebraicasen
� � � m·� �

incógnitas,lasdeformacionesy pendientesencadaunodelos nodosintermediosenqueseha
discretizadola viga. Los elementosde la submatriz

�����
dependende los espesoresde cada

elementodela viga.

4 REFORMULA CIÓN DEL PROBLEMA DE OPTIMIZA CIÓN

La discretizacíon del problemadeestadocondujoa un sistemadeecuacionesalgebraicasdela
forma L �¸� ' � � � ' � 
��`� (4)

dondeenel vector � seencuentranordenadasdeformacionesy pendientesencadaunode los
nodosintermedios.

Conestadiscretizacíon el problemadeoptimizacíon puedeserplanteadocomo

Hallar 'IH 9 E tal que

@ � ~ � ' H �J� 
�¹Pº¼»�A½¿¾ @ � ~ � ' �A�
donde~ � ' � satisfaceel sistema(4).
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Parapoderresolver el problemanuméricamenterestaformalizar las condicionesquedebe
satisfacerel conjuntodeespesoresadmisiblesy discretizarel funcionalobjetivo.

Conrespectoala funciónobjetivo, ennuestraexperimentacíonnuméricahemosdiscretizado
la integral usandola mismafórmuladeintegracíon numéricaqueparala integral quedefineel
volumendela viga. Comonuestraexperienciaseharealizadocondistribucionesuniformesde
carga, estoes, �.� �/� 
À� constantesobrela viga y adeḿas,impusimosla condicíon de queel
espesorsemantenga constantesobrecadaelemento,no seobservaronmejorasnuméricasrele-
vantesusandootrasfórmulasdeintegracíonrespectodela regladelrect́angulo.Probablemente,
condistribucionesdecarga nouniformesseŕıa convenienteusarotrascuadraturas.

La función objetivo resulta

@ � ~ � ' �A� 

B
C ��� ��� ~ � ' � ���A�A���ÂÁ �sÃSÄ� �

dondeel vector Ä� contienesólo las
�?n � componentesde � quecorrespondena deforma-

cionesencadaunode los nodosintermediosy � esun vectorconstantedel mismonúmerode
componentes.

Lavigaquesedisẽnaesunavigaescalonada,porlo tantoel conjuntodeespesoresadmisibles
quedacaracterizadopor funcionesconstantesa trozosencadaelementoy quecumplenciertas
condicionescomo 'IÅ [ÇÆ?È ' [�È 'IÅ h qx�É]V
)�	�	7	7	7�� � �Ê ' [ c T/m ' [ Ê È:Ë O �É]V
)�	�	7	7	7�� � m3�	�
paraalgunaconstanteË . Además,la condicíon quepreserva el volumende la viga est́a dada
por O [ � W

[ � T ' [\
�FG7
Finalmente,el problemadeoptimizacíon no lineal resultaser

¹Pº¼»ÌDÍÏÎÐ�Ñ � Ã Ä�Ò 7ÔÓ � � 
��O [ � W
[ � T ' [\
�FG�'IÅ [ÕÆ?È ' [/È 'IÅ h q+�Ö]>
)�	�	7	7	7�� � �Ê ' [ c T/m ' [ Ê È:Ë O �Ö]>
)�	�	7	7	7�� � my�	7

De estamanerael modelodescriptoconducea unaclásicaformulacíon deun problemade
programacíon lineal concotassobrelasvariablesy restriccionesdeigualdady desigualdad.Si
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bien el desarrollodel modeloessimilar al planteadoen,1 la formulacíon esconceptualmente
diferenteyaqueennuestromodelolasvariablescorrespondientesaespesoresy deformaciones,
si bien seplanteanen principio comoindependientes,serelacionana travésdel conjuntode
restriccionesL � � 
�� . Enla formulacíonmencionada,seplanteaunproblemadeoptimizacíon
dondesólo seconsiderancomovariableslosespesoresy surelacíon conlasdeformacionesque
intervienenenla función objetivo, seconsiderana travésdeun ańalisisdesensibilidad,quesi
bienesrigurosodesdeel puntodevistamateḿaticonoessencilloparael usuariointeresadoen
resolver unproblemadedisẽno óptimo.

5 RESULTADOS NUMÉRICOS

Ennuestrosexperimentosnuméricosconsideramosdoscondicionesdesustentacíonparala viga
quedisẽnamos.En primer lugar la viga doblementeempotrada,cuyo modelodiscretizadose
describío en las seccionesanteriores,y en segundolugar, unaviga empotradaen un extremo
y simplementeapoyadaen el otro. Para la segundaformulacíon debetenerseen cuentaque
vaŕıanlascondicionesdefronteraparala ecuacíon diferencial.Estoes,enel extremoapoyado
la deformacíon esnulamientrasquela pendienteno lo es,simult́aneamente,estacondicíon de
sustentacíon no permiteabsorbermomentoflexor en eseextremo. Usandola notacíon de la
seccíon 3 resulta:

� �6� � 
 ~ TT 
��+×
� ��	� q �xC 
 ~ T� 
��x× � �2� � 
 ~ W1 
��x× u Ww 
�m 0 ' 1 W

� � ��	� � B 
��87
Conestascondicionessereplanteael sistemadeecuacionesalgebraicasquesurgendeensam-
blar lasecuacionesenel métododeelementosfinitos.

Pararesolverel problemadeoptimizacíonseutilizó el códigoKNITRO 3.1desarrolladopor
J. Nocedaly R. A. Waltz2 usandounainterfacea Visual Fortran. Parala interfaceel usuario
debeproveer tressubrutinasFortranconteniendorespectivamentelos datosdel problema,la
función objetivo y las restriccionesy el gradientede la función objetivo y la matrizJacobiana
delasrestricciones.Estealgoritmoimplementaunmétododepuntointerioro debarreradonde
el problemadeprogramacíon no lineal esreemplazadopor unaseriedesubproblemascontro-
ladospor un paŕametrode barreraØ . El algoritmousaregión de confianzacomo estrategia
globalizadoray unafunción deméritoparaobtenerconvergencia.

El método,presentadoy analizadoen8,9 , realizaunoo máspasosdeoptimizacíon por cada
subproblemahastadecrecerel paŕametroy repiteel procesohastaqueel problemaoriginal ha
sidoresueltoconla precisíondeseada.Cadapasoestomadocomola sumadedoscomponentes:
unacomponentenormalcuyoobjetivo esmejorarla factibilidady unacomponentetangencial
computadausandounaiteracíon degradienteconjugadoproyectadocuyoobjetivo esmejorar
la optimalidad.

Cadauno de los problemasfue resueltovariandoel númerode elementosen los que se
discretiźo la vigaentre8 y 32. Paraloscálculosseadopt́o, porsimplicidadla longitud ��
)� , la
función 0 constante,0Ù
Ú� , la carga uniformementedistribuida ��� ��� 
3mR� , lascotasinferior y
superiorparael espesor'IÅ [ÕÆÛ
��87Ô��� y 'IÅ h qS
��87k� , FÂ
��+7¼�+Ü y la constanteËÂ
��87ÔÜ .
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Como punto inicial se adopt́o ' [R
 �87Ô�+Ü8�p]Â
 �	�	7	7	7�� � . Con estosvaloresse resolvío el
sistema(4) paraobtenerlosvaloresinicialesdelasdeḿasvariables.

A continuacíonsepresentangráficosdelperfil óptimoobtenidodela vigausandodiscretiza-
cionesde8 y 32elementosy los respectivosvaloresdelasfunción objetivo.

Figure3: La viga doblementeempotradadiscretizadaen8 (J=6.388)y 32 elementos(J=5.659).

6 CONCLUSIONES

Presentamosunaformulacíon comoproblemadeoptimizacíon delproblemadeldisẽno óptimo
deunavigaelásticasometidaaefuerzosdeflexiónquerespondea la teoŕıa deEuler-Bernoulli.
Usamosel métodode elementosfinitos paraobteneruna versíon discretizadadel problema
y de estamaneraformular un problemade optimizacíon no lineal sujetoa restriccionesde
igualdades,desigualdadesy cotasenlasvariables.

Una de las principalesventajasde estaformulacíon esquepermiteutilizar cualquieralgo-
ritmo disponibledeprogramacíonnolineal,lo cualresultamuyconvenientedebidoal avanceen
el desarrollodealgoritmosdeoptimizacíonenlosúltimosaños.Porotro lado,la conexiónentre
optimizacíon y mećanicacomputacionalenproblemasestructurales(optimizacíon estructural)
hadespertadoel inteŕesdeingenierosy mateḿaticosaplicadosenlosúltimosañosobteníendose
avancesimporantese interesantes.

Si bienel modeloconsideradoenestetrabajoesunidimensional,el mismopuedesergenera-
lizadoy aplicadoenproblemasmuchomáscomplicadospararesolverproblemasdeestructuras
similaressometidasadiferentesestadosdesustentacíon y decargas.

Pararesolver el problemade optimizacíon planteadoutilizamosun algortimobasadoen el
métododepuntosinteriores(KNITRO) encombinacíonconestrategiasderegióndeconfianza.
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Figure4: La vigaempotrada-apoyadadiscretizadaen8 (J=29.458)y 32elementos(J=15.765).

Los resultadosnuméricosobtenidoshastaahorason promisoriosy alentadores.Además,
dadala estructuraparticulardelproblemadeoptimizacíonqueseobtienedeladiscretizacíondel
problemacontinuoconsideramosqueaplicaradecuadamenteunalgoritmodetipo Restauracíon
Inexactapodŕıadarmuybuenosresultados,enparticularparaproblemasdegranporte.
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