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Resumen. Se describe y desarrolla dentro de la Resistencia de Materiales (RM) y en forma compacta,
la cinematica, las ecuaciones constitutivas y los sistemas de ecuaciones de movimiento (vibracion
forzada) de barras gruesas rectas y curvas donde los parametros eldsticos y de densidad de las
secciones varian funcionalmente. Para plantear las ecuaciones que gobiernan el movimiento de estos
tipos estructurales es definitorio el conocimiento del factor de corte, que afecta sobremanera los
coeficientes de los sistemas diferenciales.

No se incluye en el trabajo pero, puede demostrarse, apoyandose en el denominado Teorema General,
gue basta en cualquier caso resolver barras gruesas rectas con adecuados cambios de algunos
parametros fisico-geométricos, para hallar la distribucion de tensiones tangenciales sobre cada seccién
y con ella el factor de corte para el sistema estructural que corresponda.

Se decidié como aplicaciones calcular las primeras frecuencias naturales en tres casos. El primero se
trata de una barra gruesa recta de seccién rectangular cuyos pardmetros elasticos y de densidad varian
con arbitrarias leyes potenciales. El segundo ejemplo aborda la busqueda de las frecuencias naturales
de una barra gruesa curva de seccidn rectangular hueca homogénea, en tanto el tercero encuentra las
frecuencias naturales de una barra gruesa curva de seccion rectangular hueca de material “composite”
de dos capas.
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1 INTRODUCCION

El presente desarrollo basado fundamentalmente en (Filipich, 1991; 2012) consiste en
hallar la respuesta dindmica en su plano de piezas gruesas de ejes rectos y circunferenciales de
seccion transversal uniforme y con, al menos, un eje de simetria contenido en el plano del
movimiento y sometidas a cargas arbitrarias variando con el espacio y con el tiempo.

Se trabaja dentro de la Resistencia de Materiales (RM) clasica, cuyas hipotesis mas
importantes son:

1) Las secciones planas perpendiculares al eje de la pieza antes de la deformacion, se mantienen

planas durante la misma aungue no necesariamente perpendiculares al eje deformado.

2) Las secciones planas perpendiculares al eje de la pieza antes de la deformacién no
cambian su forma durante la misma.

3) Las tensiones normales actuando sobre elementos de area con normal perpendicular al
eje de la pieza son nulas.

4) En esta aproximacion clésica, de las tres ecuaciones diferenciales de equilibrio interno
que garantizan el equilibrio a la translacion que obtenemos de la Mecanica del Continuo,
solo apelamos a la correspondiente al sentido del eje de la pieza.

Se toman en cuenta los aportes energéticos por deformacion axial, flexional y por corte asi
como la energia cinética de cada elemento de masa de la barra curva, por lo cual tendremos
influencia en el movimiento tanto de la inercia translacional como rotatoria.

Cuando las secciones de barras rectas gruesas no son homogéneas, la definicién clasica de
eje neutro, como desarrollaremos, da lugar a que este eje neutro no sea baricéntrico. En
cuanto a barras de gran curvatura, el eje neutro, localizado con la misma filosofia, no es
baricéntrico, ni para piezas homogéneas (Belluzzi, 1965; Timoshenko y Gere, 1972), tampoco,
evidentemente, para secciones no homogeéneas.

Al considerar materiales no homogéneos cuyas caracteristicas fisicas varian
funcionalmente en las secciones, el radio neutro puede ser mayor o menor que el radio
baricéntrico. Particularmente conocemos que, para barras curvas de material homogéneo, el
corrimiento del eje neutro se produce hacia el centro de curvatura.

Se generaliza el procedimiento de solucion, abordando secciones multiplemente conexas
(con huecos) lo que, en general, dificulta las expresiones que nos dan la distribucion de las
tensiones tangenciales, y, consecuentemente, la determinacién del factor de corte, pardmetro
fundamental de esta teoria. En efecto, este parametro se encuentra a través de un enfoque
energético que depende del tensor de tensiones actuante. A su vez, esta problematica esta
ligada fuertemente a la relacion constitutiva entre el esfuerzo de corte y las relaciones
cinematicas de deformacion. Esta relacion constitutiva junto con la distribucion de las
tensiones tangenciales debidas al esfuerzo de corte Q y el factor de corte son algunos de los
aportes destacados del presente trabajo.

Agreguemos que la propuesta constitutiva sefialada se justifica tedricamente, para arribar
sin argumentos retdricos ni omisiones, a la relacion definitiva.

Por tratarse de una teoria lineal —deformaciones de pequefia magnitud relativa, ecuaciones
constitutivas lineales, y ecuaciones de equilibrio esencialmente lineales— es muy comodo, con
energia de deformacion cuadratica y homogénea, utilizar el Teorema de Hamilton para hallar
el sistema diferencial de movimiento y sus correspondientes Condiciones de Borde (CB).
Como se observara en su deduccion se presenta un inevitable acople dindmico entre inercia
flexional y axial del cual no se puede afirmar a priori que sea ni necesaria ni numéricamente
despreciable. (Este acople no existe para barras rectas gruesas homogéneas (Vigas Timoshenko)).

El uso de la RM y secciones uniformes permite obtener un sistema diferencial en funcién
de la coordenada axial a coeficientes constantes en las tres componentes basicas del campo
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de desplazamientos que gobierna el movimiento de las barras gruesas, sea el material
homogéneo o no el sistema formalmente siempre es el mismo; sélo deben modificarse los
coeficientes que dependen de la forma de la seccion y/o la calidad del material utilizado y
especialmente, y de acuerdo a la distribucion de tensiones tangenciales que conlleva la
dependencia fundamental del factor de corte.

Debido a que el factor de corte, como sefialamos, es un valor primordial en el estudio que
nos ocupa al considerar el aporte energético de todos los tipos de deformacidon incluyendo la
de corte, entendemos que conviene extendernos unas pocas lineas sobre esta problematica. No
existe en la bibliografia uniformidad ni de criterios ni de valores para el factor de corte.
Nuestra deduccion se basa en la energia elastica complementaria de deformacién, que para
materiales Hookeanos y teoria clasica de deformacién coincide con la energia potencial
elastica almacenada por el sistema durante una deformacién genérica. Desde este punto de
vista hallamos para cualquier caso el factor de corte. Sin embargo ciertas discrepancias ya se
presentan en barras rectas. Por ejemplo en la referencia (Timoshenko y Gere, 1972) para una
seccion rectangular de material homogéneo (acero) se adopta el valor m=1.177 cuando
energéticamente sabemos que para igual caso obtenemos 1.2. En las referencias (Mindlin,
1951; Cowper, 1966) exclusivamente para barras curvas se presentan todavia valores
distintos. En la referencia (Romanelli, 1979) se puede hallar una extensa discusion sobre el
tema. La cuestion se complica ain mas cuando —como veremos en los proximos items— el
factor de corte no sélo depende de la forma de la seccion, sino de la distribucion de los
modulos de Young y de elasticidad transversal y en barras curvas todavia del radio de
curvatura de la pieza. En las referencias (Davis et al., 1972; Rossi y Laura, 1989) se incluyen
varias alternativas para el caso de barras curvas en el contexto de lograr coincidencia entre
estados elasticos planos y la RM. Nosotros coherentemente utilizamos el encuadre
energético especialmente basado en la distribucion de las dos componentes de tensiones
tangenciales. Evidentemente deben satisfacer condiciones de equilibrio interno y las
condiciones de reciprocidad tanto en las fronteras externas como internas de una seccion con
huecos y/o las condiciones de continuidad entre capas de diversos materiales que conforman
una seccion no homogénea (en realidad siempre se trata de condiciones de reciprocidad de las
tensiones tangenciales de direccion normal a la frontera). Esta busqueda puede constituir una
tarea algebraicamente engorrosa.

Todavia, alguna bibliografia (Jong-Shyong y Lieh-Kwang, 2004; Howson y Jemah, 1999;
Kimy Lee, 2008), toma un factor de corte Gnico —-m=6/5 6 m=20/17- aln para secciones
no homogéneas con materiales funcionalmente graduados.

Se cuenta con RM desde hace mas de un siglo y medio y este enfoque para afrontar
problemas de gran complejidad que en principio permiten ser abordados méas o menos
sencillamente y lograr una notable precision de resultados. Una herramienta 3D daria lugar a
un planteo numérico tipicamente complicado y con un empleo de gran tiempo computacional.
De todas maneras resolver —en esta caso barras gruesas no homogéneas— por medio de la
presente teoria, permitird siempre calibrar con relativa simplicidad las aludidas
aproximaciones bi o tridimensionales. Esta propiedad de la RM de poder convalidar resultados
estrictamente numéricos como los que provienen de diferencias finitas o elementos finitos, es
fundamental y aumenta el sentido ingenieril y la plena actualidad de la teoria clasica de RM que
nos ocupa. En el presente desarrollo nos ocupamos del célculo de frecuencias naturales.

Seria imposible enumerar la cantidad de trabajos basados en la RM dentro de la ingenieria
estructural. Este divulgado marco justifica y motiva la busqueda de las ecuaciones generales
de movimiento de barras gruesas (Filipich, 2012). No esta demas aclarar que estas teorias
incluyen como caso particular las ecuaciones de movimiento de la teoria de barras rectas y
curvas delgadas conocidas como de Bernoulli—Euler.
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Se presentan tres ejemplos: Vibraciones naturales de barras gruesas rectas de seccion rectangular
con parametros funcionalmente graduados con una ley potencial. varias condiciones de vinculo y
diversas relaciones de altura; vibraciones naturales de barras gruesas curvas de seccion rectangular
hueca homogénea de espesor constante en meénsula y con varias relaciones de curvatura y de
espesor Yy vibraciones naturales de barras gruesas curvas en ménsula de seccion rectangular hueca
con dos capas (Acero—Ceramica) y con varias relaciones de curvatura. En todos los casos, se hallan
las frecuencias naturales que dependen de la distribucion de las tensiones tangenciales y con ésta del
factor de corte. Esta previsto que durante la presentacion en este Congreso se reporten, en los casos
posibles, comparaciones con resultados obtenidos a partir de modelos de elementos finitos.

2 PRESENTACION DE LOS MODELOS. PLANTEO GENERAL

2.1 Hipotesis, definiciones y propiedades.

En la Figura 1 se muestran elementos estructurales genéricos. Dos puntos especiales deben
tenerse en cuenta: el centroide G (baricentro geométrico) y el punto D por donde pasaréa el
eje neutro z una vez definida la condicién correspondiente para su ubicacion. La coordenada
Y. se mide desde G sobre el eje de simetria. La seccion en general maltiplemente conexa,
tiene al menos un eje de simetria que coincide con el plano de movimiento. Las fronteras
(‘@ ): Z= F(yG) que encierran al dominio de interés y/o a los huecos, deben estar definidas por
funciones aunque no necesariamente biyectivas ni analiticas.

Trabajaremos dentro de la RM. Las inhomogeneidades consideradas en este trabajo sélo se
presentan en cada seccidn plana transversal pero son invariables con la coordenada espacial.

Entonces si E=E(ys,2), G=G(ys,2) y p=p(Ys,2) son respectivamente el médulo

eléstico o de Young, el modulo de elasticidad transversal o de corte y la densidad, imponemos que

E:E(ye’z):Eo'Col(YG’z) (a)
G:G(yG1Z)ZGo‘(p2(yG'Z) (b) 1)
PZP(YG1Z)ZPO'¢3(YG’Z) (c)

siendo E,, G, y p, valores arbitrarios de referencia. Por la simetria adoptada se verifica que

9i(Ye.2)=0;(ys-2); (i=1,2,3) ?)

Observemos adicionalmente que las funciones goj(yG,z)(j =1,2,3)no son necesariamente

analiticas.

En el presente trabajo, de acé en adelante las abreviaturas BGR y BGC corresponderan
respectivamente a barras gruesas rectas y barras gruesas curvas.

El campo de desplazamientos (componentes del vector desplazamiento) adoptado para un
punto genérico P de la barra curva gruesa recta o curva respectivamente sera (Filipich, 1991):

BGR BGC
Up =u(x, yo,t)=u(x,t)+0(x,t)-y | up =ula, ys.t)=u(a,t)+6(a,t)-(R-r) (a)
Ve =V(X, Yo, t)=V(x,1) Vo = ¥(a, Yo, t)=V(at) (b) (3)
WP:W(vaGit):O W, = W(er, Y6, t)=0 ()
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Por t indicamos la coordenada temporal y a su vez como u =u(.,t) al desplazamiento
axial en D, como v=v(.,t) al desplazamiento transversal en sentido de y en D (en realidad
por hipGtesis 2 de la Introduccion es unico para toda la seccion) y € = 6(.,t) al giro flexional

alrededor del eje z pasante por D que en general no coincidira con el giro del eje. Por hipotesis
el desplazamiento w en sentido de z en nulo. O sea estamos considerando aportes axiales,
flexionales y por corte.

(a)
P G
.
SRS R L
! o
Ta
Mb (©): z=F()
h 1 Vo= A +y
0
.VG
(b)

h

Ra

C

% (() z=F(s)
\\ Q r=R-JV= R(, -V

r.Ao=As

Figura 1: (a) Barras gruesas rectas (b) Barras gruesas curvas
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Entonces, dentro de la RM, las Unicas componentes del tensor lineal de deformacion en
coordenadas rectangulares y polares calculadas a través de las relaciones cinematicas valen
para el punto tipico P:

BGR BGC

_ U, v L ov, oup u ) @
P m I gy A -~ T S
Fur =V = Yar=V1a =

De acuerdo a las expresiones (3) e introduciendo al acento para indicar derivadas respecto
de la variable espacial tendremos que:

BGR BGC
g=u'+y-0' g=%-[u'—v+9'~(R—r)] @
y=0+v’ y:%-[u+v'+R«9] (b) (5)
Yxz=72x =0 Va1 =710 =0 (©)

La convencion de signos adoptada es la siguiente: £ >0 cuando las fibras se alargan y
y >0 cuando el angulo entre las fibras radial y tangencial se incrementa (esto es debido a la
convencion de signo adoptada para 9).

De acuerdo a la Ley de Hooke al aceptarse por hipétesis que o, y o, son nulas, las

componentes de tension valdrian:

G:E(yG’Z)'SZEo'¢1(yG:Z)'5 (@)
r:G(yG,z)-;/:GO-¢2(yG,z)-y (b)

Como sabemos la expresion constitutiva (6b) no se considera dentro de la aproximacion
que nos ocupa. Por ahora tampoco tenemos forma de hallar z,, que en general no es nula. Su

expresion surgiré del planteo del equilibrio interno en sentido axial.

La convencién que aceptamos para las tensiones tangenciales son positivas cuando
actuando sobre un elemento de area de la seccién con normal saliente positiva (coordenada
espacial creciente), tienen respectivamente las direcciones de las coordenadas y y z. En cuanto
a la tension normal o es positiva cuando actuando sobre en elemento de area de la seccion
con normal saliente positiva tiene igual direccion (traccion).

(6)

2.2 Esfuerzo Axial y Momento Flector. Ubicacion del origen yz

Para simplificar el proceso algebraico es conveniente ubicar el eje neutro z que pasa por el
punto D bajo una clasica condicion que indicamos a continuacion.
Sean Ny M, el esfuerzo axial y el momento flector reducido al eje neutro definidos

como:
N=[[odQ ; M;=[[o-ydQ 7
Q Q

siendo Q el area de la secciony dQ un elemento de area que vale:
dQ=dydz=dy; dz=b(ys)dys 8)
Introducimos
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BGR BGC

) hj j _ i hj ﬁ(yG)-yj )

af = [2(ys)-y'dye (=0,1,2) aj= | R—_deyG (j=0,1,2) (9)
-h, -h, ¢

donde definimos “ancho material” como:

b(ys)
2

A¥s)=2(¥e)=2"(ve)= [ou(ve2)dz (10)

b(ys)
2

Siendo por definicion A(y, )> 0 se verifica que a, >0y a, > 0.
Si el material tiene Mddulo de Young homogéneo, entonces ¢,(ys,2)=1yA(ys)=b(ys)
Las expresiones (7) se reescriben como:

BGR BGC
N = Eo(ag”’u a0 ) N = Ep[af(u'—v)+alo'] (@) w
Mp = Eo(af’u a0 ) Mp = Ep[arf (u'—v)+af0'] (b)

Para N =0y M; #0 el eje paralelo al zdonde ¢ =0 =0 pasa a una distancia y =a del
eje z que vale como puede inferirse de (5a):

BGR BGC
__u' __u'-v
a 0 a g (12)
0 todavia por (11) como:
BGR BGC
a;N—aiM oy N —a M
a =22 1 Vlp a =2 1 Vip 13
a;’N—a;M, a’N —agM,, 13

Hemos definido el eje neutro general para el caso de flexion compuesta. Es tradicional, sin
embargo (recordar la definicion para barras rectas), denominar al eje neutro como aquel eje z
donde £ =0 =0 cuando N =0. Fijamos entonces el origen D bajo la condicion siguiente:

a=0 cuando N =0 (14)
Por (13) deducimos que debe ser
a’=a =0 (15)

Cabe destacar que la condicion (15) es una extension natural de la teoria de barras rectas
homogéneas (en cuyo caso el eje neutro es baricéntrico y el momento estatico de los
elementos de area de la seccion respecto de dicho eje es nulo).

Observemos que debido a (15):

BGR BGC
hj
A(Ye) Yo dy -
_'I G G G R = a_oR (16)
A=_-s — a,
a

Ay R, —R determinan genéricamente el corrimiento del eje neutro respecto del baricéntrico
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(R se denomina “radio neutro”) (ver Figura 1).
Introducimos los coeficientes siguientes:

A"=Rof =a; =A" ; 3" =ay ; J*=Raj (17)
Denominamos a A® = A” como area materialy a J* ya J® como momentos materiales

de inercia de la seccion correspondiente de una barra gruesa. De esta manera hemos obtenido
las expresiones constitutivas de Ny M, (ver exp. (11), (15) y (17)):

BGR BGC
R
N = E,A"u’ N:i(u'—v) (2)
0 O RE J R (b) (18)
M, =E,J*0 M;p = R —=g'
y entonces, por (6a) y (18) escribimos que:
BGR BGC
M, M,

G=¢l(yG'Z)'(%+J_ocyj G:(pl(yeyz)'$ (ANR JR y) (19)

con claras similitudes con la expresion clésica de o para barras rectas homogéneas.

2.3 Expresion del Esfuerzo de Corte. Energia de Deformacion. Factor de Corte.

Como dijimos la expresion (6b) no se utiliza porque no satisface las condiciones de
equilibrio local ni la compatibilidad de deformacion pues proviene de una fuerte hipotesis
(aunque muy buena) de la RM, y que es la imposicion del mantenimiento de secciones planas
durante la deformacion. Recurrimos entonces a buscar las expresiones de las componentes
(7., desde ya no aparece siquiera constitutivamente) del tensor de tensiones, por medio de la
ecuacion de equilibrio interno en sentido del eje. Esta via nos conducira, ademas, a hallar la
expresion constitutiva del esfuerzo de corte Q = Q,

En la teoria de barras rectas homogéneas y en la bibliografia clasica, las tensiones tangenciales
similares se encuentran por la formulas conocidas como de Collignon o de Jouravsky.

Las ecuaciones de equilibrio interno en ausencia de fuerzas de volumen valen:

BGR BGC
az—Xy az-xz " az—Xy az-xz "
3y, "oz "9 5y taz o070 r(%%L+%%%}QQ”+GEO (20)
G

De estatica basica, en ausencia de fuerzas aplicadas, conocemos las expresiones de
equilibrio entre esfuerzos caracteristicos:

BGR BGC
: . d
N'= 0 (Q+N:O,a%+%:0 Ez(m)
. " A_n- ON Q_
Q=0 N—Q_o,dag =0 o
Mo -Q=0 M, -RQ=0; x; Q=0
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De esta forma, las derivadas de las expresiones (19) que intervienen en (20) son:

BGR BGC
o —(ol(ye,z)~(UT+V)~Q ()
o'= 0,(Yor2) <Ly v=_FK (b) (22)
J J R
u =—V(R+ AJRR)(= V(R.-4) ©

Vemos que para barras curvas U depende de A que proviene de la teoria de barras gruesas
rectas; entonces las ecuaciones de equilibrio (20) valdrén:

BGR BGC
6Txy 67)(2__ 2 _ 0T,y 0Ty, _
ay + 0z - §01(YG,Z) JOOY— r'(m-Fﬁj—ZTar— (23)
:¢l(yG’z)'J%(A_yG) :_(ol(ymz)'UT"i'V)'Q

Ahora bien la solucion de las ecuaciones diferenciales (23) es en general tedricamente
imposible. Baste pensar que tenemos dos funciones incognitas y una sola ecuacion diferencial
a derivadas parciales. Para ciertas gol(yG, z) y algunos dominios de integracion, sera posible
hallar una solucién viable. Es decir aceptando que la misma existe y es Unica, hallando una
soluciéon de prueba sin constantes libres que verifique (23) y las condiciones de borde,
podremos asegurar que es la solucién buscada.

Para secciones simples o multiplemente conexas con materiales funcionales, alguna de las
cuales resolveremos, el problema puede no ser directo; la intuicion juega un papel
determinante y la prueba y error permitird posiblemente hallar la solucion buscada para las
tensiones tangenciales.

Por el momento supongamos que conocemos las expresiones de z que satisfacen (23) con
sus CB para la seccion y la (pl(yG, z) asumidas que expresamos como:

BGR BGC
Txyy = f(yG’Z)'Q Tar = f(yG’Z)'Q (a) (24)
Txz :g(yeaz)'Q Taz :g(yG!z)'Q (b)

La finalidad del presente desarrollo consiste en hallar las expresiones de f(yG,z) y
g(yG, z) para cada tipo de barra. Con ellas conocidas el problema esta resuelto. Digamos que
las 7 satisfacen la ecuacion diferencial de equilibrio (23) y las condiciones de reciprocidad
sobre los contornos externos, internos (y aun sobre los comunes cuando por ejemplo E(yG, z)
varia “a saltos”). Denominando genéricamente como z,, a la tension tangencial de direccion
coincidente con el versor normal a cada contorno, sera:

({/,1) =T.n|((/)2) = =0 (25)

T.n|(~g) =Ton
Debido al caracter tensorial del campo tensional se cumple que:
BGR BGC

):rxy-n2+rxz-n3‘(ﬁ): ..... =0 z’an|(ﬁ)=Tar~n2+’raz~n3|(ﬁ)= ..... =0 (26)

donde nes el versor normal saliente en cada frontera de componentes (0, nz,n3) segun las

Th

(¢
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coordenadas ( yG,z). De esta manera se cumple

J.J. f(ys,2)dQ =1 (27)
Q
Como por cuestiones de simetria
7.:(Yo,2) == 7.2(Yo.:~2) (28)
idénticamente se verifica también que:
[ o(ye.z)d2=0 (29)
Q

Para hallar la expresion del esfuerzo de corte Q en funcion de u,vy @ vy sus derivadas y el

factor de corte m, planteamos la energia complementaria clasica de deformacion elastica
lineal (Timoshenko y Goodier, 1934) (como sabemos coincide con la energia potencial
elastica almacenada durante la deformacién).

BGR 2W = m dV jﬂ”y”“
(30)
= [ g oY+ [ Gk v

Recordando las expresiones (1) donde (ol(yG,Z) y goz(ye,z) son independientemente
arbitrarias, las definiciones (9) y la condicion dada por (15), la expresion (30) se escribe:

BGR BGC
2 2 N2 2
aw = [| N Mo MO gy | g e[| N Mo, MOy,
E,A” EJ” G,A” E,A" EJ" GA (31)
dV =dxdQ dV=rdadQ
donde el factor de corte m, esencialmente positivo, se define como:
BGR BGC
2 2
m= AOO'U[f Yo, 2 )+g (yG’Z)]dQ ”[f Yo:2 )+g (yevz)]'rdQ (32)
- ?,(Ys.2) ?,(Ys.2)

Obsérvese la dependencia en el factor de corte de la variacion funcional en la seccién del
modulo de elasticidad transversal y por supuesto de las tensiones tangenciales.

Por otra parte para encontrar una relacion constitutiva para Q expresamos la energia W,
como la clasica definicion de trabajo de deformacion es decir:

BGR BGC
2W :ﬂj(a-g+rxy “¥xy T Txz -}/XZ)dV 2W :III(G-S+Tar “Var T Taz '7aZ)dV (33)

Cabe consignar que por razones de sencillez no se ha incluido la energia de deformacion
que pueden almacenar eventuales vinculaciones elasticas a tierra en los extremos de la pieza.
Teniendo en cuenta, entonces, las expresiones previas y recordando que y,,=0 por

hipotesis, podemos escribir que:
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_ N?
BGR 2\/\/_j(EOA T de+[ﬂr” ydV
(34)
BGC 2W = FQI[EAR £ 37 Jda+”]ar;@rdW’
Comparando la (34) con (31) observamos que deberd cumplirse que:
BGR BGC

[0 dx=[[[ 7,y dxdo GARIQ da=|[[z,y-rdad@  (35)

Recordando la expresion de la resultante Q y las (5b) se deduce que:

BGR BGC
mR
GA@Q =Q(v'+0) GARQ =Q(u+Vv'+R0) (36)
0 Sea
BGR BGC
_GA” _G,A" - 37
Q="2 (v'+0) Q="2n (u+v'+R6) (37)

Esta conclusién (37) junto con las expresiones (18) nos dan las ecuaciones constitutivas
que relacionan los esfuerzos caracteristicos globales con el campo de desplazamientos y sus
derivadas espaciales en cada seccion de una barra gruesa durante su movimiento plano. Todo
ello debidamente justificado y dentro del marco de la indudablemente util teoria de RM. Debe
destacarse que la expresion (37) para barras gruesas rectas coincide formalmente con la
tradicionalmente adoptada para barras gruesas rectas homogéneas que se conoce como teoria
de vigas Timoshenko.

2.4 Sistemas diferenciales de Movimiento y sus C.B.

Conocemos la expresion general de energia de deformacion W (expresion (31)) vy
reemplazando respectivamente N, M y Q por las expresiones (18) y (37), encontramos que

para:

G,A”

BGR 2W = [[E,(A"u+376"2 )+ 22 (9+v)*] dx

(38)

R

BGC 2W =%- J. {EO[AR(U'—V)Z +JR9" +¢(u +v'+R0)Z}da

(@)

Bastara plantear la energia cinética K y la energia potencial P debida al cambio de
posicion de las cargas aplicadas durante el movimiento, para, por ejemplo, a traves del
Teorema de Hamilton (Fung, 1968) hallar el sistema diferencial de movimiento plano de los
esquemas estructurales que nos ocupan. De acuerdo, entonces, al campo de desplazamientos

(3) y donde ()— ( ) tendremos:
2K = [[[ (uz +¥Z +ig) pl o, 2)d V (39)

Considerando las definiciones dadas por las expresiones (1) y (3) K valdra:
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2K = p, [[[[(u+6y) +¥10,(ye.2)d V (40)
Es préactico introducir los siguientes coeficientes:

BGR BGC

hi

hi _ .
B = Ju*(ys) y'dys (j=0.1,2) | A= [r-u'(ys)-y'dys (j=0.1,2)  (41)
,hs

-h

e

donde

b(ye)
2

#(ye)=w"(¥o)= 1 (¥s)= [os(ve.2)dz (42)

blys)
2

Observemos que S, y £, son esencialmente positivos.
Reescribimos, entonces, las expresiones (40) como:

BGR 2K = p, [[67° (0% +V* )+ 25706+ 7 671d x

(43)
BGC 2K = p, [[B5 (07 +V° )+ 2006+ 1 6]d a
(«)

Por otro lado definimos la energia de posicion o potencial de las cargas aplicadas P como:
(ver Figura 1)

BGR BGC

P=~[(pu+pyv+py0)dx P:_R'(f)(p““ PV PoO)da (g

Aplicando por ejemplo los pasos convencionales requeridos por el Teorema de Hamilton,
Ilegamos al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales, a coeficientes
constantes en funcion de los tres desplazamientos espacio—-temporales, que gobiernan el
movimiento de las barras gruesas en sentido u, vy 6:

ciu'—(DLu+ D% 6)=—p,
BGR CuV'+Cy 0'-DiV =—p,
C30"-C\V'+0)— (DZ"2 U+ D3, é): —Py
(45)
ciuch + ¢ )v-Ci(u+RO)- (DL i+ D% 6)=-R- p,
BGC CEV'+HCE +CY)u-Civ+R-CL0'-DY v =-R - p,
C%0"-R-CF,(u+v'+R-0)— (D%, i+ D%, §)=-R- p,
donde

G,a,
o0 __ o0 . o0 o0 . 0 __ 0 0
6\11 = Eo &y 622 = anZ ’ 633 = m

Dh=ppB" ; Duo=pfi  Du=pp7 (46)

R_E of - R_E of - R_GoaoR
6\11= 0 sz= 0 X2 633= m

D?lzpoﬁoR ; DZzzpoﬂi ; Dzszpoﬂg
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Los sistemas (45) son los mismos para cualquier tipo de seccion simétrica, simple o
multiplemente conexa, no homogénea y coinciden formalmente con el reportado en la
referencia (Filipich, 1991) para el caso de materiales homogéneos (goj( Yoo z)=1, j=1,2,3).

Es importante observar que a través de f, (:> DZZ) se produce una acople dindmico flexo—axial

que en realidad también se da para el caso de las barras gruesas curvas con material homogéneo,
pero desaparece en las barras gruesas rectas homogéneas (vigas Timoshenko).

Sin cargas aplicadas ni efectos inerciales las (45) coinciden con las ecuaciones de
equilibrio estatico entre esfuerzos caracteristicos.

Pasemos ahora a expresar las CB que para todo t, surgen de la integracién por partes
durante la aplicacién del método de Hamilton. Son las siguientes:

BGR ciuT h +‘€§‘;(v'+6?)§9‘XL +Hcno -0
X0 Xo X0
(47)
BGC |5 (u'—~v)7 ZL + LU +v+R- )9 ZL +|C509 ZL =0

Denominamos como 7, ¢ y J respectivamente a las variaciones admisibles de los

desplazamientos u, v y € cuando aplicamos el Célculo de Variaciones. Las CB (47), se
plantean en los extremos de la barra. Recordemos, ademas, que si la vinculacion a tierra de la
pieza exige que u y/o v y/o @ sean nulos o impuestos en el punto D, correspondientemente lo
seran 7 ylo % ylo /(. Sin embargo es importante hacer notar que en no todos los casos las
variaciones admisibles 7, ©¢ y J{, son independientes entre si; dependiendo del tipo de

vinculacion, o en el caso de emplear vinculos elasticos, tendriamos una combinacion de las
variaciones. De esto, entonces, que genéricamente las CB las presentamos como una suma de
trabajos virtuales que debe anularse en los extremos de la barra (por ejemplo ver (Filipich y
Piovan, 2010)). En el Ejemplo 1 se analiza un tipo especial de vinculo donde las variaciones
admisibles no son independientes.
2.5 Vibraciones Naturales de Barras Gruesas.
Aceptamos modos arménicos de vibracion para el sistema, o sea:
BGR BGC
{u,v,0)(x,t)={u,v,0}(x)el" {uv,0 fa,t)={u,v,0 (a)e! (48)

se trata de una separacion clasica de variables.
w es la frecuencia circular (radianes/segundo) y j=+/—1. Reemplazando esta propuesta
en los sistemas diferenciales (45) sin cargas aplicadas se obtiene:
Ciu+a?(DZu+D%O)=0
BGR —CoN"-C50'-0*DIv=0

C50"—C5W+0)+ w?(DLu+ D% 0)=0
49
Ciu 'l + CE-CE (u+RO)+ w? (DR u+ D% 0)=0 “9)

BGC —CEV'(C] + CE)u+CEV R - €L 0'-0’Di v =0
C% 6"-R-CL (U+v'+R-6)+ w? (D% u+ D%, 6)=0

En estos sistemas u, vy @son sélo funciones de la coordenada espacial, independientes del
tiempo.
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Se trata de un sistema diferencial ordinario en dicha coordenada, lineal a coeficientes
constantes, que con CB nulas da lugar a un tipico problema de valores propios. Los
autovalores son las frecuencias naturales circulares w, (n =1, 2) Se hallan planteando en

(49) imponiendo una propuesta exponencial clasicay las CB (47):

BGR u(x)=e™ ; v(x)=Ue** ; g(x)=1e*

(50)
BGC u(x)=e* ; v(x)=ve** ; 6(x)=TIe*”

donde A es una constante compleja en general; se llega a un sistema lineal homogéneo en las
constantes ¢/, U* y II’. La condicion de no trivialidad es una ecuacion algebraica de sexto
orden en A. Las seis raices (que dependen evidentemente de «) nos permiten disponer de las
tres formas modales en funcion de dieciocho constantes. Reemplazadas en dos ecuaciones
cualesquiera del sistema (49) el nimero de constantes se reduce a sélo seis arbitrarias.
Planteando las seis CB (47) hallamos las infinitas (contables) frecuencias circulares
a)n(n=1,2,3,....) que son los autovalores del problema. Correspondientemente con cada

frecuencia n—ésima tenemos las autofunciones o formas modales n—ésimas u,(+),V,(-) y 6,(-).

2.6 Ejemplos Numéricos.

2.6.1 Ejemplo 1: Vibraciones naturales de barras gruesas rectas de seccion rectangular con
parametros funcionalmente graduados con una ley potencial. Varias
condiciones de vinculo y diversas relaciones de altura (ver Figura 2).

- b >

o=

=
—>[> |-

(NS

X

!

E‘<

i
S

Figura 2: Seccion Rectangular No Homogénea.
En la expresion (1) adoptamos:

o1y )=o) =1 ) (1226

(j=1,2,3); k; yn constantes reales

Recordemos que ¢;(Ys,z)(j=1,2,3) gobiernan la variacion funcional de E,Gy p,

respectivamente.
Vemos que
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Por lo cual (expresiones (9), (10), (16), (17), (32), (41) y (42))

/loo(yG):b'¢l(yG) ; luoo(ye):b'(os(ye)
Aoo:ago:Q'Aw:Q_(anl) ; ﬂ()OO:Q.(1+nk3)
: ) (1+n) (1+n)( \
k —1 'nh z . 00 Qh n- k —k
A= = 00>0); B ===—. ERA
e ank) 08O A o )
1% _ g 12+ nk, (4+nk, J(n?+4n+7)
=a, :JG. .
(n+3)(n+2)(1+nk,)
pr =], Pt PN+ RN H PN+ P+ P
(n+3)n+2)(1+nk, f
donde
P, =12 ;P =8(3k, +2k,)

P, =21k +2k,(8+7k) ; p,=12k+k,(4+8k, +7k?)
P, =3k +2k.k, (1+2Kk,) ; ps=kik?
La distribucidn tensional homogénea que adoptamos es:
oy =09(Ye) ¢ mi=-2-9'(Ye)

Intentamos con la siguiente solucion particular de las tensiones tangenciales, considerando que
la seccidn tiene mddulo elastico funcionalmente graduado:

Tffy :?_S'J.(pl(ye)(ye _A)dye

1+C
== R g (y0) 2 (v -)
C es, por ahora, una constante arbitraria y la integral propuesta es indefinida.
La suma de la solucién homogénea y la particular satisfacen idénticamente la ecuacion de

equilibrio interno (23).

De la condicion de nulidad de 7,, en z =+ debera cumplirse que:

: 1+C
g (yG)+( "\'Jw)Q '¢1(ye)(ye _A):O
La posibilidad més sencilla de verificarla sera:
C=-1 y g'(y,)=0

Veamos a continuacion si esta alternativa es viable.
Observamos que conducen a:

o

7y, =0

y a que:
9(ys)=K = constante
De esta forma
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Tuy(Yer2) =7y (Ye )= JQ[

G

~[ale )y -8)dy. |- f(x)o
Donde entonces:

K+k(Ay _yéJ (1-k Xh—2y, )" [2n(ys —A)—4A +h+2y,]
! ¢ n+2
2 2"2h"(n+1)(n+2)

f(ys)=

De la condicidn de reciprocidad para 7y, 0 sea:

rxy(—%,zjzrxy[%,zjzo

se obtiene:
K=—2 kh(h-4a)
8J
También se verifica idénticamente que:
H Ty dQ=Q
Q

Por lo tanto las asunciones son validas ya que el problema es lineal, la solucion es Unica 'y
no quedan constantes sin determinar.
El factor de corte (expresién (32)) en este caso vale:

m= A°°_U dQ—bij f (yG)dyG
Q §02 yG _hfoz(ye)

Damos a continuacion algunos valores numéricos.

Por ejemplo para b=25cm,h=50cm y k, =k, =1 (mo6dulo de elasticidad y densidad
homogéneos) obtenemos que A=0y m=1.2 que es el valor clasico conocido (el coeficiente n
no interviene).

En las Tablas 1-4 siguientes para b =25cm, h =50 cm), para distintos valores de k,,k, yn

se encuentran los correspondientes valores de corrimiento A del eje neutro y los valores de
factor de corte m.

n 0 1 3 10
A (cm) 0 -4.48718 -5.52632 -3.64583
m 1.2 0.70541 0.46174 0.33014

Tabla 1: Factor de Corte mpara k; =0.3y k, =1.3

n 0 1 3 10
A (cm) 0 -4.48718 -5.52632 -3.64583
m 12 1.11445 1.09341 1.01468

Tabla 2: Factor de Corte mpara k; =0.3y k, =0.4
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n 0 1 3 10
A (cm) 0 2.16049 1.72131 0.81018
m 1.2 1.35002 1.39249 1.43267

Tabla 3: Factor de Corte mpara k, =1.7y k, =14

n 0 1 3 10
A (cm) 0 2.16049 1.72131 0.81018
m 1.2 2.07883 2.82227 3.29007

Tabla 4: Factor de Corte mpara k; =1.7y k, =0.6

Para calcular las frecuencias naturales de esta seccion rectangular funcionalmente
graduada, tomamos de nuevo b=25cm, h=50cm, n=3, k, =0.3,k, =1.3 yk, =2

(A =-5.52632 cmy m=0.46174, ver Tabla 1). Por lo tanto obtenemos para este caso los
siguientes valores de los parametros que requieren los coeficientes del sistema diferencial
(49):

aF =593.75 ; o =0 . a¥ =123793.8597
Br =2187.75 ; BF =16776.3158 ; A7 =548303.3241

Hallaremos las tres primeras frecuencias circulares naturales para piezas de longitud

L =x_—X, con X, =0, diversas vinculaciones y distintas relaciones % :

= Caso 1 de vinculacion “S”

Corresponde a un apoyo doble en el punto D de alguna seccion extrema, es decir:
u()=0 ; v()=0 ; M,(-)=0=¢&'()=0

= Caso 2 de vinculacion “E”

Corresponde a un empotramiento de alguna seccion extrema: nulidad de las tres
componentes cinematicas, es decir:

u()=0 ; v()=0 ; 6(-)=0
= Caso 3 de vinculacion “F”

Corresponde a algun borde libre: nulidad de los tres esfuerzos caracteristicos reducidos al
punto D, es decir:

N(.)=0 = u'(.)=0
M,(.)=0 = 6'(.)=0
Q(.)=0 = v'(.)+6(.)=0

« Caso 4 de vinculacion “Ss”

Corresponde a un apoyo doble aplicado en un punto C que se encuentra a una distancia o
del punto D en algun extremo de la pieza.
O sea:
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)=0 u(-)+0()o
; v(-)

C

C

0
0
0

0 = Au'(.)5+3°60'(.)

on esta condicion de vinculo, para fijar ideas se asumié

C

w A/-\/-\

En el célculo de frecuencia
0 =10.

Para hallar los valores de frecuencias @ en radianes/segundo a continuacion, se ha resuelto
el sistema diferencial (49) utilizando un algoritmo “ad hoc” en series de potencias, codificado
en “MatLab”. Por supuesto la metodologia de resolucion es arbitraria y depende del usuario
(ver Tablas 5-8).

Para todos los casos abordados hemos adoptado:

S 5, =7850,.10° K9_

=56 P0= I

E, =210 N_ G, =
Cm

Entonces, de acuerdo a las expresiones (46) obtenemos:

C; =1.2469x10"° : €2 =25887x10"% : €3 =1.0386x10"

Dy =17.1719 ;. Dy =131.6941  ; DI =4.3042.10°
h 1 05 0.1 0.025
wl(gi‘é, 950.2963 | 318.5000 15.2117 0.9595
®,(&9) | 13452605 | 805.9479 | 59.1792 3.8305
®4(8%) | 20956910 | 964.5615 | 127.6733 8.5928

Tabla 5: Tres primeras frecuencias circulares. CB: S-S

n 1 05 0.1 0.025
o, (29) | 13863457 | 5612452 | 337991 | 21721
©,(29) | 14989285 | 806.6805 | 89.3923 | 59702

oy(2) | 24456503 | 1157.5360 | 1664931 | 11.6570

Tabla 6: Tres primeras frecuencias circulares. CB: E-E

n 1 0.5 0.1 0.025
®,(29) | 16645540 | 292.1800 | 15.1265 0.9591
®,(29) | 21858209 | 4150279 | 58.4789 3.8277
o, () | 2381.6927 | 8345315 | 84.6755 8.5828

Tabla 7: Tres primeras frecuencias circulares. CB: E-F
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h 1 05 0.1 0.025
o (29) | 8110838 | 2556495 | 115486 | 0.7259
©,(2) | 21325428 | 1794.0848 | 60.1140 | 3.8345
0y(28) | 2736.2038 | 2088.1178 | 126.3689 | 8.4040

Tabla 8: Tres primeras frecuencias circulares. CB: Sg - S

2.6.2 Ejemplo 2: Vibraciones naturales de barras gruesas curvas de seccion rectangular
hueca homogénea de espesor constante en ménsula y con varias relaciones
de curvatura y de espesor (ver Figura 3).

o=

o=

R(?

h

Figura 3: Seccion Rectangular Hueca Homogénea de Espesor Constante

Presentamos a continuacién algunos factores de corte adoptando para todos los casos
b=0.05m y h=0.1m. Consideramos dos valores de t(0.002 my 0.004 m) y tres valores

de Rh (0.1, 0.5y 1). Los parametros a,—R ,,B,—R (j =0,1, 2), el radio neutro R, el factor de corte
G

m y los pardmetros para calcular los coeficientes del sistema diferencial homogeneo (49), se

obtienen de las ecuaciones (9), (32) y (41) y se muestran en las Tablas 9-12.

h

Re ag as Bo Ji Jis

0.1 | 0.00058478 | 0.77571x107° 0.000584 | —0.15509.10° | 0.77827x10°°

05 | 0.0030221 | 0.39446-10° | 0.0001168 |-0.15641<10"°| 0.17084x107°
1 0.006816 0.83629.10° 0.000584 | —0.16115x107° | 0.111695.10°

Tabla 9: Parametros ajR y ﬂJR para t=0.002 m
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h R R R

R R
R ao 0(2 ﬁo
G

b B2

0.1 | 0.0011374 | 0.14422.10° | 0.001136 |-0.288348-107° | 0.14467x10"°
0.5 | 0.0058694 |0.733026x10° | 0.0002272 |_-0.29073x10°° | 0.31631x10°°
1 0.0131565 | 0.000015512 | 0.0001136 |—0.299242.10°%| 0.204666.10°°

Tabla 10: Parametros aJ.R y ,BJ.R para t=0.004 m

R, R (m) R (m) m

0.1 1 0.9987 1.6184
0.5 0.2 0.1932 1.6700
1 0.1 0.08568 1.9032

Tabla 11: Radio Neutro Ry Factor de Corte m para t=0.002 m

er R (m) R (m) m

0.1 1 0.9987 1.5939
0.5 0.2 0.1935 1.6388
1 0.1 0.08635 1.8377

Tabla 12: Radio Neutro R y Factor de Corte m para t=0.004 m

Las seis C.B. para el sistema estructural en ménsula seleccionado son:
u(0)=0 (a) ; N(a;)=0 (d)
v(0)=0 (b) : My(ar)=0 (e)
0(0)=0 (c) : Qlar)=0 (f)

O sea por (18) y (37) equivalen a:

u(0)=v(0)=0(0)=u'(e; )-V(e; )=0'(ax; )=u(e; )+V'(a; )+ REO(r; )= 0

Para todos los casos hemos adoptado que:

_ 1N o _BEo  _oocn kg
E, =2.1x10 m2 Gy =5 Po = 7850 3

b=005m, h=01m, a; =%

Los coeficientes para el sistema diferencial (49) se calculan por medio de las expresiones
(46) y las tres primeras frecuencias circulares para cada caso se indican en las Tablas 13-14.
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RhG 1 05 0.1
o, (&) 22061 6148 280.52
w, (&) 33981 18309 1297.34
@4 (&) 82035 31946 3817.48

Tabla 13: Valores de las tres primeras frecuencias circulares para t=0.002 m

RhG 1 0.5 0.1
wl(éig 18556 6054 274.35
@, (&) 44884 18249 1271.69
@4 () 57420 32020 3754.85

Tabla 14: Valores de las tres primeras frecuencias circulares para t=0.004 m

2.6.3 Ejemplo 3: Vibraciones naturales de barras gruesas curvas en ménsula de seccion
rectangular hueca con dos capas (Acero—Cerdmica) y con varias
relaciones de curvatura (ver Figura 4).

A h
e O e

Figura 4: Seccion “Composite” de una Barra Gruesa Curva.

La seccion considerada esta conformada por una capa interna de acero de espesor t, y otra
externa de un silicon carbide/ceramic de espesor t,. Los parametros E,Gy p no varian
analiticamente. Esto es, si consideramos como parametros de referencia a los del acero:

E,=2.110" N_ G, _E L, _7850K9 kg
m? 26" m®
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Entonces, de acuerdo a las expresiones (1) en la region @: ?; (yG , z):l (j =1,2, 3)

Por otro lado, en la regién @ las caracteristicas del ceramico son:

_ u N o _BE  _57qky
E.=1.21x10 .  Go =54 Po =2720 3

Por tanto ¢, (y,,2)=0.5761905, ¢, (y,,z)=0.624206y ¢, (y,,z)=0.3464968

La busqueda del factor de corte para este tipo de secciones, que es ineludible para el
calculo de los coeficientes del sistema diferencial homogéneo que permite hallar las
frecuencias naturales, puede simplificarse recurriendo a una herramienta denominada
Superposicion | (Filipich, 2012). La misma consiste en calcular el régimen de tensiones
tangenciales para una seccion rectangular hueca homogeénea de espesor t, y otra también

homogénea de espesor t, +t,. No es dificil demostrar que la superposicion aludida tiene
sentido cuando se verifica

[[o1(¥e12)-ye d2=0

Q

y el baricentro de la seccién no homogénea bajo estudio coincide con el baricentro de cada
secciodn rectangular hueca homogénea cuyas distribuciones tensionales superpondremos. (Los
estados particulares homogéneos que se superponen son similares a los desarrollados en el
Ejemplo 2).

Para el célculo de frecuencia naturales hemos tomado b=0.05m,h=0.1m,

t, =t, =0.004 my la ménsula gruesa curva tiene una abertura o, = %

Los parametros a? , ,BjR (j=0,1,2), el radio neutro R y el factor de corte m para calcular

los coeficientes del sistema diferencial homogéneo (49), se muestran en las Tablas 15-16.
Las tres primeras frecuencias para tres valores relativos de curvatura se ven en la Tabla 17.

h
Re ag az po pr po

0.1 | 0.0016644 |0.187769x10° | 0.00140162 |-0.312847 10| 0.155075x10°

0.5 0.0085581 | 095335710 | 0.00028032 |-0.315293x107° | 0.336036x10°
1 0.0189117 0.0000201 0.00014016 | —0.32399:107° | 02124x107°

Tabla 15: Parametros ajR y ﬂjR.

R R (m) R (m) m

0.1 1 0.9989 1.508336
0.5 0.2 0.1943 1.54018
1 0.1 0.08791 1.672576

Tabla 16: Radio Neutro R y Factor de Corte m
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RZ 1 0.5 0.1
o, (&) 20041 6336 282.1
w, (&) 49094 19749 1314.99
04(23) 64585 35146 3917.5

Tabla 17: Valores de las tres primeras frecuencias circulares.

3 CONCLUSIONES

En este trabajo, se plante6 el problema de dindmica forzada de barras arbitrariamente
gruesas rectas y curvas (evidentemente que incluye las denominadas barras esbeltas o
delgadas), con pardmetros elésticos y densidad funcionalmente variables (analiticamente o0 no)
en la seccién. En una primera etapa, se obtuvieron las correspondientes distribuciones de
tensiones tangenciales en la seccion y el factor de corte, valor ineludible para plantear las
ecuaciones diferenciales de movimiento que gobiernan el problema. Adicionalmente, fue
resuelto el problema de vibraciones naturales de esos elementos estructurales. A lo largo del
trabajo, se presentan en forma paralela los encuadres para barras gruesas rectas (BGR) y
barras gruesas curvas (BGC). De la comparacién, se observa la analogia formal y las
diferencias particulares en cada caso. Por otro lado, cabe mencionar que el factor de corte se
deduce de un enfoque energético. Se obtiene una expresion del mismo en funcion de la
distribucion de las tensiones tangenciales que depende del modulo de elasticidad a través de
¢,(ys.2) y todavia de la variacién funcional del médulo de elasticidad transversal a través de

(pz(yG : z). Otro aporte destacado, siempre dentro del encuadre energético, es la derivacion de

las relaciones constitutivas de M, N y Q con los desplazamientos y sus derivadas. Para la
derivacion del sistema diferencial gobernante dindmico y sus condiciones de borde (CB), se
decidio recurrir al Teorema de Hamilton. Las ecuaciones diferenciales comprenden los casos
de barras gruesas rectas 0 curvas, macizas o multiplemente conexas, homogéneas 0 no,
requiriéndose en el presente estudio que haya, al menos, un eje de simetria coincidente con la
resultante del esfuerzo de corte.

Se presentan varios ejemplos ilustrativos. El primero trata de una de una BGR de seccion
rectangular con varias CB donde E, G y p varian con distintas leyes potenciales. Se obtiene la
distribucion de tensiones tangenciales y, en consecuencia, los factores de corte.
Evidentemente el eje neutro deja de ser baricéntrico y vale la pena mencionar que el
corrimiento puede ser por arriba o por debajo en relacion al plano baricéntrico, dependiendo
de la graduacion funcional. Se reportan las tres primeras frecuencias naturales para cuatro
relaciones de h/L y distintas CB. En particular, se estudia el caso con una CB que consiste en
un apoyo doble ubicado en un punto desplazado del eje neutro, situacion que tiene sentido si
la barra es gruesa. En el segundo ejemplo, se aborda el caso de las vibraciones naturales de
una BGC de seccion rectangular hueca, de espesor constante, en ménsula y para distintas
relaciones de curvatura y dos espesores. Por Gltimo, se presenta un tercer ejemplo que tiene la
misma geometria que el ejemplo anterior pero la seccion presenta dos capas de material
concéntrico (composite) y varias relaciones de curvatura. Se reportan valores de frecuencias
naturales para los distintos casos. Debe notarse que este ejemplo muestra el alcance de la
formulacion planteada y la relativa simplicidad del elemento estructural estudiado. Otras
herramientas usuales como elementos finitos, requeririan de elementos especialmente
disefiados para cada tipo de material y eventualmente, derivarian en mallas de gran namero de
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elementos con alto costo computacional para cada caso en particular.
En todo caso, la herramienta propuesta sirve de referencia y base inicial para calibrar otros
métodos numéricos.
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