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Resumen. El estudio de las propiedades dindmicas de estructuras aporticadas tiene mucha
importancia para un adecuado disefio estructural. En el presente trabajo se estudian las vibraciones
libres en el plano de un portico de dos tramos (L-frame). El pdrtico estd empotrado en uno de sus
extremos y elasticamente vinculado en el otro. En el tramo horizontal hay una rétula con
caracteristicas elasticas. Se analizan las vibraciones para diversas condiciones de borde en el extremo
del portico: las condiciones clasicas como empotrada, simplemente apoyada y libre y las restricciones
elasticas. Para la rétula se consideran distintas constantes el&sticas y se supone ubicada en diferentes
posiciones en el dintel. Como caso particular se modela la continuidad de la viga (viga sin rétula). Se
presentan las primeras tres frecuencias naturales de vibracién en el plano y en algunos casos, las
formas modales correspondientes. Se estudia la influencia de la rétula eléstica sobre las frecuencias
naturales y formas modales. Con la formulacién propuesta, basada en el calculo variacional y la teoria
de Euler-Bernoulli, es posible resolver vibraciones de pérticos y lograr el disefio de elementos
estructurales mas eficientes. En particular esto resulta relevante en estructuras en las que el peso
propio debe ser minimizado, tales como las grandes construcciones de ingenieria civil, las estructuras
off-shore y estructuras aeronauticas. Los resultados numéricos se comparan con los calculados con el
método de elementos finitos y con casos particulares disponibles en la literatura técnica calificada.
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1 INTRODUCCION

El problema en anélisis es de importancia en practicamente todos los campos de la
ingenieria, ya que la utilizacion de entramados resistentes abarca desde grandes
construcciones como puentes y edificios ubicados en zonas sismicas a micromarcos utilizados
en modernos equipos electronicas en entornos vibratorios. Excelentes libros ya clasicos han
tratado el tema de vibraciones de pdrticos: Timoshenko y Young (1956), Clough y Penzien
(1975), Warburton (1976), Blevins (1993) y mas recientemente Karnovsky y Lebed (2004).

Entre los trabajos de investigacion referidos al tema pueden mencionarse los trabajos de
Laura y colaboradores (1987a, 1987b), que analizaron vibraciones de porticos planos con
masas adosadas o vinculos elasticos, obteniendo soluciones aproximadas mediante métodos
variacionales. Lin y Ro (2003) propusieron un metodo hibrido, analitico-numérico, para
analizar entramados planos. Wu (2011) presenté una combinacion de elementos viga,
elasticos y rigidos, para determinar las caracteristicas dindAmicas de un poértico bidimensional.
Mei (2011) analizo las vibraciones de un pértico plano de varios pisos desde el punto de vista
de la vibracion de ondas.

En lo que respecta a porticos de dos tramos (“L-frames”), se destacan entre otros los
trabajos de Lee y Ng (1994) y Albarracin y Grossi (2005). En el primero de ellos se utilizo la
formulacion de Rayleigh-Ritz en conjunto con la introduccion de resortes lineales artificiales a
traslacion y a rotacion para evaluar las frecuencias naturales de porticos de complejidad
diversa. En el segundo trabajo se determinan frecuencias y modos normales de vibracion de
un portico de dos tramos con vinculacion externa elastica. Aplican el clasico método de
separacion de variables en combinacion con la técnica del célculo variacional para la
determinacion exacta de autovalores (frecuencias) y autovectores (formas modales).

La presencia de una articulacion interna en la viga ha sido tratada en distintos trabajos por
Wang y Wang (2001), Lee et al. (2003), Chang et el. (2006), Grossi y Quintana (2008),
Quintana et al. (2010) y Ratazzi et al. (2011).

En esta presentacion se analiza el comportamiento dinamico de un portico formado por una
columna y un dintel vinculados rigidamente entre si, con vinculaciones extremas elastica una
y la otra rigida y una rétula elastica intermedia en el dintel, que a su vez tiene vinculacién
externa elastica. Ver Figura 1.

Las condiciones de borde y compatibilidad entre barras fueron obtenidas mediante la
técnica del célculo de variaciones. EI método de separacion de variables fue utilizado para
hallar las frecuencias y las formas modales. Los resultados numéricos obtenidos son
comparados con resultados calculados mediante el método de elementos finitos (Algor, 2009).
Se presentan varios ejemplos numeéricos para distintas relaciones de los pardmetros mecanicos
y geométricos del sistema estructural, como distintas relaciones de rigidez y ubicacion de la
rotula.

2 FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA

El pértico de la Figura 1 esta formado por un tramo vertical de longitud |; y otro horizontal
(dintel) de longitud (I, + l3). En el tramo horizontal y a una distancia |3 del extremo
empotrado, se considera una rétula elastica de rigidez rm que vincula las vigas indicadas con
2 y 3. La rétula estd vinculada externamente con un resorte traslacional, transversal a las
vigas, de rigidez tr y un resorte rotacional de rigidez r. La viga vertical 1 tiene su borde
externo elasticamente vinculado mediante tres resortes, dos a traslacion tu, tw y uno rotacional

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXI, pags. 2611-2627 (2012) 2613

rz. Las vigas fueron modeladas utilizando la teoria de Euler-Bernoulli, sin tener en cuenta la
deformacion axil.

Wi

Ty

rm

e m X3, U3
————— %
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Figura 1: Modelo de portico

Consideraremos, segun muestra la Figura 1, un entramado de tres elementos i=1, 2, 3. Los
desplazamientos transversales de cada tramo i en funcion del tiempo t y la posicion X; vienen
dados por la funcion:

W, =W, (X, 1); i=12,3.

Con las hipotesis planteadas, la energia cinética del modelo de portico en estudio puede ser
escrita como sigue:

1% oW, ? 1% oW, i

1% oW, .
+E_!(10A)3 {[?(Xsit)j :|an

(1)
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donde I;, es la longitud y (o A);i es la masa por unidad de longitud de cada tramo.

En tanto que la energia potencial del sistema tiene la expresion:

1 W, 14w, ’
U= I[(EI){ (Xl,t)j]dxl—%zg (EI){@X (xz,t)”dx2+

2 2
AW, ’ r( oW * 2 )
3 I[(El)s( 3(X31t)j ]dxa"'z 87§ Iz’tj +E W, 1.t
2
oW, Lt AW, Ot
| Mt AL L2 Y R TS
2 3

donde (EI); es la rigidez a flexion de la viga, con E e I el modulo de elasticidad del material y
el momento de inercia de la seccidn transversal, respectivamente. En la evaluacion del trabajo
elastico del resorte traslacional tu, se ha tenido en cuenta la hipotesis sobre deformaciones

axiles.
Para el desarrollo del modelo las variables X; se adimensionalizan convenientemente con

respecto a la longitud del tramo respectivo:
X. /.. ) .
% =" 1=1,2,3;conx e 0,1 Vi=12,3.
En consecuencia, los desplazamientos transversales se expresan:

w = Ix’t =123 xe 01,

También es convenientemente definir otros parametros adimensionales refiriéndolos a las
caracteristicas de la viga i=1 como se indica a continuacion:

. El
v“—IT', VE“_FI’ vai—L, 1=12,3
o
y también:
3
R r><|; Rm_rm><|1_|_ _ tr x| 1
El El El

3 3

R rZXI;TW: twxl Tu = tuxI

El El El

endonde |=1;E=E;p=p;A=A;1=1,.
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2.1 Expresion del funcional

El principio de Hamilton requiere que entre dos instantes para los cuales las posiciones del
sistema son conocidas, el mismo ejecute un movimiento que haga estacionario al funcional:

Jw=["T-U d
donde w= (w; ).

La condicidn estacionaria requerida por el principio de Hamilton se expresa como:

0J wyv =0,vveDb, 3)

donde Dy es el espacio admisible de las direcciones para w en el dominio D de la funcion.
Luego, el funcional queda expresado como:

Jw) = {tj j[%(xl,t)jz}dxﬁr&j [%(Xz,t)jz dx, +BIK 3(X3,t)jz} }dt_

—%{ICI [{a 5 (x, t)”dxl +02H ‘?;Xz(xz.t)j dx2+csi [@133(x3,t)” }dt

2 2
—[c RI( 2 1tjdt+D Trj 2(1L,t) dt+C, ij( 2 1t —% Otjdt+

X3
2
+C, RZI( 1 Otj dt+DTwIW 0,t dt +C Tujw 0,t dt}

donde: B, = pAlxv , xV,; C, Bl Ve, =123

I_IS 37

Planteando las condiciones de borde en los extremos, y de compatibilidad y de equilibrio
en las uniones entre las vigas 1 con 2, y 2 con 3y aplicando el procedimiento del célculo de
variaciones en la Ecuacion (4), se obtiene el siguiente problema de contorno y de autovalores:

o'w, 2 OPW pPA | El (l}“
—L(x,t)+k!—L(x,t)=0, k!=a’ L | 1;

ax;‘(l) 1at2(1) ' pAl El \I ©)
4 2 A N

o 2(x2,t)+k“a 2 () =0, ki=a' 2z B [I_ZJ; (6)
ox,* pAl El (I

o'w, R pA , El (I j“
—2(x,, 1) +kI —2(x,,t)=0, k=a* 3_— | 3|:

8x34(3) 3&2(3) 3 pAl El I O
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con a* = (pA/ENI*.

Condiciones de borde

83\/\;1 (0,t) +Twxw,(0,t) =0; (8)
oW, o°w,
Rzx—(0,t)——+(0,t) =0; 9
z ox (9] = (0,t) 7( )
%:(1,0 ~0; (10)
w;(L,t) =0; (11)
w,(L,t) =0; (12)
83"‘;2 O +Tuw, 0t =0; (13)
OWg 0y OW, oy
azwl _VEIZXme _ 0
X, &y Ven Vu o 0% ©.0=0 (19)
w, (L ) — 22w, (0,t) = 0; (16)
8\NZ _ % _% aZWZ =V
Rxgz(l,t) Rm(ax3 (0,1) ox, (1,'[)}—1— o @,1)=0; (17)
ow, W, ) dw
Rm[a—x3 (0,1) X, (1,t)j o (0,t) =0; (18)
oW, (1t)—@>< Yz 2><%(O t)-Trxw,(Lt)=0; (19)
8X23 ' Ve \Mis ax33 , B

en las que se han tenido en cuenta las relaciones entre corrimientos y esfuerzos:

ou .
EAG =N

oO*'W )
Bl 5e =M

ocw
5 C

2.2 Solucién exacta

Utilizando el método de separacion de variables, la solucién de las Ecuaciones (5) a (7)
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viene dada por las expresiones:

WXt =3 w, x Tt (20)
n=1

W, Xt =) Wy X, Tt (21)
n=1

W, Xt =D Wy X Tt (22)

Las funciones win, Won, Wan SON l0s modos naturales de vibracion transversal de las vigas, y
se expresan como:

w,, X =ccosh A x +c,senh Agyx, +c,c08 AggX, +c,sen AayX ; (23)
W,, X, =C;cosh Aa,X, +cssenh Aa,X, +C,C0S Aa,X, +CgSen Aa,X, ; (24)
W,, X, =C,cosh Ag;X, +cysenh AggX, +C,C0S AayX, +C,sen AagX, (25)

V ..
Con ai:4/ Ay 1=1,2,3; lzln:‘lp—Al“a)nz
Vg, El

Remplazando las ecuaciones (23) a (25) en las (20) a (22) y luego en las condiciones de
borde (8) a (19), se llega a un sistema de 12 ecuaciones lineales homogéneas en las constante
C1 a Cyp. La solucion no trivial del problema requiere que el determinante ecuacién del
problema sea cero. De alli se obtienen los coeficientes de frecuencia 4, y la relacion entre las
constantes c; para cada valor de 4, que conducen a los modos normales de vibracion.

2.3 Solucién por el método de elementos finitos

Algunos de los problemas resueltos, fueron también calculados por el método de elementos
finitos. Se utilizo el software ALGOR 23.1, (2009).

Los tramos horizontal y vertical del portico fueron modelados cada uno, con 100 elementos
viga de 3 grados de libertad.

Para considerar la rétula elastica en el dintel, se utilizd un elemento viga muy pequefio,
aproximadamente 300 veces menor que la longitud del tramo. Se fue variando el momento de
inercia de la seccidn, para que de esa manera se obtuvieran valores de rigidez que resultaran
equivalentes a las constantes de rigidez Rm del resorte que conecta ambos tramos del dintel.

3 RESULTADOS
3.1 Portico en L sin rétula intermedia

El modelo desarrollado permite resolver una gran diversidad de casos particulares. En la
primera tabla se muestran los resultados obtenidos en el presente trabajo y se comparan con
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los presentados por Lin et al., 2003, para un modelo libre-empotrado (L-E). También se
comparan con los presentados por Albarracin et al,. 2005, para el modelo empotrado-
empotrado (E-E).Ambos modelos fueron también cotejados con los valores obtenidos por el
método de elementos finitos.

12,(EN)2, (p.A)2=I3,(EN)3, (n.A)3 12,(EN)2, (p.A)2=I3,(EI)3, (p.A)3

11,(EN, (pA)L 11,(EN1, (pA)L

Figura 2: Portico en L. a) Libre-Empotrado b) Empotrado-Empotrado,

M A2 A3 Ag As
Analitico 1.0725  1.7957 3.9417 4.8064 7.0565
L-E MEF 1.0854  1.7903 3.9753 4.8077 7.0956
H.P Lin 1.0880  1.7869 3.9685 4.8021 7.0915
Analitico 3.9316  4.7195 7.0552 7.7561 10.0453
E-E MEF 3.9319 4.72952 7.0613 7.8187 10.1580

Albarracin etal,. 2005 3.9222  4.71423 7.0376 7.7588 10.0069

Tabla 1: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un poértico en L de dos tramos iguales Libre-
Empotrado (L-E). y Empotrado-Empotrado (E-E). Comparacion con resultados de la bibliografia y cotejados
con elementos finitos

Para los casos descriptos, se han tomado las magnitudes adecuadas para los vinculos
elasticos (Rm=—oo; R=Tr=0 ; Tu=Tw=Rz=0 para el (L-E) y Rm=—o0; R=Tr=0;
Tu=Tw=Rz=— para el (E-E). Como puede observarse, los valores hallados mediante el
enfoque analitico y el MEF estdn en excelente concordancia con los disponibles en la
literatura. A los pérticos de la Figura 2 y Figura 3 se llega con el modelo de la Figura 1.

Como evidencia de la variedad de casos particulares que se pueden analizar con el modelo
propuesto, en el caso siguiente se estudian los valores del portico en L Empotrado-Articulado
(E-A) de tramos iguales (I, =I, + I;) por medio de dos caminos diferentes. En el caso 1 (A-E), se
tomaron las siguientes magnitudes para los vinculos elasticos del extremo F
Tu=Tw=—w;Rz=0 y para la rétula elastica y vinculos intermedios Rm=—o,; R=Rr=0. En el
caso 2 (E-A), se ubica la rotula elastica junto al vinculo empotrado del extremo H con las
siguientes magnitudes Rm=0; R=Tr=0, y se tomaron los valores Tu=Tw=Rz=—w0; para el
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extremo F. En la Tabla 2 pueden observarse los valores obtenidos también cotejados con el
MEF.

rm rm

r r

: R P i
12,(EN2, (p.A)2 %‘% I3,(EN3, (p.A)3 12,(EN2, (p.A)2 %‘% 13,(EN3, (p.A)3
tr tr

11,(EN1, (pA)L 11,(EN1, (pA)L

Figura 3: Pértico en L. Empotrado-Articulado

Tw Tu Rz A Ao A3 A4 s
Analitico(1)” —owo —o 0 3.3900 4.4266 6.5292 7.5608 9.6301
A-E Analtico(2)’ —® —®  —® 3.3943 44266 6.5798 7.5666 9.6584
MEF —o0 —oo  —oo  3.3991 44652 6.5425 7.5666 9.6439

Tabla 2: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un pértico en L de dos tramos iguales.
Avrticulado-Empotrado(A-E)

*

1 L=L,v,=V,= 5 Ve Ve = b Voae) = Voay =L RM=—>0,R=0,Tr=0

271,=0.991, I, =0.01l, Vg, ) =Vg g =LV u) =V,p =L RM=0,R=0,Tr =0

3.2 Portico con vinculaciones elasticas en el extremo F

Se estudiaron distintos modelos del pértico, modificando las condiciones elasticas en el
extremo F del tramo vertical. En los primeros casos resueltos se supuso que la rotula elastica
se encontraba en el centro del dintel, con las caracteristicas que se indican en la leyenda de
cada tabla (Tablas 3 a 10).

En la Tabla 3 se presentan los coeficientes de frecuencia para un portico donde sélo se
varia la rigidez del resorte a traslacién en sentido vertical Tu, para la condicion de rigidez
absoluta del resorte a rotacién Rz —oo y la ausencia de la restriccion a traslacion en sentido
transversal a la viga 1 Tw=0. Luego en la Tabla 4 se muestran los coeficientes de frecuencia
para el caso en donde la rigidez rotacional es Rz =0, Figura 4.
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|
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Figura 4. Caso de vinculacion en el borde externo de la viga 1 Tw=0, con una rétula elastica en el
centro del dintel y distintas condiciones de vinculacién en el borde externo de la viga

L=0L,v,=v,= 5 Ve = Verg = b Voae = Voa =L RM=—>o,R=0,Tr =0.

Tw Tu Rz M Ao As Aa As
Analitico  2.0200 4.3364 5.2790 7.2549 8.3135
MEF 2.0336 4.,1981 5.2364 7.2835 8.3214
Analitico  1.9591 2.3354 4.3249 5.2715 7.4121
MEF 1.9552 2.3299 4.3202 5.2685 7.4002
Analitico  1.4987 2.1115 4.3004 5.2599 7.4098
MEF 1.5005 2.1082 4.3133 5.2676 7.3996
Analitico  1.3683 2.0528 4.3147 5.2499 7.4098
MEF 1.3624 2.0998 4.3126 5.2676 7.3996

0 —00

0 100000 —w

0 10000 —0

0 1000 —0

Tabla 3: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un pértico en L de dos tramos iguales. Con
Tw=0, Rz—o0 y variando la condicion Tu del extremo F

L=L,v,=Vv,= 5 Ve Ve = b Voae) = Voag =L RM=—>o,R=0,Tr =0

Tw Tu Rz M Ao As Aa As
Analitico  1.5735 3.9272 4.7015 7.0501 7.7782
MEF 1.5741 3.9311 4.7072 7.0503 7.7793
Analitico  1.5117 2.2915 3.9805 4.8006 7.1076
MEF 1.5133 2.2969 3.9792 4.8122 7.0959
Analitico  1.2410 1.8375 3.9801 4.8015 7.1050
MEF 1.2464 1.8377 3.9757 4.8081 7.0957
Analitico  1.1003 1.7939 3.9767 4.8060 7.1002
MEF 1.1069 1.7947 3.9754 4.8078 7.0956

0 —00 0

0 100000 0

0 10000 0

0 1000 0

Tabla 4: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un pértico en L de dos tramos iguales. Con
Tw=0, Rz=0 y variando la condicién Tu del extremo F

En la Tabla 5 se presenta el caso en que no hay restriccién al desplazamiento en la
direccion vertical del borde externo de la viga 1, (Tu=0) y distintos valores de Tw y Rz. (ver
Figura 5).
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Figura 5. Caso de vinculacion en el borde externo de la viga 1 (Tu=0)

L, =15, Vi =Viy = 75 Vi) = Ve =L Voae) =Voa =L RM=—0,R=0,T =0

Tw Tu Rz A Ao A3 n As
Analitico  1.5511 3.9780 4.8228 7.0737 7.8723
MEF 1.5513 3.9744 4.8178 7.0752 7.8709
Analitico  1.4979 2.8989 4.3566 5.3205 7.3978
MEF 1.5195 2.9100 4.3640 5.3421 7.4081
Analitico  1.4098 2.2278 4.3110 5.2705 7.3980
MEF 1.4140 2.2310 4.3175 5.2745 7.4004
Analitico  1.3501 2.1098 4.3110 5.2705 7.3980
MEF 1.3535 2.1129 4.3130 5.2682 7.3996

—00 0 —00

100000 0 —00

10000 0 —00

1000 0 —00

Tabla 5: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales. Con
Tu=0, Rz—0 y variando la condicién Tw del extremo F

La Tabla 6 contiene los coeficientes de frecuencia para distintas combinaciones de valores
de las constantes de resorte en el extremo F de la viga 1 (Figura 6). En las Tabla 7 y Tabla 8
solo se varia la rigidez del resorte a traslacion en sentido vertical Tu y a traslacion en sentido
transversal Tw a la viga 1. Para la condicion de rigidez del resorte a rotacién se tomé Rz —c
y Rz =0 respectivamente.

! 9|

p=—]
Figura 6. Caso general de vinculacidn elastica en el borde externo F de la viga 1.
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L=L,v,=Vv,= 5 Ve =Ve@ =L Vo =Voae =L RM=—0,R=0,T =0.

Tw Tu Rz A Ao A3 Ag As
Analitico  3.9316  4.7195  7.0552  7.7561  10.0453
MEF 3.9319 472952 7.0613  7.8187  10.1580
Analitico  2.2649  2.9150  4.3492 53429  7.3899
MEF 22719 29101 43693 5.3373  7.4017
Analitico  1.2898  1.9248  4.1102  4.8962  7.0498
MEF 1.2888 1.9241  4.0975  4.8919 7.1674
Analitico  1.1089  1.7947  3.9933  4.8140  7.1084
MEF 1.1207 1.8005 3.9924 48172 7.1044
Analitico  1.0725  1.7957  3.9417  4.8064 7.0565
MEF 1.0854 1.7903  3.9753  4.8077  7.0956

Tabla 6: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales. Variando
todos los vinc

—00 —00 —00

100000 100000 100000

1000 1000 1000

100 100 100

0 0 0

L, =1,,v, =V, :%, Vero =Verg =L Vose =Voam =L RM=—>0,R=0,T =0

Tw Tu Rz M Ao A3 Ag As
Analitico  1.5528  3.9562  4.7634  6.9530  7.8061
MEF 15528 3.9744 48178 7.0752  7.8709
Analitico  1.5291  2.9287  4.3246 53150  7.1563
MEF 15346 29100 4.3640 53421  7.4081
Analitico  1.9550  2.2825  4.3246 51949  7.3993
MEF 19691 23318 4.3207 52691  7.4002
Analitico  2.0200  4.3364 52790  7.2549  8.3135
100 —® 7% TMEF 20355 41982 52364 7.2835  8.3214

—00 100 —00

100000 1000 —00

1000 100000 —w

Tabla 7: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un pértico en L de dos tramos iguales. Con
Tu=0, Rz—0 y variando la condicién Tw del extremo F

L=1,v,=v,= 5 Ve =Veae =L Voae) = Voa =L RM=—0,R=0,T =0

Tw Tu Rz /11 /12 2.3 2.4 15
- o0 . Analfico 15208 34100 461064 630055 76255
MEF 15101 34004 45997 65343  7.6642
Analitico 15206 3.3464 45565  6.0099  7.3980
100000 1000 0 MEF 15315  3.3454 45662  6.0648  7.4101
Analitico 15699 2.3051  3.96517 4.80767  7.0182
1000 100000 0O MEF 15762 22978  3.9820 48132  7.0964
. | Anlicc 15868 39103 47234 7.0042 77355

—00

MEF 1.5803 3.9313  4.7073 7.0503 7.7793

Tabla 8: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales. Con
Rz=0 y variando las condiciones Tw y Tu del extremo F
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La Tabla 9 muestra los coeficientes de frecuencia para el pértico cuando esta impedida la
traslacion transversal del extremo de la viga 1 y no existe restriccion a rotar. (Figura 7).

Figura 7. Caso de vinculacion en el borde externo de la viga 1. (Tw—o0, Rz=0).

L=L,v,=Vv,= 5 Ve =Ve@ =L Vo =Voae =L RM=—0,R=0,T =0.

Tw Tu Rz A Ao A3 n As
Analitico  3.3900 4.4266 6.5292 7.5608 9.6301
MEF 3.3991 4.4652 6.5425 7.5666 9.6439
Analitico  2.2695 3.4010 4.6101 6.5350 7.6700
MEF 2.2746 3.4008 4.6071 6.5344 7.6649
Analitico  1.6584 3.4003 4.5963 6.5349 7.6605
MEF 1.6530 3.4004 4.6004 6.5343 7.6642
Analitico  1.5309 3.4003 4.5964 6.5350 7.6605
MEF 1.5328 3.4004 4.5998 6.5343 7.6642

—00 —00 0

—00 100000 0

—»00 10000 0

—»00 1000 0

Tabla 9: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales. Con
Tw—o0, Rz=0 y variando la condicién Tu del extremo F

La Tabla 10 muestra los coeficientes de frecuencia para el portico cuando esta impedida la
traslacion longitudinal del extremo de la viga 1 y no existe restriccion a rotar. (Figura 8).

Figura 8. Caso de vinculacion en el borde externo de la viga 1. (Tu—oo;Rz=0).
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L=1,v,=v,= 5 Ve =Vee = Voae) = Voa =L RM=—0,R=0,T =0

Tw Tu Rz M Ao A3 Ag As
100000 o 0 Analitico  2.8905 4.1495 4.8793 7.0875 7.8087
MEF 2.8921 4.1538 4.8814 7.0881 7.8130
Analitico  1.8900 3.9445 4.7190 7.0601 7.7795
MEF 1.9848 3.9555 4.7206 7.0540 7.7825
Analitico  1.6297 3.9225 4.7140 7.0605 7.7795
MEF 1.6331 3.9335 4.7085 7.0507 7.7796

10000 —0 0

1000 —0 0

Tabla 10: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales. Con
Tu=0, Rz=0 y variando la condicion Tw del extremo F

Del analisis de los valores de las tablas surge que el vinculo traslacional longitudinal Tu es
el que mas rigidez le aporta al sistema.

3.3 Pdrtico con vinculaciones elasticas en el extremo F y una rétula elastica intermedia.

A continuacion, en la Tabla 11 se presentan los coeficientes de frecuencia para el pértico
con impedimentos en las traslaciones longitudinales y transversales y en la rotacion en el
extremo F. Los parametros del vinculo interno y los externos de la rétula en este caso son
Rm=—o; R=0y Tr=—o0, estas condiciones nos permiten modelar la viga 2 como una viga
continua con un vinculo que impide el desplazamiento transversal en la mitad de la misma. En
la Figura 9 podemaos ver las formas modales del modelo antes mencionado.

L,=1,v,=V Vei2) = Ve =1, Vor) =Voae) =1, Rm=—>0w0,R=0,Tr =—>

2= /9

Tw Tu Rz M Ao A3 Aa As
—0 —® —o0 Analitico  4.2214  7.1290 7.8407 9.1381 10.464

Tabla 11: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 1, de un pdrtico en L de dos tramos iguales con
Tu=Tw= Rz—w y Tr—oo, modelando un apoyo externo en el centro del dintel

L,=1,v,=V Veroy =Vera =L Voaz =Voas =L RM=—>0,R=0,Tr =— o

12~ /2 e ©) PAR) ~ VpA®)
Tw Tu Rz 1 A2 Ja Ay Js
—0 — o0 0  Analitico 3.3635  6.3815  7.3001  8.9383  9.8372

Tabla 12: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 4, de un portico en L de dos tramos iguales con
Tu=Tw—o ,Rz=0 y Tr—oo modelando un apoyo externo en el centro del dintel
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Figura 9. Formas modales.

La Tabla 12 nos muestra ahora los coeficientes de frecuencia para el portico con
impedimentos en las traslaciones longitudinal y transversal y libre rotacion en el borde
extremo F. Los parametros del vinculo interno y los externos de la rétula al igual que en el
caso Vvisto anteriormente son Rm=—o0; R=0y Tr=—00.

En la Figura 10 podemos ver las formas modales del modelo antes mencionado.

l,=1/3l,v, = 3 Ve =Veae =L Voar) =Voam =L RM=>0,R=0,Tr =— o

Tw Tu Rz A Ao As Aa s
—0 —»00 —o0  Analitico 4.0722 6.3831 7.1471 9.4247 10.2461

Tabla 13: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural 2, de un portico en L de dos tramos iguales. Con
l,=1/3l
2 1

1, =2/31, Vi, = 24 Vi) = Verg =L Vonay = Voa =L RM =0, R=0,Tr =

Tw Tu Rz /11 Ao A3 14 15
—0 —0 —oo  Analitico  4.1467 6.0531 7.5257 10.2835 11.3608

Tabla 14: Coeficientes adimensionales de frecuencia natural A, de un pértico en L de dos tramos iguales Con

,=2/3,
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Figura 10. Formas modales.

Finalmente la Tabla 13 y la Tabla 14 contienen los coeficientes de frecuencia natural del
portico empotrado-empotrado, para dos posiciones diferentes del apoyo intermedio en el
dintel. En la Tabla 13 se ubicé el apoyo a un tercio de la luz del dintel mientras que en la
Tabla 14 fue ubicada a dos tercios de la luz del dintel.

De los valores de la Tabla 11, Tabla 13 y Tabla 14 podemos inferir que al poner el vinculo
en el centro de la viga dintel se obtiene la mayor rigidez del sistema.

4 CONCLUSIONES

En este trabajo el método de separacion de variables junto con la técnica de célculo
variacional se utiliza exitosamente para resolver en forma exacta un caso estructural
complejo: el de una estructura aporticada de dos tramos con restricciones elésticas en uno de
sus vinculos extremos y en un punto intermedio del dintel.

Los valores numéricos presentados demuestran estar en muy buen acuerdo con casos
particulares calculados a través de un modelado con elementos finitos utilizando el cédigo
ALGOR (2009), asi como con los disponibles en la literatura técnica.
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