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Resumen. La ecuación de Richards es ampliamente utilizada para simular el flujo de agua en
medios porosos no saturados. Para su discretización temporal se han empleado esquemas de
tipo Euler implı́cito y Crank-Nicholson combinados con métodos iterativos de Picard o Newton-
Raphson para tratar los términos no lineales. Aunque estos métodos iterativos suelen ser ro-
bustos su costo computacional puede representar una severa limitación. En este trabajo se
propone y analiza una estrategia no iterativa como variante a los métodos mencionados. La es-
trategia consiste en discretizar la ecuación de Richards mediante un esquema Crank-Nicholson
combinado con un método Newton-Raphson linealizado y una extrapolación de Richardson de
3 pasos. Para el caso presente, la precisión del esquema es de segundo orden y resulta incondi-
cionalmente estable para la mayorı́a de los pasos de tiempos admisibles. El trabajo incluye un
análisis de las propiedades del algoritmo mediante la comparación con soluciones analı́ticas
y un ejemplo numérico que muestra que es posible reducir hasta en un orden de magnitud el
costo computacional de las simulaciones.
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1 INTRODUCIÓN

La ecuación de Richards1 es comúnmente utilizada para simular el flujo de agua en medios
porosos total o parcialmente saturados. Esta ecuación es de tipo parabólica altamente no lineal
cuando el medio se encuentra no saturado y elı́ptica lineal cuando el medio está completamente
saturado por agua. Dedido a la alta no linealidad de la ecuación su resolución numérica suele
presentar problemas de convergencia y conservación de masa.2, 3

La forma más simple de aproximar la ecuación de Richards es empleando un esquema de
discretización temporal explı́cito. Esta aproximación conduce a un sistema lineal de ecuaciones
que desde el punto de vista numérico representa la opción menos costosa. Sin embargo, las
conocidas restricciones en la estabilidad de los métodos explı́citos imponen la utilización de
pasos de tiempos muy pequeños aumentando en forma considerable el costo computacional de
las simulaciones numéricas.

En general se prefieren los esquemas implı́citos incondicionalmente estables para la dis-
cretización temporal de la ecuación de Richards. El método ponderado de paso simple es el
más utilizado dando lugar a un sistema de ecuaciones no lineales. El sistema de ecuaciones
resultante es tratado mediante algún procedimiento iterativo como el método Newton-Raphson
o Picard. Estos esquemas suelen ser robustos pero llevan implı́cito un alto costo computacional
asociado a la evaluación y resolución de sistemas de ecuaciones en forma repetitiva en cada
paso de tiempo. En particular un esquema Crank-Nicholson combinado con un método clásico
de Newton-Raphson o Picard conduce a un algoritmo de segundo orden ( �������
	�� ).4

El alto costo computacional de los métodos iterativos motivó el diseño de un algoritmo no
iterativo como variante a los algoritmos clásicos utilizados. El método propuesto consiste en la
utilización de un esquema Crank-Nicholson junto con un método Newton-Raphson linearizado
(no iterativo). Desafortunadamente, la utilización del método Newton-Raphson linealizado al
caso particular de la ecuación de Richards conlleva la pérdida de un orden en la precisión tem-
poral.4 Sin embargo la pérdida de este orden puede recuperarse mediante una extrapolación
de Richardson de 3 pasos obteniendose un algoritmo de segundo orden que es incondicional-
mente estable para la mayorı́a de los pasos de tiempo admisibles.5, 6 Resulta interesante destacar
que la utilización de método Newton-Raphson clásico (iterativo) en el procedimiento propuesto
conduce a un algoritmo de tercer orden ( ���������� ) que ha sido implementado con resultados
altamente satisfactorios.7

El algoritmo propuesto ha sido implementado en dominios bidimensionales utilizándose para
su discretización espacial un método Galerkin de elementos finitos. Para reducir aún más el
costo computacional de las simulaciones numéricas se implementó un método automatizado
de adaptabilidad del paso de tiempo basado en las ideas del trabajo de Módena y otros.5 Para
verificar el orden de la precisión del algoritmo y la conservación numérica de la masa se realizan
comparaciones con soluciones analı́ticas conocidas. Finalmente se presenta un ejemplo que
muestra que es posible reducir hasta en un orden el costo computacional de las simulaciones
numéricas.

L. Guarracino, F. Basombŕıo
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2 APROXIMACIÓN ESPACIAL

En el presente trabajo se adoptará la forma mixta de la ecuación de Richards propuesta por
Celia y otros:3 ��� ������ � �����������! #" ����� � ��� �%$ �'&)(+* (1)

siendo � la altura de presión,

�
el contenido de agua,

�,�
el tensor conductividad hidráulica

saturada,
 -" ����� la función conductividad hidráulica relativa y

$
la coordenada vertical (positiva

hacia arriba).
Para resolver la ecuación (1) establecemos el siguiente problema diferencial en un dominio

bidimensional . con borde

� ./(+021435076 ( 071�84096:(;* ):<=====> =====?
��� ���@�� � �����������! A" ����� � ��� �%$ �B&C(+*ED�FHG,.�7�IFJD����K(L� � �IFJDM���ND�FHG,0 1O ���' #" ����� � ��� �P$ � �RQ (;S � �TFJDM����D4FUGV0 6�7�IFJD
*W�X(L�ZY[�IF9�ND5FHG,. (2)

donde � � representa los valores de la altura de presión sobre el borde 0\1 ,
Q

es la normal unitaria
exterior a 096 , S � el valor de la componente normal del flujo sobre 0]6 y �^Y la condición inicial
para � . Notar que para resolver (2) se requieren además modelos constitutivos de

� ����� y
 �" ����� .

Una formulación débil del problema (2), se establece del siguiente modo:_ ��� ������ � DM`ba �Pc ���dD
`b�J(Le'�f`b� (3)

donde _ �@� ������ � D
`�a;(LgZh ��� ���@�� � `jikFc ���dD
`b�X( g h ���' #" ����� � � �[� `jikFe'�f`b�X( O gZlnm S � `oiWF O g h ���' #" ����� �#$o�[� `piWF (4)

con `qGsr , rt(vuR`-G,wyx���.z� tal que `�(L* sobre 091|{ .
Sin entrar en detalles, el método Galerkin de elmentos finitos aplicado a (3) conduce al

sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:} �@~ ���2�� � �%� �f�]�'�,(L�����2� (5)

donde � y

~
son respectivamente el vector de las incógnitas (altura de presión) y el vector

contenido de agua cuyas componentes estan definidas en cada uno de los nodos de la malla de
elementos finitos. Las componentes de las matrices

}
y
�

, y del vector � son de la forma:���'� (���� � DN� � �ND�� �!� ( c ��� � DN� � �ND,� � (;e'��� � ��D (6)
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donde � � es la función base lineal correspondiente al nodo � . Las integrales no lineales de (6)
fueron evaluadas mediante una cuadratura de Gauss de segundo orden.

3 APROXIMACIÓN TEMPORAL

La discretización temporal de la ecuación se realiza mediante un esquema de paso simple en la
que sólo se requiere conocer la solución a un paso de tiempo anterior. En general, un método
poderado (también conocido como método � ) del sistema (5) puede expresarse como} ~)�n� x O ~@���� �P� �n�Z� � �n�Z� (+� ���Z� D,��G � *ED���& (7)

donde � �n�Z� ( �!� O �]��� � � �]� �n� x , ~@�n� x ( ~ ��� �n� x � , ~)� ( ~ �f� � � , � ���Z� ( � �f� ���Z� � y� �n�Z� (L���f� ���Z� � .
El paso siguiente consiste en linealizar el sitema (7) empleando un método Newton-Raphson.

El algoritmo resultante es de la forma:�J��� � x����� x (L�\��� ��n� x O������L� �J��� ���� x'�C� � x@¡ � �\��� ��n� x'� (8)

donde las matrices residual y tangente tienen las siguientes expresiones�¢� � ��� ��n� x'� ( } ~ ��� ���� x O ~����� �n� x �%� ��� ����Z� � ��� ����Z� O � ��� ��n�Z����¢� �\��� ��n� x'� ( } £~ ��� ���� x��� �n� x � � �R� � ��� ��n�Z� �\��� ��n�Z� �%� ��� ����Z� O¤� �-��� ��n�Z� � (9)

siendo ¥ el nivel de iteración del método.
Para obtener una versión linealizada del algoritmo anterior se realiza una sola iteración de

esquema (8) utilizando como condición inicial la solución obtenida en el paso de tiempo anterior
(es decir �J� Y ���� x (�� � ). Como ya ha sido mencionado, para el caso particular de la ecuación de
Richards el algoritmo de Crank-Nicholson linearizado ( �v(¦�R§©¨ ) es ���f�ª��� .4 La pérdida de
un orden debido a la linealización del método motivó la utilización de una extrapolación de
Richardson para recuperar el orden ������� 	 � .

Como es sabido, la extrapolación de Richardson permite obtener un esquema de orden « � �
a partir de un esquema de orden « .8 Para ello es necesario calcular la solución del problema a
un tiempo � �n� x empleando dos pasos de tiempo diferentes. La solución extrapolada estará dada
por �9¬b�n� x ( �7®°¯C±�n� x O¤²�³ � ¯C±�n� x� O�² ³ � ���f�ª� ³ � x � (10)

donde ² (¢´ � x , ´ es el número de pasos de la extrapolación, � ¯C±��� x es la solución a � �n� x emple-
ando el paso ��� y � ®°¯C±�n� x la solución al mismo tiempo pero utilizando un paso ² �ª� .
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A igualdad de precisión, la opción menos costosa de la extrapolación de Richardson se ob-
tiene al elegir ´U(µ¨ (es decir dos pasos). Desafortunadamente, para el esquema de Crank-
Nicholson esta elección conduce a un esquema que es condicionalmente estable. Sin embargo,
esta condición desaparece casi por completo para ´o(L¶ como se demuestra en el trabajo.6

En la siguiente sección se comprueba mediante soluciones analı́ticas el orden 2 del esquema
propuesto y la conservación de la masa. También se presenta un ejemplo numérico en el que se
implementa un control dinámico del paso de tiempo que permite reducir sensiblemente el costo
computacional de las simulaciones.

4 EJEMPLOS NUMÉRICOS

4.1 Ejemplo 1: precisión del algoritmo

Para verificar la precisión del esquema propuesto se utilizó una solución analı́tica unidimen-
sional de la ecuación de Richards para un caso particular de condiciones de contorno restricti-
vas. Las relaciones constitutivas consideradadas son

� �����K(+· �n¸ y
 #" (L· �º¹ � x�� �n¸ , siendo » y �

parámetros del modelo.
Para el análisis de la precisión consideraremos el siguiente problema diferencial que describe

un frente de infiltración que avanza en un suelo completamente no saturado (suelo seco):<=======> =======?
��� ���@�� � � �� $%¼  -�� A" ���@� �� $ ��� �P$ �B½¾(L*ED $ G � *ED
¿J&�7��*ED����K( OÁÀ�7��¿ÂDM���X( �»)��ÃÅÄ ¼ � q� �!� O · � ¹

�nÆ ± �B½ O ¿�7� $ D
*W�X( OÁÀ
(11)

donde ¿ es la longitud del dominio espacial y � un parámetro relacionado con la amplitud del
frente de saturación. La solución analı́tica del problema (11) es7, 9

�7� $ D����|( <> ? x¹ � Ã�Ä ¼ � q� �'� O · � ¹
� � Æ ± ��Ç

�ZÈ � �B½ � ¿ $AÉ ¿ O �Ê�OÁÀ $AË ¿ O �Ì� (12)

que resulta válida para �|GP��*bDÍ¿K§��Ì& .
Las soluciones numéricas del problema (11) se obtuvieron en dominios bidimensionales con

condiciones de flujo nulo en los bordes laterales. Se consideró un dominio rectangular de 1 por
12 unidades de longitud en las direcciones Î y

$
, respectivamente. Los valores elegidos para los

parámetros hidráulicos del modelo fueron
 �� (Ï� , �P(�*EÐº*E� , »H(Ñ¶ y �Ñ(Ò¨ . Las soluciones

se obtuvieron en una malla triangular no estructurada de 245 nodos y se estableció un perı́odo
total de simulación de 5 unidades de tiempo.

Una de las dificultades que presenta el problema diferencial (11) es la condición inicial de
suelo completamente seco ( �7� $ D
*W��( OÁÀ ). Para poder obtener una solución numérica fue
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necesario imponer un valor finito de altura de presión como condición inicial. Esta condición
aproximada implica un valor residual del contenido de agua en el medio poroso que introduce
una fuente adicional de error que deber’a tenerse en cuenta al analizar los resultados numéricos.

Para evaluar la precisión del esquema se define la siguiente norma para el error:

· �f�����K( �Ó ³ 6EÔÕ Ö
× x ��� 6
Ö O � ÆÖ � 	 (13)

donde �^6Ö es la solución numérica, � ÆÖ la solución analı́tica y
Ó ³ el número total de puntos

nodales.
En la Figura 1 se grafican los errores del método Crank-Nicholson linearizado ( Ø Ó x ) y del

método que se obtiene al emplear la extrapolación de Richardson de 3 pasos ( Ø Ó x �ÚÙÜÛ ).
Como se observa claramente en la figura, las pedientes de las curvas muestran un compor-
tamiento lineal y cuadrático respectivamente, verificando los ordenes de precisión predichos
por la teorı́a.

ÝRÞ Ý�Ý[ß
Ý[Þ Ý[ß
Ý[Þºß

ÝRÞ Ý�ÝRß ÝRÞ ÝRß

· �������

���Ø Ó x

ààààààààà

àØ Ó x �PÙÜÛ

ááááááá
á ¨kâb�kÐº*Wâ©���!	Mã Y!ä¨©*EÐ�â©¶k���
xBãåx Y

Figure 1: Precisión del esquema de discretización temporal

4.2 Ejemplo 2: conservación numérica de la masa

Las aproximaciones numéricas de la ecuación de Richards suelen presentar problemas de con-
servación de masa debido a su carácter altamente no lineal.2, 3 En el presente ejemplo se analiza
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la conservación de la masa global de los distintos esquemas descriptos mediante la comparación
con una solución analı́tica.

Si en la solución analı́tica presentada en el ejemplo anterior se asume un valor unitario para
el coeficiente » , entonces es posible obtener una expresión analı́tica cerrada para la evolución
temporal de la masa global:7 �Hæ �I���X( � -� ¼ �Ì� � ��/ç · �

�nÆ ± O �nè�½oÐ (14)

Ý[Þ Ý[ß
Ý[Þºß
ß
ß�Ý

Ý é ê ë ì ß�Ý

� � O �Hæ

�Ø Ó x Ø Ó5í

à à à à à à à à à à à@à à à à à à à à@à à�à à�à à à à à à à à à à à à à à à à à à

à Ø Ó x �%ÙÜÛ

á á á á�á á�á á á)á á@á�á á�á á�á á�á á)á�á á�á á�áCá á�á�á á�á)á á�á�á á�áCá á�á

á
Figure 2: Conservación numérica de la masa

Para el análisis de la conservación de masa consideraremos un ejemplo similar al anterior
donde la infiltración se produce en un rectángulo de 1 por 25 unidades de longitud. Los
parámetros fı́sicos y de discretización adoptados son

 �� (î� , �/(ï*EÐ�*b� , �ð(î� , Ó ³ (ðñWâ©â y���X(+*bÐ�¨kò . En la Figura 2 se ilustra la diferencia entre la masa numérica (
� �

) y analı́tica (
�Hæ

)
para los siguientes esquemas: Crank-Nicholson ( Ø Ó í ), Crank-Nicholson linealizado ( Ø Ó x ) y
Crank-Nicholson linealizado con extrapolación de Richardson de 3 pasos ( Ø Ó x �¤ÙÜÛ ). Como
se observa en la figura, a �-(ó* los 3 esquemas poseen el mismo error. Esto es debido a la
condición inicial aproximada adoptada para resolver el problema numérico que se traduce en
un valor inicial de masa de agua no nulo. Por otra parte se observa claramente que la conser-
vación de la masa mejora con el aumento en la precisión de los esquemas temporales (recordar
que Ø Ó x es de ��������� mientras que Ø Ó í y Ø Ó x �ôÙÜÛ son de ���f�ª� 	 � ), siendo el algoritmo
propuesto ( Ø Ó x �PÙÜÛ ) levemente más conservativo.
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4.3 Ejemplo 3: eficiencia computacional

El objetivo de este ejemplo es ilustrar la reducción del costo computacional de las simulaciones
numéricas que se obtiene al emplear el algoritmo propuesto en relación a un método iterativo
clásico del mismo orden de precisión. Asimismo se implementa un control dinámico del paso
de tiempo que permite aumentar aún más la eficiencia del algoritmo.

El ejemplo propuesto describe el avance de un frente irregular de infiltración en un dominio
rectangular de 400 cm de longitud por 300 cm de profundidad. La condición inicial corresponde
a una altura de presión constante �H( O ¶k*©* cm. En el borde superior del dominio se impuso
una condición de borde de tipo Neuman que corresponde a un flujo de ��* ��õ cm/s en el segmento* Ë Î;ö÷¨©*k* y de ò¾�n* ��ø cm/s en ¨ù*k* Ë Î Ë÷ú *©* . En el resto de los bordes se asumieron
condiciones de flujo nulo. Para obtener la solución numérica se empleó una malla triangular
compuesta por 1436 nodos siendo el tiempo total de simulación de 40 dı́as.

Para describir las propiedades hidráulicas del medio se adoptó el modelo de van Genuchten:10� �����J( <> ? � � O � "� � � �kû�Êü��]üå�Rý� &[ýþ Dv�5ö�*� " D �5ÿ * (15)

 A" ���@�J( <> ? � � O �kû�Êü��]üå� ý� � x � � � �Wû�Êüå�]ü�� ý
� & � ýþ�� 	� � � �Wû�zü��]ü��ný� &ùýþ�� 	 Dv�5ö�*�kD �5ÿ * (16)

donde

� "
es el contenido residual de agua,

� �
el contenido máximo de agua, û� y û� parámetros del

modelo y û� (t� O �R§ û� . En este ejemplo se utilizaron valores de los parámetros correspondientes
a un suelo de textura limosa:11

� "
= 0.034,

� �
= 0.46, û� = 0.016 � � � x , û� = 1.37 y

 ¾�
= 6.0 cm/dı́a.

En la Figura 3 se muestra el perfil de alturas de presión al final de la simulación.
Para mejorar la eficiencia computacional del algoritmo se implementó un control dinámico

del paso de tiempo de acuerdo a las ideas presentadas en el trabajo.5 La adaptabilidad del paso
de tiempo se basa en el hecho de que al tiempo � ��� x el algoritmo calcula la solución � ¯C± � �n� x con
paso de tiempo ����§©¶ y la solución extrapolada � ¬b�n� x . Estas dos soluciones permiten definir el
siguiente error relativo interno:

· " �f�����K(L¨ 	



� � 6 ÔÖÍ× x � � ¯)± � Ö� �n� x O � ¬bÖ� �n� x � 	
� 6 ÔÖÍ× x � � ¯C± � Ö� ��� x � � ¬bÖ� �n� x � 	 Ð (17)

Luego, imponiendo una tolerancia � æ al error relativo · " �f�ª��� es posible establecer una estrategia
de control dinámico del paso de tiempo según el siguiente criterio: si · " �f�ª���Âö�� æ entonces ���
se aumenta en un determinado factor y si la condición anterior no se satisface se disminuye ���
en forma proporcional. Este ajuste automático del paso de tiempo es fácil de programar y sólo
requiere un mı́nimo adicional de cálculos.
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Ý �NÝ
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��Ý�Ý

$

Figure 3: Altura de presión luego de 40 dı́as de simulación

La eficiencia computacional del algoritmo se midió en base al número de problemas li-
neales resueltos durante el tiempo total de simulación. En la Tabla 1 se muestran los resultados
obtenidos para los esquemas Crank-Nicholson combinados con un método Newton-Raphson
clásico ( Ø Ó�í ) y con un método Newton-Raphson linealizado y extrapolación de Richardson
de 3 pasos ( Ø Ó x �%ÙÜÛ ) con y sin adaptabilidad del paso de tiempo.Ø Ó�í Ø Ó x �%ÙÜÛ Ø Ó x �%ÙÜÛ Ø Ó x �%ÙÜÛ Ø Ó x �PÙÜÛ

(sin adaptabilidad) � æ (Ñ�n* ��� � æ (+òj�n* ��� � æ (t�n* � Nro. de problemas 21784 3840 3840 2044 1160

Table 1: Eficiencia computacional

De los resulados obtenidos se concluye que el algoritmo propuesto ( Ø Ó x �/ÙÜÛ ) sin adap-
tabilidad es aproximadamente 5.6 veces más rápido que el esquema clásico Ø Ó í . Por otra
parte, la eficiencia del algoritmo puede incrementarse con el control dinámico del paso de
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tiempo hasta en un orden de magnitud siempre y cuando la tolerancia impuesta supere un cierto
valor mı́nimo (en este ejemplo � æ (Ñ��* ��� ).
5 CONCLUSIONES

Se ha presentado un método no iterativo para discretizar temporalmente la ecuación de Richards.
El procedimiento propuesto consiste en utilizar un esquema Crank-Nicholson junto con un
método Newton-Raphson linealizado y una extrapolación de Richardson de 3 pasos. En el pre-
sente caso, el algoritmo resultante es de orden 2 e incondicionalmente estable para la mayorı́a
de los pasos de tiempo admisibles. Los ejemplos numéricos muestran que las soluciones
obtenidas son conservativas y que es posible reducir significativamente el costo de las simula-
ciones numéricas. Finalmente resulta de interés destacar que las propiedades enunciadas trans-
forman al algoritmo en una opción atractiva para la resolución tridimensional de la ecuación de
Richards.

REFERENCES

[1] Richards L. Capillary conduction of liquids through porous mediums. Physics 1931; 1:318-
333.

[2] Milly PCD. A mass-conservative procedure for time stepping in models of unsaturated flow.
Adv. Water Resour. 1985; 8:32-36.

[3] Celia MA, Bouloutas ET, Zarba RL. A general mass-conservative numerical solution for
the unsaturated flow equation. Water Resour. Res. 1990; 26:1483-1496.

[4] Paniconi C, Aldama AA, Wood EF. Numerical evaluation of iterative and noniterative meth-
ods for the solution of the nonlinear Richards Equation. Water Resour. Res. 1991; 27:1147-
1163.

[5] Módena R, Vénere M, Quintana F. Estudio de esquemas para la integración temporal en
problemas transitorios de difusión-reacción. Mecánica Computacional 1997; 17:867-876.

[6] Basombrı́o FG. A third order Crank Nicholson algorithm based on Richardsons extrap-
olation. General Properties. Internal Report, Centro Atómico Bariloche, CNEA, 2004.
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