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Resumen. El costo computacional asociado a la resolucién de problemas descriptos por ecuaciones di-
ferenciales por medio del Método de los Elementos Finitos (MEF), se incrementa a medida que aumenta
la cantidad de grados de libertad. La paralelizacién de los cdlculos se presenta como solucién natural
a este problema, ya que algoritmicamente las contribuciones elementales de la discretizacién del MEF
tienen un caracter local. En este trabajo se estudia la paralelizacion de los célculos en arquitecturas mul-
tiprocesador de memoria compartida. Se utilizard OOFELIE (Object Oriented Finite Element method
Led by Interactive Executor) como c6digo base secuencial para la implementacion y andlisis de las ideas
propuestas. OOFELIFE fue disefiado bajo el paradigma de la programacién orientada a objetos, por lo que
fue necesario el andlisis de dicho disefio para detectar las posibles restricciones a la paralelizacién del
cddigo. Se tiene como objetivo lograr que la adaptacion presente una escalabilidad razonable. Para ello,
primero se realiza un diagnéstico de la arquitectura de OOFELIE detectando posibles restricciones. Lue-
go se plantea la solucion paralela y se concluye con un andlisis de escalabilidad y propuestas de posibles
mejoras.
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1. INTRODUCCION

La simulacién numérica de problemas descriptos por ecuaciones diferenciales es un drea de
continua expansion en la comunidad cientifica y la industria. Conforme avanza el tiempo, las
exigencias de los problemas a resolver y la calidad de las soluciones crece de forma acelerada
(NRC (2008)), exigiendo asi un incremento en el tamafio y complejidad del modelo numéri-
co asociado. Esto implica que el tiempo de célculo y los recursos computacionales afectados
a la solucion aumenten. De esta forma los requerimientos computacionales han sobrepasado
el poder de calculo que ofrecen los procesadores mononucleo buscandose otras alternativas. Se
pueden encontrar arquitecturas de memoria distribuida (Distributed-Memory Processing -DMP)
y de memoria compartida que pueden acceder de manera simétrica a la memoria (Symmetric
Multi-Processor -SMP) o de manera asimétrica, siendo estas tltimas conocidas como arquitec-
turas NUMA (Non-Uniform Memory Access) o arquitecturas de memoria compartida distribui-
da. En las arquitecturas SMP y NUMA todas las unidades de ejecucién pueden direccionar el
mismo espacio de memoria, aunque la primera se diferencia de la segunda en que la latencia de
acceso a memoria es la misma para cada unidad de ejecucion. Por otro lado estdn las arquitec-
turas DMP en donde las unidades de ejecucion no direccionan el mismo paso de memoria. Otro
enfoque, que se encuentra en boga actualmente, consiste en hacer uso de coprocesadores de
gran potencia de calculo como lo son las GPGPUs o General Purpose computing on Graphics
Processing Units.

Uno de los métodos mas utilizados para la simulacién de procesos fisicos es el MEF. En este
método la localidad de los cdlculos elementales presenta la paralelizacién como una solucién
natural a la problemadtica de la creciente complejidad. La misma estd relacionada con la canti-
dad de grados de libertad (degrees of freedom -DOFs) del problema. Numerosos trabajos han
sido desarrollados para adaptar el método a las distintas arquitecturas multinicleo antes men-
cionadas. Se han propuesto soluciones basadas en diferencias finitas (finite differences) para
adaptar el método utilizando GPGPU mediante Compute Unified Device Architecture (CUDA)
(Costarelli et al., 2011). Otros trabajos han adaptado el MEF a arquitecturas DMP utilizando
Message Passing Interface (MPI) (Anderheggen y Renau-Munoz, 2000; Brown et al., 2000).
También se han implementado soluciones en arquitecturas de memoria compartida haciendo
uso del estandar Open Multiprocessing (OpenMP) (Pantalé, 2005).

En el presente trabajo se presenta la implementacién de la paralelizaciéon del MEF en arqui-
tecturas de memoria compartida sobre el programa OOFELIE, desarrollado por Cardona et al.
(1994), que responde a un disefio de paradigma secuencial. Una caracteristica primaria de di-
cho disefio fue la programacion orientacion a objetos, que proporciona ventajas destacables en
la utilizacién del software y la expansion de sus funcionalidades. No obstante la performance
de los disefos orientados a objetos generalmente son inferiores a los que utilizan el paradigma
de programacion estructurada. En el trabajo se eligié no abandonar las ventajas del paradigma
orientado objetos mientras que se procurd desarrollar un c6digo con una buena performance y
con una ejecucion concurrente escalable dentro de los limites de una arquitectura de memoria
compartida. En general hay dos etapas del método donde es critico paralelizar la ejecucion del
algoritmo: primero en el ensamblado de los vectores y matrices globales, y segundo en la re-
solucién del sistema de ecuaciones resultante. El trabajo realiza la paralelizacion de la primer
etapa debido a que la segunda ya es realizada por la biblioteca Intel Math Kernel Library (MKL)
(Kumbhar et al., 2011) que ofrece un nivel de paralelizacion y optimizacion dificil de superar
en el contexto de métodos de solucion directa.
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2. METODOLOGIA

Desde un punto de vista general el problema de paralelizar el c6digo de elementos finitos del
que se dispone, se reduce a lo siguiente:

» Inicializar las estructuras de datos que son modificadas simultineamente por los hilos
(threads).

Dividir el trabajo de forma tal de evitar secciones criticas.

Prohibir estrictamente el uso de polimorfismo en las operaciones del nicleo.

Evitar el uso de variables estdticas para obtener codigo reentrante (reentrant code).
» Verificar que las funciones llamadas por los hilos sean reentrantes.

A continuacion se da una descripcion detallada de cada uno de los puntos. Se paralelizan el
ensamblado de los vectores y matrices globales, aunque en lo que sigue se hace especial énfasis
en el ensamblado de las matrices globales.

2.1. DIVISION CONCURRENTE DE LA ESTRUCTURA DE SOPORTE

Al realizar el ensamblado de la matriz global es necesario procesar los cdlculos elementales
de todos los elementos del problema; estos cdlculos serdn la unidad o kernel de paralelizacion.
Sin embargo no es posible realizar el cdlculo de todos los elementos de forma concurrente ya
que es esperable que dos elementos diferentes realicen aportes a un mismo grado de libertad,
lo cual da lugar a que se intente sumar un valor a una misma componente de la matriz global
de forma simultanea entre dos hilos (threads), produciendo una condicién de carrera (race con-
dition). Para poder realizar los célculos elementales de forma concurrente y thread safe seré
necesario realizar una divisién en conjuntos de elementos que no posean ningtin grado de li-
bertad en comun. Ese proceso de division lo realizaremos mediante un algoritmo de coloreo,
donde cada elemento se colorea con un color que actia como identificador del conjunto. Luego
se pueden procesar de forma concurrente todos los elementos de un mismo color, ensamblando
en paralelo las contribuciones elementales sobre la estructura que implementa la matriz global.

El algoritmo de coloreo debe cumplir con dos condiciones que en general suelen ser opues-
tas: que se realice un coloreo con la menor cantidad de colores posible y que su ejecucion esté
dado por un tiempo razonable. Lo primero garantiza que se podrd utilizar la paralelizacion de
forma mas eficiente, y lo segundo que el proceso de coloreo no compita en recursos con el
ensamblaje de la matriz global.

En las subsecciones siguientes se explica la estructura de datos que se utiliz6, el algoritmo
de coloreo y sus resultados.

2.1.1. ESTRUCTURA DE GRAFO DUAL

Como se dijo en la seccién anterior el coloreo se realiza por elementos de la malla. Esto
pone en manifiesto la necesidad de calcular el grafo dual (de Berg et al., 2008) asociado a esa
malla para poder realizar el coloreo. Este grafo condensa en su estructura la informacion de las
adyacencias de elementos. Sea G, el grafo dual de una malla M. Luego G, tendrd un vértice
por cada elemento de la malla asociada. Dendtese al elemento de M correspondiente al vértice
i de Gaq como e (). Entonces habrd una arista entre los vértices i y j de G si los elementos
e (i) y e(j) son adyacentes. Es decir que los vértices de G se corresponderdn con las caras
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compartidas entre elementos de M. En la figura 1 podemos ver una malla y su grafo dual. Se
puede demostrar que toda malla posee un grafo dual asociado.

En la implementacion se procedié a utilizar funciones de la biblioteca METIS (Karypis,
2011). Esta biblioteca ofrece funcionalidad para realizar particionamiento de grafos, o en par-
ticular mallas de Elementos Finitos. La biblioteca recibe como pardmetros el grafo de la malla
en formato Compress Store Format (CSR), retornando el grafo dual también en formato CSR.

Figura 1: Una malla, en color negro, y su grafo dual asociado, aristas azules y nodos rojos

2.1.2. ALGORITMO DE COLOREO

El objetivo del algoritmo de coloreo sera colorear con la minima cantidad de colores posible y
en un tiempo razonable. Esto como se dijo logrard una paralelizacion mds eficiente, debido a que
permitird poder repartir mas volumen de carga de trabajo a los distintos colores, minimizando
asi el overhead del trabajo completo. El problema de colorear se clasifica como un problema
NP-duro (Kubale, 2004), lo que implica en la practica que el no puede ser resuelto en tiempo
polinomial. Es por ello que se propone utilizar un método de coloreo dvido de tipo codicioso
(greedy), que consiste en realizar el coloreo aplicando una heuristica razonable, sacrificando la
optimalidad en la cantidad de colores de resultado.

Dicho método es el siguiente:

= Asignar al primer nodo un color
= Por cada nodo:

e Identificar el color de cada vecino

e Luego asignar el color minimo que no sea igual a algin color de su vecindad

Siempre y cuando el grafo no sea completo, el costo computacional no es alto. En la figura
2 se puede ver el resultado de aplicar el algoritmo a una malla estructurada.

Se realizaron pruebas de rendimiento sobre este algoritmo para medir sus dos pardmetros
claves: orden de complejidad computacional y cantidad de colores utilizados. Estas pruebas se
realizaron sobre mallas estructuradas de elementos triangulares, incrementando en cada malla
el nimero de elementos. La mallas utilizadas fueron de n x n nodos, i.e. (n — 1) x (n — 1) x 2
elementos. En la figura 3 se puede ver el resultado de las pruebas. Como se puede observar estos
resultados demuestran que el algoritmo posee un orden de complejidad lineal con la cantidad
de elementos de la malla, O () donde 7 es la cantidad de elementos en la malla. Ademads se
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puede ver que, para la malla estructurada propuesta, el nimero de colores utilizado es bajo y no
varia con el aumento de la cantidad de elementos de la malla.

Mesh Coloring
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Figura 2: Ejemplo de coloreo de una malla estructurada

2.2. PARALELIZACION DEL ENSAMBLAJE

Ya en parte se describi6 la algoritmia a seguir para paralelizar el ensamblaje de la matriz
global. Siendo més especificos se sigue la algoritmia propuesta por Farhat y Crivelli. (1989),
que se resume en la figura 4. Para que la paralelizacién propuesta sea aplicable a una gran
cantidad de problemas, primero los elementos se agrupan segun el tipo de problema, luego se
calcula el grafo dual asociado a ese grupo de elementos. Paso seguido se colorea el grafo dual
para particionar el conjunto de elementos en subconjuntos de elementos no adyacentes. De esta
manera no existen condiciones de carrera al ensamblar la matriz global y se puede procesar en
paralelo cada color de manera thread-safe.

En la figura 5 se pueden observar simplificadamente los médulos mds importantes que se im-
plementaron como parte de solucidn propuesta. En primera instancia se necesitan los conjuntos
de elementos coloreados. Situacion implementada por la clase CSRGraphStr, que basicamen-
te tiene los siguientes comportamientos:

= Calcula del grafo dual de la malla por medio del método Meshtodual.

= Obtiene el grafo coloreado por medio del método Greedy.

El ensamblaje en paralelo de la matriz global lo efectia la clase ParBlockMat rix siendo
sus métodos mds importantes Update y DryUpdate. Para que no se genere una seccion
critica relacionada al dimensionado de la matriz, se calcula su perfil antes de entrar en la etapa
de ensamblado y se pide la cantidad de memoria necesaria. Esto es realizado por el método
DryUpdate en conjuncién con la clase CSRwpMat rix. Basicamente se recorren todos los
elementos pero sin calcular sus contribuciones, determinando tnicamente en qué posicién de la
matriz global van a contribuir. A continuacién se muestra la secuencia de pasos que describe el
calculo del perfil de la matriz global y su asignaciéon de memoria:
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Figura 3: Tiempo vs. niimero de elementos. En cada punto del gréfico de dispersion se muestra
la cantidad de colores (NC) diferentes que utiliz6 el algoritmo

= Inicio de la etapa de asignacién de memoria: este inicializa las variables necesarias y
se prepara para la asignaciéon de memoria; se encuentra implementado en el método
openFillingStage.

= Recoleccion de informacion: se determina el espacio que se necesita en la matriz global
y se guarda dicha informacién mediante el método setDryvalue.

= Cierre de la etapa de asignacion de memoria: una vez recolectada la informacién de cuan-
to espacio es necesitado, se procede a pedir dicho espacio; este se encuentra implementa-
do en el método closeFillingStage.

Debido a la estrategia utilizada para paralelizar el ensamblaje de la matriz, s6lo hace falta
procesar en paralelo el bucle que recorre los elementos coloreados de un color dado. Luego,
como no se hace necesaria gran flexibilidad desde el punto de vista de manejo de los hilos
se eligié como API a OpenMP, que utiliza el modelo fork-join para la ejecucién de secciones
paralelas (Sato, 2002). Ademas a la razén ya mencionada, esta seleccion se realizé teniendo en
cuenta varios puntos relacionados con el software OOFELIE, entre estos se encuentran:

= Ser multiplataforma, debido a que OOFELIE esta siendo y debe continuar siendo sopor-
tado en varios sistemas operativos, entre los que podemos nombrar Windows y Linux.

= Soportar el lenguaje de programacién C++, dado que es el lenguaje en que esta imple-
mentado OOFELIE.

» Trabajar en la arquitectura de multiprocesadores de memoria compartida, a causa de que
OOFELIFE fue diseiado en principio para esta arquitectura.
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Figura 4: Diagrama de la estrategia computacional.

3. RESULTADOS

Para probar el rendimiento del método propuesto, en dos médquinas de distintas presenta-
ciones se realizaron pruebas de speedup, eficiencia, escalabilidad y de comparacién de tiempos
entre etapas. Cabe destacar que las pruebas con un thread se realizaron con el algoritmo paralelo
propuesto, limitando la cantidad de hilos en la ejecucion. Para llevar a cabo las pruebas se resol-
vi6 un problema de conduccion de calor transiente. Se utilizé el MEF para discretizarlo y a pesar
de que se corrieron problemas lineales se hizo uso del esquema iterativo Newton-Raphson. A
parte de esto, la formulacién del problema difiere de su habitual formulacién discreta MEF, ya
que se introduce una burbuja cuasi-estdtica para estabilizarlo y asi eludir posibles oscilaciones
espurias caracteristicas de problemas de choque térmico.

3.1. EQUIPOS DE PRUEBA

Las pruebas de rendimiento se realizaron sobre dos equipos:
1. Equipo I: Computadora con 12 niicleos, hyperthreading desactivado:

= Dos procesadores Intel® Xeon' ' CPU X5680 @ 3.33GHz (6 niicleos fisicos cada
uno).

e 32 KB Cache L1 para instrucciones y 32 KB Cache L1 para datos por nicleo
fisico.

e 256 KB Cache L2 por niicleo fisico.

e 12 MB Cache L3 compartido.

= Memoria RAM: 98944852 KB.
2. Equipo II: Computadora con 4 niicleos, hyperthreading activado:

» Intel® Core'" i7-930 @ 2.80 GHz (4 nicleos fisicos).
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Figura 5: Médulos simplificados que intervienen en la paralelizacion

e 32 KB Cache L1 para instrucciones y 32 KB Cache L1 para datos por nucleo
fisico.

e 256 KB Cache L2 por ntcleo fisico.

e 8 MB Cache L3 compartido.

s Memoria RAM: 6 GB.

El primer equipo posee una arquitectura multi-procesador NUMA, con lo cual se tendrdn
accesos a memoria asimétricos. El segundo equipo tiene sélo un procesador por lo que latencia
de acceso a memoria es s6lo una. Es esperable obtener mejores speedups en el segundo equipo
debido a no se tienen accesos asimétricos a memoria. Un estudio mds detallado del comporta-
miento de la paralelizacion propuesta en arquitecturas NUMA se deja como trabajo futuro.

3.2. PRESENTACION Y ANALISIS

En la figura 6 se puede ver el resultado de las pruebas ejecutadas en el Equipo II. Para
realizar las pruebas se ha utilizado una malla de medio millén de elementos triangulares. En
la figura 6a se ve el speedup del ensamblaje de la matriz global. Se aprecia que para cuatro
threads, teniendo tanto threads como nucleos fisicos, se tiene un speedup de aproximadamente
3,6. Este resultado es positivo debido a que es muy cercano al limite tedrico maximo para
ese equipo. También se puede observar que a partir de los cinco threads comienza a afectar
la tecnologia HyperThreading, 1o que se ve reflejado en la curva de speedup. En la figura 6b
se presenta el grafico de eficiencia, el cual es otra métrica del rendimiento paralelo. Al igual
que en el speedup a partir de los cinco threads la curva empeora, como se esperaba, debido
a la tecnologia HyperThreading. En la figura 6d se puede ver que al aumentar la cantidad de
elementos del problema la eficiencia aumenta para una cantidad de cuatro threads. Por tltimo
en la figura 6¢ se realiz6 un grafico de barras que compara los tiempos esperados que consume
cada uno de los procesos del algoritmo utilizando cuatro threads. La tltima barra del grafico
es el tiempo total, es decir la composicién de tiempos del resto de las barras. El proceso que
mas tiempo consume es el de resolucion de la matriz global, utilizando Pardiso. Uno de los
tiempos de mayor interés es el del ensamblaje de la matriz global. Por dltimo se puede ver que
los tiempos de célculo del grafo dual y del coloreo no representan un alto costo computacional
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en comparacion al resto de los procesos.

En la figura 7 se pueden ver los resultados de las pruebas, realizadas de forma andloga, eje-
cutadas en el Equipo 1. Para realizar las pruebas se ha utilizado una malla de doce millones y
medio de elementos triangulares. Los resultados obtenidos en este equipo son muy diferentes a
los obtenidos en el equipo anterior. En la figura 7a se puede ver que si bien el speedup conse-
guido crece con el numero de threads, el crecimiento es lineal pero con una pendiente pequeiia.
Entonces para una cantidad de doce threads apenas se consigue un speedup de aproximadamen-
te 3,4. Este pobre resultado es evidente en la figura 7b donde se muestra la eficiencia obtenida,
la cual es una curva que rapidamente decrece. Debido a estos resultados se concluye que el
método propuesto no es eficiente para arquitecturas multi-procesador NUMA.

Debido a la anomalia presentada anteriormente se realizé un andlisis comparativo entre el
ensamblaje de la matriz global y la resolucion del sistema realizada por Pardiso. En la figura 8 se
pueden ver las graficas resultantes. En la figura 8b se ve que Pardiso alcanza un speedup mayor
al alcanzado por el ensamblaje de la matriz global, es decir que Pardiso consigue aprovechar
mejor los recursos computacionales del equipo. En la figura 8a se repite la misma conclusion
anterior. La clara ventaja de Pardiso puede deberse a dos motivos: la naturaleza diferente de los
problemas o a un mejor aprovechamiento de la arquitectura. Esto plantea una posible linea de
investigacion sobre optimizaciones en esta arquitectura.
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Figura 6: Prueba en Equipo II
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Figura 7: Prueba en Equipo I

4. TRABAJOS FUTUROS

Existen una variada cantidad de mejoras a realizar sobre el método presentado. Algunas de
éstas son:

» Efectuar optimizaciones al algoritmo mediante instrucciones vectoriales. En particular
utilizando el nuevo set de instrucciones Advanced Vector eXtensions (AVX) que se incor-
poré en las ultimas series de procesadores de AMD e Intel. Para sacar provecho se debera
reformular el algoritmo y las estructuras de datos utilizadas.

» Realizar modificaciones al médulo de almacenamiento en disco de la historia de resulta-
dos de forma tal que: permita realizar escrituras cada un lapso de tiempo determinado y no
cada paso de tiempo; soporte la escritura asincrona a disco mediante la biblioteca Intel’s
C/C++ aynchronous input/output (Intel’s C/C++ AIQO), permitiendo liberar al procesador
de la tarea de escritura, permitiendo asi una mejor performance.

» Estudiar en detalle el comportamiento de la solucién propuesta en arquitecturas NUMA,
y detectar posibles mejoras para obtener una escalabilidad razonable.
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Figura 8: Andlisis comparativo entre Pardiso y Updates en Equipo I

5. CONCLUSION

En el presente trabajo se present6 un enfoque para la paralelizacion de un cédigo del MEF
de proposito general. El mismo permite aprovechar el poder de calculo de las computadoras que
utilizan arquitecturas SMP y NUMA para acelerar el cdlculo del MEF. Esto se hizo logrando
mantener las caracteristicas benéficas de la Orientacién a Objetos sobre la que fue disefiado el
programay a su vez alcanzando un buen speedup para arquitecturas de memoria compartida con
un solo socket. Ademads se identificé un problema en arquitecturas NUMA, donde el speedup
alcanzado no se condice con las caracteristicas técnicas del equipo. Esta situacion plantea una
nueva linea de investigacion destinada a resolver esta cuestion.
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