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Resumen. En mecánica estadística las propiedades macroscópicas de un sistema se obtienen a partir 

de los promedios estadísticos de sus correspondientes propiedades microscópicas. En general, la 

función de probabilidad necesaria para realizar dichos promedios resulta de resolver la ecuación 

diferencial de Fokker-Planck del sistema para el problema en consideración. 

En particular, en el estudio de las propiedades electro-ópticas de macromoléculas resulta de interés 

conocer la función de distribución orientacional de las partículas en un campo eléctrico. Esta función 

representa la densidad de probabilidad de encontrar una macromolécula con una orientación 

comprendida dentro de un elemento diferencial de ángulo sólido en un instante dado.  

En este trabajo se procede a calcular la función de distribución orientacional de fragmentos de la 

molécula ácido desoxirribonucleico (ADN) descriptos con un modelo de uso frecuente en las técnicas 

electro-ópticas, denominado modelo de arco, con propiedades eléctricas caracterizadas mediante su 

carga eléctrica y su tensor polarizabilidad correspondiente. Se estudian los transitorios de la función 

de distribución orientacional que tienen lugar al aplicar y al suprimir el campo eléctrico sobre la 

solución. Para ello se procede a resolver la ecuación de Fokker-Planck del sistema dependiente del 

tiempo mediante el método de diferencias finitas. 
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1 INTRODUCCIÓN 

Las técnicas electro-ópticas, tales como las medidas de birrefringencia y dicroísmo 

eléctricos, constituyen algunas de las técnicas posibles para el estudio y caracterización de 

propiedades físicas de macromoléculas en solución (Fredericq y Houssier, 1973). 

Esencialmente, las técnicas electro-ópticas se basan en el estudio de la anisotropía óptica 

inducida en una solución por acción de un campo eléctrico externo. Éste último es requerido 

para que las moléculas, que en general poseen propiedades ópticas no isotrópicas, se orienten 

preferencialmente en el espacio y la solución exhiba también características ópticas no 

isotrópicas. En consecuencia, el estudio del proceso orientacional de moléculas en solución 

inducido por un campo eléctrico constituye un problema de gran interés para las técnicas 

electro-ópticas. Las mismas requieren, a efectos de realizar los promedios estadísticos que a 

ellas concierne, conocer la función de distribución orientacional o densidad de probabilidad de 

encontrar una molécula con una orientación comprendida entre Ω  y ΩΩ d . 

En el caso de soluciones salinas de fragmentos de ADN con longitudes de cadena 

relativamente cortas la función de distribución orientacional, una vez alcanzado el estado 

estacionario, viene dada por la función de distribución de Boltzmann. Por relativamente cortas 

se quiere significar no mayores a su longitud de persistencia, valor éste que depende de la 

fuerza iónica del medio (Weers y Stellwagen, 2002). Esta clase de comportamiento está 

directamente relacionado con la simetría cilíndrica que exhiben las propiedades físicas de las 

moléculas con estas dimensiones. Mas específicamente, es la simetría en las propiedades 

hidrodinámicas la que  conlleva a que la orientación preferencial de las moléculas se deba 

exclusivamente a la interacción entre sus propiedades eléctricas y el campo eléctrico aplicado 

y, dado el carácter conservativo de esta interacción, a que la función de distribución en el 

estado estacionario sea Boltzmanniana. 

Algunos resultados empíricos provenientes de experiencias electro-ópticas con fragmentos 

de ADN con longitudes de cadena mayores a su longitud de persistencia solamente pueden ser 

interpretados sobre la base de modelos moleculares asimétricos (Porschke, 1994). La falta de 

simetría hace que exista un acoplamiento de tipo hidrodinámico entre los movimientos de 

traslación y rotación de las moléculas (Brenner, 1964), proceso que conjuntamente a los 

torques de origen eléctrico determinan el proceso orientacional. El acoplamiento 

hidrodinámico es un fenómeno disipativo y, por lo tanto, la función de distribución en el 

estado estacionario no es Boltzmanianna, sino que debe calcularse a través de la ecuación de 

Fokker-Planck del sistema. 

En la actualidad, el efecto del acoplamiento hidrodinámico sobre las propiedades electro-

ópticas de fragmentos ADN descriptos con modelos asimétricos rígidos, tales como el modelo 

de macro-ión tipo varilla quebrada o el modelo de macro-ión tipo arco (MTA), eléctricamente 

cargados y polarizables, ha sido estudiado mediante métodos teóricos (Bertolotto et al. 2004, 

2010; Bertolotto, 2007; Umazano y Bertolotto, 2011) y con técnicas de simulación 

computacional (Porschke y Antosiewicz, 2005; Antosiewicz y Porschke, 2009). El análisis 

teórico requiere obligadamente la resolución de la ecuación de Fokker-Planck para el modelo 

implementado. Tal ecuación no es fácilmente resoluble y obliga a la implementación de 

métodos aproximados. Bertolotto et al. (2004) han reportado soluciones analíticas para el 

estado estacionario y para los transitorios (Bertolotto et al. 2010), en ambos casos obtenidas 

por métodos de perturbación. Las soluciones obtenidas por éste método son  adecuadas para 

describir la orientación de fragmentos de ADN inducida por campos eléctricos con 

intensidades de hasta cmKV2 , aproximadamente. Soluciones válidas para campos eléctricos 

de mayor intensidad fueron obtenidas por Umazano y Bertolotto (2009, 2011) empleando el 
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método de diferencias finitas (MDF) para resolver numéricamente la ecuación de Fokker-

Planck independiente del tiempo.  

En el presente trabajo se extienden los procedimientos numéricos anteriormente 

implementados (Umazano y Bertolotto, 2009, 2011) y se procede a resolver la ecuación de 

Fokker-Planck dependiente del tiempo para campos eléctricos de intensidad arbitraria. Se 

calculan los transitorios de la función de distribución que tiene lugar al aplicar y suprimir un 

pulso de campo eléctrico rectangular sobre una solución de fragmentos de ADN descriptos 

con el modelo MTA. A efectos de estimar los errores de  cálculo numérico se analizan 

algunos casos particulares en que la solución analítica exacta de la ecuación de Fokker-Planck 

es conocida. 

2 TEORÍA 

El sistema a estudiar es una solución diluida de fragmentos de ADN que se describen con 

el modelo MTA. La suposición de solución diluida permite omitir toda clase de interacción 

entre los fragmentos de ADN. La geometría de cada MTA se caracteriza por su arco de 

circunferencia de longitud 0S , su radio de curvatura R  y su ángulo de bending 02 . El MTA 

se dispone en el plano ''ZX  del sistema de coordenadas del cuerpo '''' ZYXO , cuyo origen 

'O  coincide con el centro de masa del MTA.  

Las propiedades eléctricas del modelo son su carga eléctrica q  y su tensor polarizabilidad 

eléctrica ][ E , con elementos principales E

xx '' , E

yy ''  y E

zz '' . Las propiedades hidrodinámicas 

del MTA están caracterizadas por su tensor de difusión rotacional ][R , con elementos 

principales ''xxR , '' yyR  y ''zzR , y el tensor de difusión de acoplamiento traslación-rotación ][P , 

con elementos no nulos ''zyP  y '' yzP .  

Consideramos que las moléculas se encuentran inicialmente orientadas al azar y que en 

cierto instante se aplica sobre la solución un pulso de campo eléctrico rectangular en la 

dirección del eje Z  del sistema de coordenada del laboratorio.  

En cada instante, la posición y orientación del MTA con respecto al sistema de 

coordenadas del laboratorio XYZ  están dadas por las coordenadas zyx ,,  del origen del 

sistema de coordenadas del cuerpo y por los ángulos de Euler  ,   y  . 

Sea  tf ,,Ωr , donde zyx ,,r  y  ,,Ω , la función de distribución orientacional 

o densidad de probabilidad de encontrar una molécula con coordenadas entre Ωr,  y 

ΩΩrr dd  ,  en el instante t  respecto del sistema del laboratorio. Para determinar 

 tf ,,Ωr  debemos resolver la ecuación de Fokker-Planck del sistema. La misma viene dada 

por (Bertolotto, 2007) 

 ),,(
1),,(

, tg
gt

tf
ΩrJ

Ωr
Ωr 



 
 ,                                           (1) 

donde   /,/,/,/,/,/, zyxΩr


, 2sing  es el determinante del tensor 

métrico, y ),,( tΩrJ  es el vector corriente de probabilidad que se expresa en función de los 

momentos de deriva y difusión 1M  y ][ 2M , respectivamente, de la siguiente manera 

),,(][
2

1
),,(),,( ,21 tfMtft ΩrΩrMΩrJ Ωr


.                                   (2) 
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La Ec.(1) se puede desarrollar empleando un sistema de coordenadas locales y 

posteriormente realizando la transformación al sistema de coordenadas del laboratorio.  La 

deducción es algo extensa y los detalles de la misma son descriptos por Bertolotto (2007). 

Bajo la suposición de que el movimiento electroforético no alcanza a modificar 

apreciablemente la concentración espacial de moléculas en el tiempo en que se alcanza el 

equilibrio orientacional, por lo que la función de distribución resulta independiente de las 

coordenadas de posición, la ecuación de Fokker-Planck para el problema que nos concierne 

resulta (Bertolotto, 2007) 
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donde 
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En las ecuaciones anteriores Bk  es la constante de Boltzmann, E  la intensidad del campo 

eléctrico aplicado y T  la temperatura absoluta. 

A partir de la Ec.(3) se observa que la función de distribución orientacional es 

independiente del ángulo  . Esto se debe  a que el campo eléctrico induce una simetría 

cilíndrica en el sistema alrededor del eje Z . 

Por conveniencia, en este trabajo expresamos la función de distribución orientacional de la 

siguiente manera 

                                                           tfftf E ,,,, 0   ,                                         (4) 
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donde 0f  representa la función de distribución orientacional en el instante inicial, es decir 

antes de aplicar el campo eléctrico, y el término  tf E ,,  representa las modificaciones en 

el instante t  después de aplicado el mismo. Dado que inicialmente no había dirección 

preferencial en el espacio el término 0f  es simplemente una constante. 

Reemplazando la Ec.(4) en la Ec.(3) se encuentra que la modificación  tf E ,,  en la 

función de distribución orientacional satisface la siguiente ecuación diferencial  

                       
t

tf
fQtfQ

E
E






),,(
),,(ˆ 0

00


 ,                                    (5) 

donde 00

22222 QQQQQQQ   


. 

3 PROCEDIMIENTOS NUMÉRICOS 

Para determinar la función de distribución debemos básicamente resolver la Ec.(5) para 

determinar  tf E ,,  y posteriormente reemplazar ésta en la Ec.(4). A tal efecto, empleamos 

el método de diferencias finitas (MDF). Empezamos aproximando derivada temporal presente 

en la Ec.(5) de la siguiente manera 
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fQtfQ  .      ...,3,2,1k           (6) 

La ecuación anterior se resuelve iterativamente para determinar los valores que adopta la 

función  k

E tf ,,  en el instante ttt kk  1  en función de los valores que adoptó esta 

misma función en el instante previo 1kt . La condición inicial viene dada por 

  0

0,, ftf E  , donde 00 t  es el instante en que se aplica el pulso de campo eléctrico 

rectangular. Este procedimiento no sólo permite estudiar el crecimiento de la función de 

distribución hasta alcanzar el estado estacionario, sino también el transitorio que tiene lugar al 

suprimir el campo eléctrico. Para ello simplemente debemos continuar el proceso iterativo 

recién descripto y hacer 0E  en las ecuaciones. 

Siguiendo el MDF, para cada iteración temporal dicretizamos el dominio de las variables 

angulares   y  ; es decir, construimos una grilla de puntos discretos igualmente espaciados 

l , m  sobre el rango  0  y  20  . Sea n  y n  al número de puntos discretos 

de la grilla según las direcciones   y   respectivamente. Cada punto interior de la grilla es 

generado por las relaciones 
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con 00  , 00  , 


1-n  y 


21 n . Los espaciamientos entre puntos adyacentes de 

la grilla son  1/   n  y  1/2   n . 

Utilizando la aproximación de diferencia central se obtienen las siguientes aproximaciones 

para las derivadas de Ef  respecto de las variables angulares evaluadas en los nodos de la 

grilla 
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donde los subíndices kji ,, , con 1,  lli  y 1,  mmj , que acompañan a Ef  significan 

que la función debe evaluarse en el punto ji  ,  y en el instante kt . Emplearemos esta 

nomenclatura en el resto del trabajo. 

Utilizando las aproximaciones anteriores para las derivadas, la Ec.(6) resulta 
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donde los iH , con 8...,,2,1i , son coeficientes independientes del tiempo dados por la 

siguientes expresiones 
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Al variar l  desde uno hasta 2n  y m  desde uno hasta 2n , la Ec.(7) genera un 

conjunto de    22   nn  ecuaciones lineales para los  nn   valores que adopta la 

función Ef  en los puntos de la grilla.  

Un conjunto de ecuaciones adicionales se obtienen al aplicar las condiciones de contorno. 

Para nuestro problema requerimos que en cada instante kt  la densidad de probabilidad f  y la 

componente J  del vector corriente de probabilidad sean funciones periódicas en   con 

período 2 , mientras que para la variable   aplicamos condiciones de tipo reflexivas, es 

decir requerimos que la componente J  del vector corriente de probabilidad se anule en los 

extremos 0  y   . La periodicidad de f  y J  conducen, respectivamente, a las 

siguientes relaciones 
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     (9) 

Mientras que la nulidad de J  en 0  y    implican que se satisfagan, 

respectivamente, las siguientes igualdades 
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En la deducción de las Ecs.(10) y (11) se han reemplazado las derivadas respecto a   con 

la aproximación de diferencia hacia adelante y hacia atrás respectivamente, en vez de emplear 
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diferencia central. Además, en dichas deducciones se ha recurrido a la independencia de Ef  

con respecto a la variable   en las regiones 0  y   . Esto último se debe a que para los 

valores extremos de   las rotaciones en   corresponden a giros alrededor de la dirección del 

campo eléctrico y a la simetría azimutal del sistema respecto a esta dirección. 

Observemos que en la Ec.(9) hemos introducido puntos de la grilla que son ficticios, en el 

sentido que no pertenecen al dominio del problema. Los puntos ficticios corresponden a 

ensanchamientos de la grilla hacia puntos con coordenadas   0  y 


 1n  

donde la función adopta valores E

klf ,1,  y E

knlf ,, 
. Al incorporar los puntos ficticios, la Ec.(7) 

aporta ahora    nn  2  ecuaciones que se generan haciendo 2...,,2,1  nl  y 

1...,,2,1,0  nm . Nuestro problema consiste en resolver el conjunto de  2  nn  

ecuaciones generadas por las Ecs.(7) a (11) con  2  nn  incógnitas constituidas por los 

valores E

kmlf ,,  que adopta la función en el instante kt  . Hecho esto, los valores en los puntos 

ficticios son descartados porque no tienen significado físico alguno. 

Finalmente, la función de distribución orientacional que se obtiene se normaliza para que la 

probabilidad de encontrar una partícula en cualquier orientación, en un instante dado, sea 

igual a uno; es decir 
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tf

E
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donde  tfN ,,  representa la función de distribución orientacional normalizada. 

La integral presente en la Ec.(12) se resuelve numéricamente utilizando la regla del 

trapecio. 

Dado que el valor de 0f  esta definido a excepción de una constante de normalización, al 

momento de realizar los cálculos  elegimos arbitrariamente 10 f . 

4 RESULTADOS 

Todos los cálculos se realizaron empleando el software MATLAB 7.12.0. Se empleó una 

grilla con 91n  y 91n  puntos según las direcciones   y   respectivamente, y un 

incremento de tiempo st 2.0 . Los parámetros eléctricos e hidrodinámicos utilizados son 

característicos de fragmentos de ADN de 600 A  de longitud de arco (Bertolotto et al. 2010) y 

se asignó a la temperatura el valor 293 K.  

Se consideraron dos casos: campos eléctricos de intensidad relativamente baja 

( cmKVE 2 ) y campos eléctricos de intensidad relativamente alta ( cmKVE 20 ). En 

todos los casos se consideraron pulsos de campo eléctrico rectangular con una duración de 

s20 . La ecuación de Fokker-Planck se integró desde el momento en que se aplica el campo 

eléctrico y hasta s20  después de suprimido el mismo. La duración del pulso de campo 

eléctrico rectangular, así como el período que continúa a la supresión del mismo, se eligieron 

suficientemente largos como para que el sistema alcance en este tiempo un estado 

orientacional de carácter estacionario. 

La Figura 1 muestra los valores de la función de distribución orientacional en diferentes 

instantes de tiempo obtenidas con el MDF para un campo eléctrico de intensidad 
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cmKVE 2 . Los instantes de tiempo elegidos para esta ilustración, al igual que para las 

siguientes, describen el comportamiento típico del sistema. Inicialmente las moléculas están 

orientadas al azar, por lo que la función de distribución orientacional en st 0  es 

independiente de los ángulos   y  . Después de aplicado el campo eléctrico las moléculas 

comienzan a orientarse preferencialmente, situación que se aprecia en la Figura 1a, donde se 

muestra la función de distribución orientacional en st 2 . La Figura 1b muestra los 

resultados una vez que el sistema ha alcanzado el estado estacionario ( st 20 ). Finalmente, 

después de eliminar el campo eléctrico las moléculas comienzan a desorientarse (Figura 1c) 

hasta alcanzar un nuevo estado estacionario con una distribución de orientaciones aleatoria 

(Figura 1d). En la Figura 1b se muestran juntos los resultados obtenidos con el MDF y con el 

método de perturbaciones (MP) desarrollado por Bertolotto et al. (2004) para resolver la 

ecuación de Fokker-Planck estacionaria. La diferencia relativa porcentual entre ambos 

cálculos varía para diferentes ángulos y su valor máximo es igual a 1,5 %, aproximadamente. 

 

 

Figura 1: Función de distribución orientacional en diferentes instantes de tiempo para E = 2 KV/cm. El 

campo eléctrico se aplica en st 0  y se suprime en st 20 . (a) Valores calculados con el MDF () 

para st 2 . (b) Valores calculados con el MDF () y con el MP () para st 20 . (c) Valores 

calculados con el MDF () para st 2.20 . (d) Valores calculados con el MDF () para st 40 . 

En la Figura 2 se muestra la evolución temporal de la función de distribución orientacional 

para un campo eléctrico de intensidad cmKVE 20 . Estos resultados, obtenidos con el 

MDF, no son contrastables con los correspondientes del desarrollo en perturbaciones dado que 

éste último es una buena aproximación solamente para campos eléctricos de baja intensidad. 

En las Figura 1 y 2 se observa que para campos eléctricos de baja intensidad la densidad 

probabilidad de encontrar una molécula es mayor para ángulos   y   próximos a 2/ , 
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mientras que para campos eléctricos altos la densidad de probabilidad es mayor para   

próximo a 4/  y   próximo a 4/  o 4/3 . 

 

Figura 2: Función de distribución orientacional en diferentes instantes de tiempo para E = 20 KV/cm. 

El campo eléctrico se aplica en st 0  y se suprime en st 20 . (a) Valores calculados con el 

MDF () para st 2 . (b) Valores calculados con el MDF () y con el MP () para st 20 . (c) 

Valores calculados con el MDF () para st 2.20 . (d) Valores calculados con el MDF () para 

st 40 . 

A fin de estimar error de cálculo numérico cometido con el MDF se resolvió el caso 

particular en el que las moléculas poseen simetría cilíndrica y son eléctricamente neutras 

( 0q ). Los resultados se muestran en las Figuras 3 y 4 para campos eléctricos de intensidad 

cmKVE 2  y cmKVE 20 , respectivamente. En este caso, donde las moléculas se 

consideran con carga cero, la función de distribución orientacional en el estado estacionario se 

sabe es la función de distribución de Boltzmann (FDB). Las Figuras 3b y 4b muestran la 

coincidencia entre la solución numérica de la ecuación de Fokker-Planck y la solución 

analítica dada por la FDB, siendo el error relativo porcentual máximo aproximadamente igual 

al 1 %. A su vez, debido a la simetría cilíndrica aquí considerada, al suprimir el campo 

eléctrico las propiedades electro-ópticas, tal como el dicroísmo eléctrico, deben decaer mono-

exponencialmente (Fredericq y Houssier, 1973) con un tiempo de relajación 

   '''' 6/16/1 yyxx RR  . Empleando la función de distribución orientacional obtenida con el 

MDF para calcular el dicroísmo eléctrico se encontró que las curvas de decaimiento del 

mismo son del tipo mono-exponencial, con un error relativo porcentual que depende del 

tiempo y que alcanza un valor máximo para los casos analizados igual a 5 %, 

aproximadamente.   
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Figura 3: Función de distribución orientacional en diferentes instantes de tiempo para el caso 

particular de moléculas con simetría cilíndrica, eléctricamente neutras y un campo eléctrico de 

intensidad E = 2 KV/cm. El campo eléctrico se aplica en st 0  y se suprime en st 20 . (a) 

Valores calculados con el MDF () para st 2 . (b) Valores calculados con el MDF () y con la 

FDB () para st 20 . (c) Valores calculados con el MDF () para st 2.20 . (d) Valores 

calculados con el MDF () para st 40 . 
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Figura 4: Función de distribución orientacional en diferentes instantes de tiempo para el caso 

particular de moléculas con simetría cilíndrica, eléctricamente neutras y un campo eléctrico de 

intensidad E = 2 KV/cm. El campo eléctrico se aplica en st 0  y se suprime en st 20 . (a) 

Valores calculados con el MDF () para st 2 . (b) Valores calculados con el MDF () y con la 

FDB () para st 20 . (c) Valores calculados con el MDF () para st 2.20 . (d) Valores 

calculados con el MDF () para st 40 . 

3 CONCLUSIONES 

Se implementó el MDF para resolver la ecuación de Fokker-Planck dependiente del tiempo 

a fin de conocer la función de distribución orientacional de fragmentos ADN en presencia de 

un campo eléctrico. Se caracterizaron las propiedades físicas de los fragmentos de ADN con 

el modelo MTA y se consideró al sistema inmerso en una solución salina. Se resolvió la 

ecuación de Fokker-Planck para estudiar tanto el transitorio de la función de distribución que 

tiene lugar al aplicar un pulso de campo eléctrico rectangular, así como aquel que ocurre 

después de suprimir el mismo. El trabajo constituye un avance respecto de trabajos anteriores 

donde se había tratado con el problema únicamente en el estado estacionario, o incluido los 

transitorios en la aproximación de campos eléctricos de baja intensidad (hasta cmKVE 2 , 

aproximadamente). 

Los errores de cálculo numérico fueron estimados para algunos casos particulares en que la 

solución analítica de la ecuación de Fokker-Planck es una función conocida. Se encontró que 

el error relativo porcentual en el estado estacionario oscila entre el 1 y 2 %. Además, 

empleando los resultados numéricos obtenidos de la función de distribución se analizaron los 

transitorios del dicroísmo eléctrico para algunos casos particulares y se obtuvieron acuerdos 

cuantitativos con las expresiones analíticas válidas en esos casos, con una diferencia 

porcentual de hasta el 5 %, aproximadamente. 

Se espera en un futuro poder aumentar la precisión del presente cálculo de la función de 

distribución y sobre esta base extenderse en el estudio de las propiedades electro-ópticas de 

fragmentos de ADN. 
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