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Resumen. El Método de Puntos Finitos (MPF) se enmarca dentro de los métodos libres de malla basa-
dos en una formulacién fuerte del problema, los cuales presentan como principal ventaja el hecho de que
no requieren subdividir un dominio en elementos mds pequefios. El MPF usa particulas o puntos para
discretizar un cuerpo los cuales pueden estar distribuidos sobre el dominio de manera libre. Una de las
principales dificultades presentes en el uso de un método sin malla, basado en un esquema de colocacién
como el MPF, corresponde a la imposicién de las condiciones naturales en el borde. Cuando no se utilizan
técnicas apropiadas para implementar este tipo de condiciones, el método resultante presentard ciertas
inestabilidades, conocidas como "Tensile Instability". El presente trabajo tiene por objetivo analizar las
diferentes alternativas existentes para imponer la derivada en el contorno cuando se utiliza el MPF. Para
esto se implementardn diversos test con solucién analitica conocida, de modo que sea posible comparar
la calidad de la aproximacién que se obtiene cuando se utiliza una norma del error.
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1. INTRODUCCION

Diversos trabajos de investigacion desarrollados durante la ultima década permiten com-
prender el importante avance en la aplicaciéon de un nuevo tipo de técnicas numéricas que a
diferencia de los métodos tradicionales, como el de elementos finitos (MEF) o volimenes fi-
nitos (MVF), no requieren de una subdivisién o malla del dominio. Se ha denominado natu-
ralmente a estas técnicas métodos sin malla o libres de malla (MFree). Estas comprenden un
conjunto de métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones diferenciales parciales con
condiciones de contorno, a partir de distribuciones de puntos regulares o irregulares. Mayores
detalles acerca de estas técnicas y sus ventajas se pueden encontrar en Liu (2003); Liy Liu
(2004); Liu 'y Gu (2005); Chen et al. (2006). Las principales caracteristicas presentes en toda
formulacion mediante MFree son basicamente: el tipo de interpolacién o aproximacion utili-
zada para obtener la funcion incdgnita, la forma de realizar el proceso de discretizacion para
obtener el sistema de ecuaciones, y la implementacién de las condiciones de contorno pres-
cristas. Se debe tener presente al hablar de MFree que existen técnicas en las cuales la funcién
incdgnita se aproxima mediante interpolacion (es decir se reproducen en forma exacta los valo-
res nodales), a diferencia de otras en donde es posible utilizar simplemente una aproximacion
de los valores nodales. En este tltimo caso la funcién aproximada pierde el cardcter de ser un
verdadero interpolante en los nodos. Ademds, dependiendo del procedimiento que se utilice
para la discretizacion del sistema de ecuaciones, es posible distinguir dos familias de MFree:
aquellos basados en una formulaciéon débil del problema (WF) y los basados en una formu-
lacion fuerte o colocacion (SF). De entre los MFree mds representativos basados en una WF
vale la pena mencionar a: Diffuse Element (DE) (Nayroles et al., 1992), Element Free Galer-
kin (EFG) (Belytschko et al., 1994b), Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) (Liu et al.,
1995), Point Interpolation Method (PIM) (Liu y Gu, 2001), Local Radial Point Interpolation
Method (LR-PIM) (Liu y Gu, 2001b), HP Clouds Method (Duarte y Oden, 1996) y Partition of
Unity Finity Element Method (PUFEM) (Babuska y Melenk, 1996). En la categoria de MFree
en los cuales se utiliza un esquema de colocacion es posible mencionar a: Generalized Finite
Difference (GFD), Finite Points Method (FPM) 6 Método de Puntos Finitos (MPF) Onate et al.
(1996); Oriate y Idelsohn (1998); Onate et al. (2001); Perazzo et al. (2008), The HP-Meshless
Cloud Method (Liszka et al., 1996) y The Meshfree Collocation Method (Zhang et al., 2001).
El avance en la investigacion de los MFree ha permitido distinguir a través del tiempo algunas
oportunidades cuando se aplican estas en técnicas para resolver problemas del dmbito de la Me-
canica Computacional (Chen et al., 2006). Por ejemplo, en el caso de los MFree basados en SF,
hoy en dia se reconocen las siguientes ventajas (Liu y Gu, 2005): son una técnica totalmente
libre de malla, las ecuaciones discretas se obtienen directamente a partir de las ecuaciones en
derivadas parciales que gobiernan la fisica del problema y su implementacién computacional es
rapida y sencilla. Sin embargo, de cara a obtener resultados satisfactorios, existen dos aspectos
importantes que se deben tener presente al aplicar estas técnicas. El primero de ellos estd rela-
cionado con la calidad de la funcién de forma y el segundo con la imposicién de las condiciones
de contorno que contienen las derivadas de la funcién incégnita (condiciones de Neumann o Na-
turales). Por ejemplo, en el caso del MPF, se ha utilizado una técnica de estabilizacién basada
en el procedimiento del Célculo Finitesimal (Perazzo et al., 2003), para imponer las condicio-
nes en derivadas. Si bien esta técnica ha demostrado ser eficiente en la mayoria de los casos
Perazzo et al. (2008); Pérez-Pozo et al. (2009); Angulo et al. (2009), el uso de la misma supone
la presencia de ciertos términos adicionales en las ecuaciones del contorno, los cuales, depen-
diendo de la discretizacién del problema pueden llegar a ser despreciables o muy pequefios.
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Por consiguiente, en estos casos, no siempre se logra el efecto deseado de estabilizacion de la
solucion. En el presente trabajo se analizan nuevas formas para imponer las ecuaciones en con-
tornos de Neumann en el MPF, en particular se comparan los resultados que se obtienen cuando
se utilizan estas técnicas para diversos test con solucién analitica conocida. Si bien estas téc-
nicas presentan diferentes comportamientos, queda de manifiesto que cuando no se las utiliza,
el método resultante presenta problemas de estabilidad con una pobre exactitud en la solucion,
sobre todo en discretizaciones irregulares de puntos.

2. APROXIMACION SIN MALLA EN EL METODO DE PUNTOS FINITOS.

Considérese un dominio local §2; de aproximacién para una funcién u(z) y un conjunto de
puntos n; con ¢ = 1,2, ..., n cuyas coordenadas x; € €);. Estos dominios locales en el contexto
de los MFree se conocen como nubes de aproximacion de un nodo estrella n;, donde el indice
I indica el punto en donde se debe realizar la aproximacion. Teniendo esto en consideracion, es
posible plantear una aproximacion de la funcion incégnita u(x) en el interior de €); segin

u(x) 2 a(@) = Y py(a)a, =p'(x)a Ve Q, Vr €, (1)
g=1
aT:[Ozl Qg ... am] 2)

El vector p(z) se conoce como "base de interpolacion”, y esta constituido la mayor parte de
las veces por monomios que aseguren una reproduccién completa del espacio estudiado. Si se
considera como ejemplo la situacion en un espacio bidimensional, con un polinomio cuadrético
(m = 6), se tendra

plx)=[1 = y 2* xy y*] 3)

La funcién incégnita u(z), entonces, puede ser evaluada en los n puntos correspondientes a
una nube €);, obteniendo

h h T
uh h o
U U p
2 2 2
uh = ~ =| "7 |a=Pa 4)
h ~h T
un un pn

donde u" = u(x;) corresponden a los valores que desconocidos, i/ = (x); los valores aproxi-
mados y finalmente el polinomio base p; = p(x).

En lo referente al nimero de puntos que constituyen una nube se debe sefialar que en el MPF
se cumple n > m, ya que en caso de una igualdad se tendria un procedimiento similar al del
MEF para el calculo de funciones de forma. Con esta consideracion se observa que la matriz P
en (4) no es cuadrada, por lo que no serd posible obtener directamente los valores de u? Este
problema se resuelve al determinar los valores de @", tal que minimicen la suma ponderada
del error cuadratico cometido en la aproximacién, método conocido como Weight Least Square
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(WLS). Esto corresponde precisamente a plantear

m

j=1
La funcién de ponderaciéon w considerada en el presente trabajo ha sido la funcién de Gauss.

Para mayores antecedentes referentes a esta funcién, como también otras alternativas planteadas
en MFree, se puede consultar (Perazzo et al., 2003) y (Ortega, 2004).

Reemplazando la ecuacién (1) en (5) y minimizando con respecto a los coeficientes «, se
obtiene

a =P, (6)
donde

P/'=A/'B; (7)

La matriz A(z;) se conoce como matriz de momentos, donde, se tiene respectivamente

A=P'WP (8a)

B=P'W (8b)

Substituyendo el valor de « de la ecuacion (6) en (1), se obtiene una aproximacién de la
siguiente forma

u(z) =p" (x)P;'u" Vo e )
donde se designara a las funciones de forma segin
o =pl(x)P;' i=1,....,n (10)
Se debe notar que de acuerdo con el cardcter de minimos cuadrados de la aproximacion

u(z;) ~ u(x;) #u! (11)

Esto significa que los valores locales de la funcién aproximada no coinciden con los valores
nodales de la funcién incégnita. De esta forma se obtiene finalmente un método de aproxima-
cién segin

N
u(@) ~ Y dilw)ul (12)
j=1

Las aproximaciones del tipo WLS dependen tanto de la forma como de la manera en que
se implementa la funcion de ponderacién w(z; — ;). Esta funcién de ponderacién tiene por
finalidad otorgar un caricter local a la aproximacidn, situacién que se refleja en que esta solo
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toma valores dentro de la nube de influencia de cada nodo estrella y se anula fuera de esta. Es
asi como se puede plantear

w(x;—z)=1, z==1
W, —2z)=< wE,—z)>1, Vel (13)
w(xy —z) =0, Vo &

En los casos en que la funcién de ponderacién es mévil, el método resultante se conoce
como Moving Least Squares (MLS), sin embargo, el el caso del MPF se utiliza una funcién de
ponderacion fija, procedimiento denominado como Fixed Least Squares (FLS). En el presente
trabajo se ha utilizado como funcién de ponderacidn la funcién de Gauss, la cual se define como

d;

(37(%) — ef(g)
8

1 — e_(ﬁ)
donde d; es la distancia existente entre un nodo x; cualquiera de la nube €2; y el nodo estrella z;,
B = kd,, siendo d,,, la distancia entre el nodo estrella y el nodo mas alejado del subdominio.
El factor s es una constante que debe ser ligeramente mayor a la unidad, con el propdsito de
asegurar que la funciéon de ponderacién no se anule en los puntos extremos del subdominio.
Finalmente se define v = (/w con w un pardmetro de control de la ponderacién asignada a

los puntos que componen la nube. Su rango se recomienda entre 1.5 a 3.5. La gréfica de esta
funcidn se observa en la figura 1

0.8+
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Figura 1: Funcién de Gauss en una Interpolacién 1-D mediante Minimos Cuadrados Ponderados.

3. TECNICAS PARA IMPONER CONDICIONES DERIVADAS DE BORDE.

Como se menciond, en el presente trabajo se busca analizar el comportamiento de algunas es-
trategias propuestas a la fecha para imponer Condiciones Naturales de Borde (DBC) en el MPF
(Liu y Gu, 2005). La principal motivacién de esto, corresponde al hecho de que en trabajos
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anteriores se ha demostrado que al imponer condiciones de tipo Dirichlet es posible encontrar
soluciones de gran exactitud, situacion que no se replica cuando se tienen condiciones de Neum-
man, ya que pequeilos cambios en la configuracion del problema, pueden conducir a grandes
cambios en la solucion (Onfate et al., 2001),(Perazzo et al., 2004),(Perazzo et al., 2008). En lo
sucesivo, para el desarrollo de esta seccidn, se consideraran las ecuaciones unidimensionales
(15) y (16) correspondientes a la ecuacion del dominio y en el contorno donde se prescriben
derivadas, respectivamente. El problema asi definido es de segundo orden en un determinado
dominio €2 , donde u corresponde al campo escalar desconocido, mientras que Fy, Fi, Fs, Gy
y (&1 son coeficientes dependientes del dominio. Por otro lado tanto ¢, como ¢, corresponden a
un término fuente que pueden ser también funcién del dominio estudiado.

Fy(x)u"(z) + Fi(x)u/(x) + Fo(z)u + ta(z) = 0 (15)

Gi(x)u'(x) + Go(x)u(z) + tp(z) = 0 (16)

Se considerard un dominio lineal consistente de /N puntos, por consiguiente habrd N — 2
puntos internos. De los puntos en el contorno se tomard el punto x; como un nodo de borde
con condicidn prescrita en derivadas. Considerando la aproximacion mediante el MPF definida
en el punto 2 (recordar ecuacién (12)), es posible plantear la funcion escalar u, su primera y
segunda derivada en un punto z; segin

ul = ®Tu (17)
du  d®T
2% 2 18
dx dx U (18)
Pul 2T
e 1
da? dx? u (19)

donde ® corresponde al vector que contiene los valores de las funciones de forma, y w a un
vector que agrupa los valores nodales calculados para aproximar la funcién desconocida.

La discretizacion de los nodos internos x;, segin un esquema de colocacion, se lleva acabo
reemplazando las ecuaciones (17), (18) y (19) en la ecuacion (15). De esta forma se obtiene:

d2T T

d®
FQ(ZL’Z)Wu + F1 (IEZ)%U + F0($Z)¢TU = _ta(xi) (20)

Utilizando notacion vectorial es posible obtener de forma compacta la ecuacién (20) como:

Ku=f; 21

Finalmente, cuando en el sistema anterior se agregan las condiciones de contorno, se obtiene
un sistema lineal dado por:

Ky NUn = a1 (22)

A continuacion se presentardn cuatro alternativas para imponer las ecuaciones de contorno de
Neumann en la solucién de (22). En cuanto a la manera de imponer las ecuaciones de contorno
de Dirichlet, esta no se abordaré en el presente trabajo pudiendo ser consultada en (Liu y Gu,
2005).
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3.1. Colocacion Directa.

En el caso de la Colocacién Directa (DC), las DBC serdn discretizadas mediante el MPF
haciendo uso de la derivada de la funcién de forma (18). Esto se traduce en que no existird un
tratamiento especial, sino que serdn impuestas de la forma convencional tal como se presenta
en la ecuacion (23).

la cual puede ser escrita en notacién matricial compacta como
%) Opn
R = [ Gl(%v)ﬂ +Go(zn)pr .. Gi(zn) 0 + Go(zn)Pn (24)
Ox Ox
obteniéndose la siguiente matriz de rigidez K
(K Ky - Kiv-1 Kin ]
Koy Ky -+ Kyn-y Koy
Kyi Kn2 -+ Kwv-pw-1y Knn-ywn
| Knv1 Kn2 - Kyv- Knn |
Por otro lado el vector F quedaré definido por
_ T
Fle = [ u —ta(ZCQ) Ce —ta(SCNfl) —tb(ZCN) ] (26)
con lo cual se obtiene el siguiente sistema lineal
KneNUnzt = Fya (27)

3.2. Puntos Ficticios.

En este caso se utiliza un conjunto de puntos que no forman parte del dominio del problema
(ficticios), en aquellos bordes donde se encuentren nodos con condiciones en derivadas. Con
esto se busca imponer dos ecuaciones en vez de solo una, por un lado la ecuacién correspon-
diente a la DBC y por otro la ecuacion que gobierna el problema dentro del dominio. Para un
caso unidimensional la coordenada del punto ficticio adscrito al nodo N serd

Ty, =Ty +d, (28)

N+1

donde d, es el espacio entre nodos dado por

d, =z, —x,_, (29)

Por tanto, cuando se impongan condiciones de Neumann en el nodo N se obtendrd un sistema
global con un grado de libertad adicional u ., de la forma:

Fp FP _ FFP (30)

(N+1)(N+1) — (N+1)1 (N+1)1
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donde la matriz de rigidez K" serd

[ Kll K12 Tt KlN Kl(N+1) |
Ko Ky -+ Ky Kayv1)
FP . . . . .
(N+D(N+D) : : . : : G
K Kyy -+ Knyn Ky
| Kver Koz o Koveyy Ky |

Se debe notar que las filas N y N +1 en la matriz anterior K", corresponden a las ecuaciones
en el dominio y a la condicién de Neumann respectivamente, ambas para el nodo N. Ademas,
FP .
el vector global F queda determinado por:

FP _ T

= [ U —to(xe) ... —tu(zn) —tp(xn) } (32)
donde % es la condicidon impuesta de Dirichlet en el nodo 1. Al resolver el sis]tqgma lineal se
obtendran los N + 1 valores nodales de la funcién u agrupados en el vector U tal como se
presenta en (33) (Notar que también se obtiene la aproximacién para el nodo ficticio impuesto
en el problema).

(N+1)1

FP

1" (33)

<N+1)1:[u1 Uz ... UN UN41

3.3. Aproximacion por Minimos Cuadrados Ponderados Tipo Hermite.

Al utilizar colocacién de tipo Hermite se impondra una incognita adicional al problema a
resolver, la cual corresponderd a la derivada de la funcién incégnita en el nodo del contorno con
DBC (Zhang et al., 2000). La aproximacién por WLS tipo Hermite, funciona del mismo modo
que en el caso del MPF para todos aquellos sub-dominios o nubes en donde no se ve involucra-
do algtin nodo con DBC. Por esto se pueden utilizar las mismas expresiones de la seccion (2).
La diferencia esta en la forma como se construye la aproximacién para aquellas nubes en las
cuales se incluyen nodos con DBC, en estos casos se requiere un tratamiento distinto tal como
se detalla a continuacion.

Sea la ecuacién (34) la aproximacion de una funcion U donde la matriz de P,,, contiene las
funciones base de interpolacion y U es el vector de valores nodales tal como se presenta en la
ecuacion (35)

U=P,a (34)

U=[w uw us ... u, | (35)

Suponiendo un caso bidimensional, para obtener la derivada de la funcién incégnita en la
direccién de la normal a la superficie en una cierta cantidad npp de nodos, se impone en dichos
nodos una condicién de Neumann utilizando (36). Como se puede apreciar n corresponde a
la normal exterior a la superficie, y por tanto las derivadas quedan en funcién de los cosenos
directores.

du(zP?)
on

du(zP?)

Oz (36)

= c0s O,
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Teniendo esto en consideracion es posible establecer un nuevo sistema de ecuaciones como
el que se presenta en (37), donde se define el vector de valores nodales adicionales U’, y la Pp
segun las ecuaciones (38) y (39) respectivamente. La dimensién de Pp, serd (npg X m).

Ut = | Qu@??) du@p”)  Ou@ll) (38)
on on on
DB DB
0 cos Hxl oS Hyl o COS 0:1:1 pm(gz;B) + cos 0’!41 pm({gz;]g)
pm (T3 °) pm (T3 )
0 O, 0 o O 0
py—| ) @m0 e g TRy,
D (2275) Opm (1)
0 cosby, . cosby, . cos Oz, o DB’ 1 (os Oy 5 5 DB
(39)

Al combinar las ecuaciones (34) y (37) se obtiene el sistema final (40), donde en el vector
UP se almacenaran los n valores nodales de la funcién, como tambien los npg valores nodales
de la derivada normal en los nodos con dicha prescripcion (ecuacién (41)).

thpa:(ﬁm)a (40)
D

DB DB
IP:[MQ>”.M%>Q%%J - @%%ﬁ} A1)

En este caso es posible observar nuevamente que en cada sub-dominio se tendrd n + npp >
m lo que implica el uso de un funcional J para calcular las incognitas mediante el método
estandar WLS (recordar ecuacién (5)). Sin embargo, esta vez el funcional viene definido por
(42) en donde w; y wJD B corresponden a los coeficientes de ponderacion.

m npB h(pnDB DB
win{J} = m{Z lue) o)+ Y WP )>2} @

Al resolver el sistema anterior en cada nube, es posible encontrar una relacion lineal entre
los vectores o y UP como:

P"WPa = PTWUP (43)

y en donde la nueva matriz diagonal de ponderacion W quedara definida por (44). En este caso
se utiliza la misma funcién de ponderacion del MPF, tal como se establece en (14).

W 0
wz<0 WD) (44)
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En la ecuacion (44) se debe entender que la matriz W es la misma que la definida en (13),
mientras que W corresponde al caso de los nodos con condiciones de Neumann. Por simpli-
cidad WjBD se considera igual a W; dividida en un factor { que se determina antes de llevar a
cabo el andlisis. En el caso de los ejemplos desarrollados en este trabajo se ha utilizado & = 1.0.

W
DB _
W7 = ?] (45)
Considerando lo anterior se obtienen las matrices Ay B como
A=P'WP=P.WP,, + PLW,Pp (46a)
B=P'W =P!W + PLW ) (46b)

con lo que finalmente se establece

a=A"'BUP 47)

Al substituir (47) en (1) se obtiene la aproximacion por minimos cuadrados ponderados tipo
Hermite de la funcién u segin

u"(z) =p'a =p" AT'BU" = &"U” (48)

El vector funcién de forma es posible entonces establecerlo como

" =p"AT'B=[¢1 ¢ ... ¢, O oF ... ol ] (49)

donde ¢; pertenece a [ = 1,2, ..., n] correspondiente a los nodos del dominio mientras, que
¢ corresponde a los npp nodos con imposicién de derivada.

3.4. Distribucion Regular Cercana al Borde.

En este método lo que se busca es aproximar la derivada en los nodos mediante la utilizacion
de un esquema estdndar de diferencias finitas (FDM) de segundo orden. Por lo anterior se hace
necesario una distribucién regular de puntos en las cercanias de los bordes. Al considerar el caso
unidimensional, por ejemplo con condiciones de Neumann en ambos extremos del problema, se
requeriria que los nodos x1, T2 y 3 como también zy_o, xxy_1 y T s€ encuentren distribuidos
de manera regular. A modo de ejemplo en (50) se presenta la aproximacion de la derivada de la
funcién u en el nodos 1y N.

ou(zy) _ —3uy + 4us — us (508)
ox T3 — I

8u(xN) _ 3UN — 4UN_1 + UN—2 (SOb)

8x IN — TN-2

De esta forma, al igual como en los casos anteriores y luego de reemplazar (50) en (16),
se conformard un sistema lineal del cual es posible obtener los valores nodales de la funcién
incognita. El método resultante es idéntico a lo realizado en el MPF estandar, salvo que la
derivada se aproxima mediante un esquema de diferencias finitas en los nodos donde se imponga
Neumann.
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4. EJEMPLOS NUMERICOS.

Para verificar el comportamiento de las distintas técnicas presentadas para imponer la con-
dicién de Neumann, se entregan a continuacion los resultados numéricos para diversos test 1D.
En todos los ejemplos se han considerado sub-dominios de n = 5 puntos por nube para llevar a
cabo el cdlculo de la funcién de ponderaciéon w (ecuacién (14)). Con el objeto de poder realizar
una comparacion, se calculan los indicadores para el error global de la solucién numérica y su
derivada, e y e, respectivamente. Estos indicadores se definen como:

.o 9
(ufxacta _ u?umerzca)

-

(2

= |5 (51)
\ (ugzmacta>2

i=1

N
exacta numerica\?2
E (ux,i - ux,i )

i=1
ey = ~ (52)
E exacta)2
\ (um,i )
i=1
donde uecte y ynumerica corresponden a la solucién tedrica y a la solucién numérica mediante

el MPF, respectivamente.

4.1. Problema con Curva poco Suave.

Con la finalidad de validar las metodologias propuestas se presenta en primer lugar un test
unidimensional. Este problema fue propuesto originalmente por (Rachford y Wheeler, 1974)
para probar la convergencia del Método H1-Galerkin, fue usado nuevamente por (Babuska et al.,
1977) para probar el Método Mixed-Hybrid Finite Element (MHFEM), como también por
(Liu et al., 1997) en el método sin malla Reproducing Kernel Particle (RKPM). El problema
y sus condiciones de frontera (ambas del tipo Neumann) son,

—u" + u=f(x), z€(0,1), (53)
W 0) = T o 4
(1) = [arctan(a(1 —T) + arctan(aT)]. (55)

La solucién exacta de este problema es

u(z) = (1 — x)[arctan(a(z —T)) + arctan(az)]. (56)

El pardmetro « se utiliza para controlar la suavidad de la curva. A medida que disminuye el
valor de «, la solucidn se suaviza. En el caso de que « sea de un valor elevado, en 7 la solucién
tendrd un salto y tomard una forma similar a una rodilla. En el caso del ejemplo numérico se
considera un valor de « igual 50.0 y de = 0.40. El problema se resuelve para una discretizacion
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Figura 2: Convergencia del MPF 1-D con condiciones de borde en derivadas.

regular e irregular de puntos.

En la figura 2 se observa la convergencia del MPF en su forma tradicional, con una tendencia
a la solucion real. Sin embargo, con baja discretizacion de puntos, la solucién se encuentra
desplazada en plenitud lo que genera errores globales.

A continuacidn se presenta la solucién para la funcién y su derivada con una discretizacion
regular de 61 puntos (ver figura 3). En ambas gréficas no es posible visualizar un cambio apa-
rente en las soluciones calculadas mediante las distintas técnicas presentadas, situacion que se
repite tanto para la derivada como para la funcién. Ademads se observa un comportamiento con-
vergente al visualizar los comportamientos de los errores tal como se muestra en la figura 4.
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Regular-Grid. = 7 Regular-Grid. =
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. /|

(61 Points) .
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=
L e

U(x). (

du (x) /dX.

! A
/ N o
0 &“,p"; ’ .
0 T— -5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X. X.
(a) Funcién u. (b) Derivada Funcion u.

Figura 3: Solucién numérica para distintas técnicas de imposicién de la condicién de Neumann. Distribucién
regular de 61 puntos.

Al observar la tabla 1 se puede constatar precisamente lo observado en las gréficas anteriores,
mostrando una solucién similar para todas las formas de imposicion de la condicién de borde
en derivada. En este caso se observa también el hecho de que para una discretizacion regular, el
menor error que se comete en la aproximacion se obtiene con la técnica de Hermite.
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Figura 4: Convergencia del error para una discretizacion regular.

Tipo DBC. €o €x

D. Collocation.  8.516784e-004 6.882504e-004
Ficticious Point. 1.200744e-003  6.876696e-004
Regular Grid. 1.193410e-003  6.873473e-004
Hermite. 1.151896e-003  6.860392e-004

Tabla 1: Errores globales en la aproximacion de la funcién u y en su derivada, para una distribucién regular de 61
puntos.

Para este mismo test, el comportamiento de la solucién y su derivada, cuando se utiliza una
distribucion irregular de 61 puntos, se pueden ver en figura 5. En estas, nuevamente, no es posi-
ble visualizar un cambio aparente en las soluciones numéricas calculadas mediante las distintas
técnicas. Sin embargo, y a diferencia del caso de una discretizacion regular, esta vez no se ob-
serva un correcto comportamiento de la solucién y su derivada (figura 5.a), esto a pesar de que
si existe una disminucién del error global (ver figura 6).

Al observar la tabla 2 es posible establecer que las distintas aproximaciones entregan prac-
ticamente el mismo resultado en cuanto a orden de magnitud, pero atn asi la imposicién de
Hermite presenta un comportamiento levemente mejor en lo que respecta a la aproximacion de
la funcién. Ademads se debe sefialar que la solucién se ha deteriorado globalmente, al menos en
un orden de magnitud, con respecto a la discretizacion regular para igual nimero de puntos.

Tipo DBC. €o €

D. Collocation. 5.679369¢-003 6.427324e-003
Ficticious Point. 5.683742¢-003 6.426196e-003
Regular Grid. 5.680101e-003 6.427125e-003
Hermite. 5.654365e-003 6.432031e-003

Tabla 2: Errores globales en la aproximacion de la funcién u y en su derivada, para una distribucion irregular de
61 puntos.
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Figura 5: Solucién numérica para distintas técnicas de imposicién de la condicién de Neumann. Distribucién
irregular de 61 puntos.
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Figura 6: Convergencia del error para una discretizacion irregular.

4.2. Problema de Poisson de Altos Gradientes.

Se plantea a continuacién el uso de un problema unidimensional de Poisson, en el cual es
posible generar cambios pronunciados tanto en la solucién tedrica como en su derivada en un
determinado punto del dominio. Este test, al igual que en el caso anterior, supone un desafio
para los métodos numéricos. El problema, con condiciones de Neumann en ambos extremos del
dominio, consiste en resolver

—u"(z) = f(z), =€ (-1,1), (37
La solucién exacta del problema es

w(z) =1— 2%+ 1007 (58)

Enla figura 7.b es posible observar la convergencia que presenta el MPF en su forma tradicio-
nal, donde se observa una aproximacion para la derivada claramente convergente. Sin embargo,

tal como se aprecia en 7.a, la aproximacion de la funcidn es deficiente sin una clara muestra de
convergencia.
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Figura 7: Convergencia del MPF 1-D con condiciones de borde en derivadas.

En la figura 8 se compara la solucién que se obtiene para una discretizacion regular de 61
puntos. Se observa que en el caso de la derivada la solucién que se obtiene mediante las dis-
tintas técnicas de imposicion son igualmente satisfactorias. Esta situacién no se replica eso si
en la aproximacion de la funcién. Al respecto, la imposicion de Hermite es la que presenta el
mejor comportamiento, aun cuando la solucion se encuentre desplazada con respecto a la real.
La aproximacion tal como lo muestra la figura 9 presenta un comportamiento convergente solo
en el caso de las derivadas.
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Figura 8: Solucién numérica para distintas técnicas de

X.

(b) Derivada Funcién u.

imposicién de la condicién de Neumann. Distribucién

regular de 61 puntos.

Si se observa la tabla 3, se aprecia claramente que la aproximacién de la derivada posee una
tasa de convergencia mayor respecto a la de la funcién. Ademds queda de manifiesto que la
aproximacion de la funcién presenta su peor comportamiento en el caso de la imposicion de
Neumann mediante el procedimiento tradicional, mientras que el mejor resultado se obtiene
mediante la aproximacion de tipo Hermite.

En las figura 10 es posible encontrar la solucion correspondiente a una discretizacidn irre-
gular de 61 puntos. Los resultados en este caso no son nada alentadores, ya que ni la derivada
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Figura 9: Convergencia del error para una discretizacion regular.

Tipo DBC. €o €x

D. Collocation. 2.008689e-002 2.960438e-004
Ficticious Point. 1.948507e-002 2.846584e-004
Regular Grid.  1.772570e-002 2.936563e-004
Hermite. 1.529467e-002 3.411353e-004

Tabla 3: Errores globales en la aproximacion de la funcién u y en su derivada, para una distribucién regular de 61
puntos.

ni la funcién presentan un comportamiento aceptable. En el caso de la derivada se un observa
un desplazamiento horizontal de la solucidén aproximada con respecto a la teérica, en la seccion
de alto gradiente, lo que lleva a una gran distorsion en el error global. Por otro lado, respecto
de la aproximacion de la funcidn incdgnita, se aprecia que el peor comportamiento lo presenta
la imposicion mediante colocacion directa, siendo al técnica de Hermite la de mejor resultado,
aun cuando todas presentan valores lejanos respecto de la solucién tedrica.

En la tabla 4 queda de manifiesto la importante diferencia que presenta la solucién numérica,
con errores globales de un orden de magnitud de 10® en todos los casos.

Tipo DBC. €o €r

D. Collocation. 5.840761e+008 2.589197e-002
Ficticious Point. 7.828432e+008 1.591256e-002
Regular Grid. 5.875777e+008 1.589738e-002
Hermite. 1.704648e+008 1.584096e-002

Tabla 4: Errores globales en la aproximacién de la funcién w y en su derivada, para una distribucién irregular de
61 puntos.
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Figura 10: Solucién numérica para distintas técnicas de imposiciéon de la condicién de Neumann. Distribucién
irregular de 61 puntos.
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Figura 11: Convergencia del error para una discretizacion irregular.

5. ANALISIS DE RESULTADOS

De acuerdo a los resultados que se presentan en el problema 4.1, se observa un compor-
tamiento correcto de la derivada de la funcidén incégnita cuando se utiliza una discretizacion
regular de puntos (ver figuras 2 y 3), pero la solucion de la funcién muestra un desplazamiento
respecto de la solucién tedrica, originado por el problema de estabilidad del método de apro-
ximacion. Esta caracteristica del procedimiento de colocacion puntual también ha sido anali-
zada y descrita en la formulacién de otras técnicas sin malla, como por ejemplo en el SPH
(Dyka y Ingel (1995); Bonet y Kulasegaram (2000)), en el método EFG con integracién no-
dal (Beissel y Belytschko, 1996), el método hp cloud (Liszka et al., 1996), en el método DEM
(Breitkopf et al., 2000), en least-squares collocation meshless method (Zhang et al., 2001) y en
el Método de Puntos Finitos (Perazzo et al., 2003).

Al observar la figura 5 queda de manifiesto la sensibilidad del método utilizado frente a una
discretizacion aleatoria de puntos para llevar a cabo la aproximacién de la funcién objetivo, ya
que tanto la funcién como su derivada muestran un resultado erréneo en una zona de transicion
entre una puntos de paso regular a paso irregular.
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Los resultados del problema 4.2 al igual que en el problema 4.1 presentan una buena apro-
ximacién en lo referente a la derivada del método, pero en cuanto a lo que se relaciona con
la aproximacién de la funcidn, estd sufre un desplazamiento que para una discretizacion baja
de puntos se acrecienta de manera dramatica llegando a varios 6rdenes de magnitud sobre los
valores reales de la solucion. En este punto debe quedar claro que esto es solo desplazamiento
de la solucién ya que la forma de esta curva se ajusta bastante a la tedrica, tal como es posible
observar en la figura 3.

6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se han presentado diferentes propuestas para la imposicién de condi-
ciones de borde naturales en un método sin malla, basado en una formulacion fuerte del pro-
blema como el MPFE. En vista de los resultados obtenidos es posible establecer la existencia de
otras fuentes de errores en la solucion por razones inherentes al método utilizado, como pueden
ser la calidad de la funcién de forma y la sensibilidad del método ante distintas discretizaciones.
Debido a lo anterior y atin cuando se implementaron diferentes técnicas para imponer la condi-
cion de Neumann, no es posible establecer un andlisis comparativo de manera concluyente entre
ellas, cuando se utilizan en el MPFE. Es deseable continuar con la investigacion para obtener un
conocimiento mds acabado de las propiedades de la funcién de forma del MPF, buscando las
fuentes de error que esta induce en la solucién.
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