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Resumen. En este trabajo se propone una metodología para diseñar los materiales que conformarán una
pieza (dominio macroscópico) para que respondan de manera óptima a esfuerzos termomecánicos. La
respuesta del material es función de variables macroestructurales, macroestructurales, dependientes a su
vez de la temperatura y/o el desplazamiento en la pieza. A su vez, diseñar un material implica intervenir
sobre su microestructura, de modo que las variables de diseño son parámetros microestructurales.

El problema a resolver se convierte entonces en un problema de minimización de una función depen-
diente de variables macrostructurales en un espacio de diseño conformado por variables microestructu-
rales.

Las variables macroestructurales primarias, esto es el desplazamiento y la temperatura, se determinan
por solución de sendos problemas de elementos finitos sobre una pieza de material no-homogéneo con
propiedades efectivas. Dichas propiedades se obtienen por homogeneización de la respuesta microes-
tructural, así que son función de parámetros microestructurales. Asumimos que los materiales exhiben
respuestas térmica y mecánica lineales, lo que posibilita homogeneizar las propiedades previamenente al
análisis térmico o mecánico de la pieza.

Como aplicación, se busca maximizar la rigidez de una viga cantilever sujeta a carga térmica dise-
ñando su microestructura consistente de una matriz de acero y capas horizontales y verticales de cobre.
La solución obtenida conduce a una viga que es considerablemente más rígida que si se construyera
enteramente en acero (el material con mayor rigidez y menor expansión térmica entre los usados).
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1. INTRODUCCIÓN

En los últimos años, impulsado por la potencia creciente de las computadoras y por el desa-
rrollo de modelos computacionales multiescala fiables, se está produciendo un cambio de pa-
radigma en la selección de los materiales para que satisfagan requerimientos ingenieriles espe-
cíficos, pasando de elegir “materiales de catálogo” a crear “materiales de diseño” (McDowell
y Story, 1998), en los que se alteran criteriosamente las propiedades a distintas sub-escalas
(micro- y mesoscópicas) a fin de alcanzar una deseada propiedad a escala macroscópica.

Matemáticamente, el diseño de materiales es un problema de optimización en el cual las
variables de diseño son características de la microestructura: diámetro, distribución espacial,
propiedades mecánicas y dirección de las fibras en compuestos reforzados con fibras, textura
y tamaño de los granos en policristales, tamaño, forma y distribución de poros en materiales
porosos, morfología de las celdas en materiales celulares, etc.

Mientras las variables de diseño son microestructurales, la función objetivo se formula ge-
neralmente en términos de variables observables, a saber, la temperatura y el desplazamiento
en un problema termomecánico como el que nos ocupa. La determinación de dichas variables
implica definir propiedades termomecánicas macroscópicas, resultado de la homogeneización
de respuesta de microestructura, que en general varía en el seno de la pieza.

Resulta en definitiva un problema de minimización de una función no lineal, cuya definición
requiere de la solución de un problema termomecánico sobre el dominio macroscópico, función
que a través de la homogeneización depende de parámetros microestructurales, que a la sazón
constituyen las variables de diseño. Se desarrolla en este trabajo la metodología de resolución
de este problema y su aplicación.

2. DISEÑO DE MATERIALES PARA OPTIMIZAR LA RESPUESTA DE LA PIEZA
QUE CONFORMAN

El diseño de los materiales que conforman una pieza para que cumpla de manera óptima una
tarea específica (soportar una carga dada, experimentar una deformación prestablecida, etc.) es
un problema de optimización en el que las variables de diseño representan las características de
la microstructura, la que puede variar de un punto a otro de la pieza.

La pieza –escala macroscópica– está representada por el dominio (macroscópico) Ω = Ω1 ∪
· · · ∪ ΩN , que se supone dividido en N subdominios (macroscópicos) ΩI de microestructura
homogénea. Sea ΩI

µ el dominio microscópico o volumen elemental representativo (VER) del
subdominio ΩI .

Suponemos que las características de la microestructura en ΩI
µ están descritas por una serie

de parámetros ρI =
[
ρI1, ρ

I
2, . . .

]
(definiendo, por ejemplo, el diámetro, la distribución espacial,

las propiedades mecánicas y la dirección de las fibras en compuestos reforzados con fibras, la
textura y el tamaño de los granos en policristales, el tamaño, la forma y la distribución de poros
en materiales porosos, la morfología de las celdas en materiales celulares, etc.). Agrupemos el
conjunto de variables de diseño, todas ellas parámetros microestructurales, en el vector

ρ =
[
ρ1,ρ2, . . . ,ρN , . . .

]
=
[
ρ1

1, ρ
1
2, . . . , ρ

2
1, ρ

2
2, . . . , ρ

N
1 , ρ

N
2 , . . .

]
(1)

Sobre las variables de diseño ( diámetro de fibras, tamaño de granos, densidad de poros, etc. en
el VER) aparecen generalmente restricciones de límites inferior y superior, o sea, ai ≤ ρi ≤ Ai.

La función a minimizar o función objetivo fobj, por su parte, es planteada en términos de
variables macroscópicas, como es el caso, por ejemplo, si se desea minimizar la deformación o
la tensión de una pieza sujeta a una carga dada. En el problema termomecánico que nos ocupa,
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la función objetivo siempre podrá expresarse como

fobj = fobj(u, T ) (2)

donde T es la temperatura y u el desplazamiento en el dominio macroscópico Ω, que son las va-
riables macroscópicas primarias que se obtienen como solución del problema termo-mecánico
acoplado en el dominio Ω, detallado en la Sección 3.

A su vez, la respuesta macroscópica caracterizada por u y T depende de las propiedades
termomecánicas del material, determinadas por sus características microestructurales, definidas
por el vector de variables de diseño ρ, o sea,

u = u(ρ) (3)
T = T (ρ) (4)

y, por ende,

fobj = fobj((u(ρ), T (ρ)). (5)

En general, la función objetivo resulta una función no lineal de las variables de diseño ρ.
Luego, simbólicamente, el problema a resolver resulta: hallar ρopt tal que

fobj

(
u(ρopt), T (ρopt)

)
= mı́n

ρ
fobj (u(ρ), T (ρ)) (6)

sujeto a las restricciones de límite

ai ≤ ρi ≤ Ai (7)

3. DEFINICIÓN DEL PROBLEMA TERMOMECÁNICO EN EL DOMINIO MACROS-
CÓPICO

En cada iteración del proceso de optimización deberemos resolver un problema termomecá-
nico para conocer los campos de temperatura T y de desplazamiento u, en general mutuamente
acoplados, en el dominio macroscópico Ω. Por un lado, las temperaturas son determinantes de la
deformación térmica y pueden cambiar las propiedades mecánicas de los materiales. Por el otro,
las deformaciones pueden cambiar la densidad de energía térmica en Ω. Sin embargo, supondre-
mos que las deformaciones son suficientemente pequeñas como para despreciar su influencia
sobre el campo de temperaturas.

Así, el problema termomecánico macroscópico de interés deviene débilmente acoplado: pri-
mero, resolvemos un problema puramente térmico en Ω para obtener el campo de temperaturas,
luego resolvemos un problema puramente mecánico en Ω, con el campo de temperaturas pre-
viamente calculado como dato, para obtener el campo de desplazamientos.

Ambos problemas serán resueltos por el método de los elementos finitos (MEF). Son proble-
mas típicos de MEF, ampliamente tratados en la bibliografía clásica (ver Zienkiewicz y Taylor
(2000), por ejemplo). Aquí expondremos sólo los conceptos esenciales para nuestro propósito.

3.1. Problema térmico macroscópico

El problema térmico macroscópico consiste en hallar el campo de temperatura T en el domi-
nio Ω, el que está determinado por la ecuación diferencial de conducción de calor en régimen
estacionario:

∇ · q̄(∇T ) = 0 ∀X ∈ Ω (8)
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sujeta a las condiciones de borde

T = Tw ∀X ∈ ∂ΩT (9)
q̄ · n = qw ∀X ∈ ∂Ωq (10)

donde q̄(∇T ) es el vector flujo de calor macroscópico u homogeneizado, Tw y qw son los valores
prescritos de temperatura y flujo de calor en las porciones ∂ΩT y ∂Ωq de la frontera ∂Ω de Ω,
n es el vector normal exterior a ∂Ω.

Resolvemos el problema usando MEF, esto es, el dominio Ω es representado por una grilla
de m elementos finitos y n nodos, y el campo de temperaturas es aproximado como

T = Ψi(X)Ti (11)

donde Ti es la aproximación a la temperatura en el nodo i = 1, 2, . . . , n y Ψi(X) es la función
de forma asociada al nodo i, tal que Ψi(Xj) = δij en todo nodo j de coordenadasXj . Para que
la solución sea admisible, hacemos que satisfaga a priori las condiciones de borde sobre ∂ΩT

imponiendo Ti = Tw para todo nodo i sobre ∂ΩT .
Finalmente, obtenemos las temperaturas nodales Ti como solución del siguiente sistema de

ecuaciones algebraicas (forma MEF de la ecuación del calor):∫
Ω

q̄(∇ΨiTi) · ∇Ψj dV −
∫
∂Ωq

qwΨj = 0 (12)

Nótese que la temperatura T en el dominio macroscópico Ω es función de parámetros micro-
estruturales. Específicamente, la relación funcional entre el vector flujo de calor homogeneizado
q̄ y la temperatura T en el punto X ∈ ΩI ⊂ Ω está determinada por la respuesta térmica del
VER ΩI

µ, como se explica en la Sección 4.1.

3.2. Problema mecánico macroscópico

Conocido el campo de temperatura T el el dominio macroscópico Ω, el campo de despla-
zamientos u en Ω queda determinado por el sistema de ecuaciones diferenciales de equilibrio
para cuerpos en régimen elástico:

∇ · σ̄(ε, T ) = 0, ε = ∇su, ∀X ∈ Ω (13)

sujeto a las condiciones de borde

u = uw ∀X ∈ ∂Ωu (14)
σ(ε, T )n = tw ∀X ∈ ∂Ωσ (15)

donde σ(ε, T ) es la tensión de Cauchy macroscópica u homogeneizada, ε la deformación ma-
croscópica, u es el desplazamiento macroscópico, uw y tw los valores prescritos de desplaza-
miento y tracción en las porciones ∂Ωu y ∂Ωσ de la frontera ∂Ω de normal n.

Como es usual en MEF, empezamos por representar Ω como una grilla de M elementos
finitos y N nodos. Estos elementos finitos no necesitan ser iguales, ni en geometría ni en orden
de interpolación, a los elementos finitos del problema térmico. Luego, aproximamos el campo
de desplazamientos en el dominio Ω como

u = Φi(X)ui (16)
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donde ui es la aproximación al desplazamiento del nodo i = 1, 2, . . . , N y Φi(X) es la función
de forma asociada al nodo i, tal que Φi(Xj) = δij para el nodo j de coordenadasXj . Para que
la solución sea cinemáticamente admisible, imponemos ui = uw para todo nodo i sobre ∂Ωu.

Los desplazamientos nodales ui se obtienen como solución del siguiente sistema de ecua-
ciones algebraicas (versión MEF del equilibrio):∫

Ω

σ̄(∇sΦiui, T ) : ∇sΦj dV −
∫
∂Ωσ

twΦj dS = 0 (17)

El desplazamiento macroscópico u depende de variables microestructurales por cuanto la
ley constituiva que define la tensión homogeneizada σ̄ en función de la deformación ε y la
temperatura T en un punto X ∈ ΩI ⊂ Ω está determinada por la respuesta mecánica del VER
ΩI
µ, como se explica en la Sección 4.2.

4. DEFINICIÓN DEL PROBLEMA EN EL DOMINIO MICROSCÓPICO

Las variables macroscópicas homogeneizadas q̄ y σ̄ en un punto X ∈ Ω, que está inmer-
so a su vez en el subdominio de microestructura homogénea ΩI ⊂ Ω, están determinadas por
la respuesta termomecánica en el dominio microscópico ΩI

µ, representativo de la microstruc-
tura de todos los puntos X ∈ ΩI . Recordemos que el dominio microscópico ΩI está definido
paramétricamente por el vector ρI .

Específicamente, la determinación del flujo de calor macroscópico q̄ en X ∈ ΩI exige la
solución de la ecuación del calor en ΩI

µ, mientras que la determinación de la tensión macros-
cópica σ̄ en X ∈ ΩI requiere resolver la ecuación de equilibrio en ΩI

µ, problemas detallados a
continuación.

4.1. Problema térmico microscópico

El campo de temperatura (microscópica) Tµ en el punto x ∈ ΩI
µ se asume descompuesto de

la forma:

Tµ(x) = T (X) +∇T (X) · x+ T̃ (x) ∀x ∈ ΩI
µ (18)

donde T̃ designa la fluctuación de temperatura en ΩI
µ. Para que Tµ sea admisible, es necesario

que la fluctuación T̃ esté “mínimamente restringida” en la frontera ∂ΩI
µ de ΩI

µ (de Souza Neto
y Feijóo, 2006), esto es, que se satisfaga∫

∂ΩIµ

T̃nµ ds = 0 (19)

donde nµ designa la normal a ∂ΩI
µ.

Para usar MEF, dividimos Ωµ en mµ elementos finitos y nµ nodos. No es requisito que los
elementos usados para el problema microscópico sean iguales a los usados para el problema
microscópico.

Con la fluctuación T̃ como única incógnita, la aproximamos como:

T̃ (x) = ψi(x)T̃i (20)

donde ψi(x) es la función de forma asociada al nodo i = 1, . . . , nµ, tal que ψi(xj) = δij para
todo nodo j de posición xj . Se supone que T̃i está prescrito en los nodos i sobre ∂Ωµ de forma
tal que se satisfaga la condición de mínima restricción (19).
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Luego, obtenemos las fluctuaciones nodales de temperatura T̃i como solución del siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas (forma MEF de la ecuación del calor sobre Ωµ sujeta a la
condición de mínima restricción sobre toda la frontera ∂ΩI

µ):∫
ΩIµ

qµ(∇Tµ) · ∇ψj dv = 0, ∇Tµ = ∇T +∇ψiT̃i (21)

donde qµ es el vector flujo de calor microscópico.
Suponemos qµ en cada punto x ∈ ΩI

µ definido por la ley de Fourier

qµ(x) = −kµ(x)∇Tµ(x) = −kµ(x)
[
∇T (X) +∇T̃ (x)

]
(22)

donde kµ(x) es la conductividad térmica del material en el entorno del punto x ∈ Ωµ.
Nótese que, con qµ dado por la ley lineal (22), la ecuación de calor (21) define un sistema de

ecuaciones algebraicas lineales para las incógnitas T̃i.

4.1.1. Homogeneización del flujo de calor

Calculado el campo de fluctuaciones T̃ (x) para todo x ∈ ΩI
µ, queda determinado el campo

de temperaturas Tµ(x) y el campo vectorial de flujo de calor qµ(x). Finalmente, el campo
vectorial de flujo de calor homogeneizado sobre el dominio microscópico ΩI

µ representativo del
puntoX ∈ ΩI resulta

q̄(X) =
1

ΩI
µ

∫
ΩIµ

qµ(x) dv, ∀X ∈ ΩI ⊂ Ω (23)

Derivando esta expresión del flujo de calor homogeneizado respecto al gradiente de la tempe-
ratura macroscópica es posible obtener una relación constitutiva homogeneizada del tipo:

q̄(X) = −k̄(X)∇T (X), ∀X ∈ ΩI ⊂ Ω (24)

donde k̄ es el tensor de conductividad macroscópico, definido como

k̄ij = − dq̄i
dT,j

(25)

4.2. Problema mecánico microscópico

El campo de desplazamiento (microscópico) uµ en el dominio microscópico ΩI
µ representa-

tivo del puntoX ∈ ΩI ⊂ Ω se descompone como:

uµ(x) = u(X) + ε(X)x+ ũ(x) ∀x ∈ Ωµ (26)

donde ũ denota el campo de fluctuación de desplazamiento en ΩI
µ. Para que uµ sea cinemá-

ticamente admisible, es necesario que la fluctuación ũ esté “mínimamente restringida” en la
frontera ∂Ωµ de ΩI

µ (de Souza Neto y Feijóo, 2006), esto es, que se satisfaga∫
∂ΩIµ

ũ⊗s nµ ds = 0 (27)
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Para usar MEF, dividimos ΩI
µ enMµ elementos finitos yNµ nodos. No es necesario que estos

elementos finitos sean iguales, en forma u orden de interpolación, a los usados para el problema
térmico, así como tampoco es necesario que sean iguales a los usados en el problema mecánico
macroscópico.

Siendo incógnita ahora sólo el término fluctuante ũ del desplazamiento, se lo aproxima de
la manera habitual:

ũ(x) = φi(x)ũi (28)

donde ũi es la aproximación a la fluctuación del desplazamiento del nodo i = 1, 2, . . . , Nµ

y φi(x) es la función de forma asociada al nodo i, tal que φi(xj) = δij para el nodo j de
coordenadas xj . Las fluctuaciones sobre los nodos ubicados en la frontera ∂ΩI

µ son prescritas
de manera que se satisfaga a priori la condición de mínima restricción (27).

Las fluctuaciones nodales ũi se obtienen como solución del siguiente sistema de ecuaciones
algebraicas (versión MEF de la ecuación de equilibrio en Ωµ sujeta a la condición de mínima
restricción sobre toda la frontera ∂ΩI

µ):∫
ΩIµ

σµ(εµ, T ) : ∇sφj dV = 0, εµ = ε+∇sφiũi (29)

Asumiendo que los materiales presentes en ΩI
µ son sólidos isótropos y linealmente elásticos,

la tensión de Cauchy en el punto x ∈ ΩI
µ está definida por la ley de Hooke:

σµ = C : [εµ − α(T − T0)δ] (30)

donde C es el tensor de módulos elásticos, α es el coeficiente de expansión térmica lineal α,
propiedades ambos del material específico del entorno del punto x ∈ ΩI

µ, T0 es una temperatura
de referencia arbitraria, y δ es el tensor identidad de segundo rango, de componentes δij .

Nótese que con σµ dada por la ley constitutiva lineal (30), la ecuación de equilibrio (29) en
el dominio microscópico ΩI

µ define un sistema lineal de ecuaciones algebraicas con ũi como
incógnitas.

4.2.1. Homogeneización de la tensión

Calculado el campo de fluctuaciones ũ(x) para todo x ∈ ΩI
µ, queda determinado el campo

de deformaciones εµ(x) y el campo de tensiones σµ(x). Finalmente, el campo de tensiones
homogeneizado sobre el dominio microscópico ΩI

µ representativo del puntoX ∈ ΩI resulta

σ̄(X) =
1

ΩI
µ

∫
ΩIµ

σµ(x) dv (31)

Derivando esta expresión de la tensión homogeneizada respecto a la deformación macroscópica
ε y a la temperatura macroscópica T , es posible obtener una relación constitutiva homogenei-
zada del tipo:

σ̄(X) = C̄(X)ε(X) + c̄(X) [T (X)− T0] , ∀X ∈ ΩI ⊂ Ω (32)

donde C̄ es el tensor de módulos elásticos macroscópico, definido como

C̄ijkl =
∂σ̄ij
∂εkl

(33)

y c̄ está definido como

c̄ij =
∂σ̄ij
∂T

(34)
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5. APLICACIÓN: MAXIMIZACIÓN DE LA RIGIDEZ DE UNA VIGA SUJETA A
CARGA TÉRMICA

Como ejemplo, consideremos la viga de la figura 1, de largo L y alto H , empotrada en el
extremo X = 0 y sujeta a una carga de naturaleza puramente térmica. Supondremos además
que la viga está sujeta a un estado plano de deformación.

H=30 cm

L=300 cm

1W
2W 3W

h 2

b 2

l=1 cm

x

y

Y

X

Cara a 50°C

Cara a 0°C

Cara
empotrada
adiabática

Cara libre
adiabática

4W
5W

2VER Wm

Figura 1: Viga sujeta a carga térmica. Dominio macroscópico Ω dividido en sub-dominios ΩI

de microestructura homogénea, caracterizada por el volumen elemental representativo ΩI
µ.

La viga está representada por el dominio Ω = Ω1 ∪ · · · ∪ ΩN , dividido en N subdominios
ΩI de microestructura homogénea. El volumen elemental representativo (VER) del subdominio
ΩI , es decir ΩI

µ, es un cuadrado de lado l� H < L constituido por una matriz de acero y capas
verticales y horizontales de cobre. La elección de acero y cobre responde a la búsqueda de
materiales con propiedades térmicas y mecánicas marcadamente diferentes, como se ilustra en
la tabla 1. Además, supondremos que los materiales son linealmente elásticos y sus propiedades
no dependen de la temperatura.

Tabla 1: Propiedades térmicas y mecánicas del acero y del cobre.

Propiedad Acero Cobre
Módulo de Elasticidad E 200. GPa 120. GPa
Coeficiente de Poisson ν 0.30 0.34
Expansión térmica lineal α 1,0× 10−5/◦C 1,7× 10−5/◦C
Conductividad térmica k 36.5 W/(m◦C) 384.0 W/(m◦C)

La microestructura en el subdominio ΩI está completamente caracterizada por las variables
de diseño normalizadas ρI1 = bI/l y ρI2 = hI/l, donde bI y hI designan el espesor de las capas
de cobre verticales y horizontales, respectivamente, en el VER ΩI

µ. En consecuencia, existen
2N variables de diseño, agrupadas en el vector

ρ =
[
ρ1

1, ρ
1
2, . . . , ρ

N
1 , ρ

N
2

]
(35)

Nótese que si ρI1 = bI/l = 1 o ρI2 = hI/l = 1 el VER está compuesto enteramente de cobre
y si ρI1 = ρI2 = 0, el VER se compone únicamente de acero. Luego, surgen naturalmente las
restricciones 0 ≤ ρIi ≤ 1.
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Con el objetivo de maximizar la rigidez de la viga, adoptamos como función fobj a minimizar
la magnitud del desplazamiento según el eje Y del puntoXtip = (L, 0) ubicado en el extremo
libre de la viga, o sea fobj = vtip ≡ ‖uY (Xtip)‖.

Luego, el problema a resolver consiste en hallar ρopt tal que

vtip

(
ρopt

)
= mı́n

ρ
vtip(ρ) (36)

sujeto a 2N restricciones de límite:

0 ≤ ρi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 2N (37)

5.1. Homogeneización previa de las propiedades materiales

Para materiales linealmente elásticos con propiedades termomecánicas independientes de
la temperatura, se puede reducir considerablemente el tiempo de cálculo insumido por cada
iteración del proceso de optimización calculando a priori las propiedades macroscópicas en
términos de los parámetros microestructurales.

5.1.1. Conductividad térmica homogeneizada

Sabiendo que las propiedades materiales en el puntoX ∈ ΩI son función de los parámetros
microestructurales ρI , podemos rescribir la ecuación (24) para el flujo de calor homogeneizado
como

q̄(X) = −k̄(ρI)∇T (X), ∀X ∈ ΩI ⊂ Ω (38)

con

k̄ij = − dq̄i
dT,j

(39)

Por la ley de Fourier (22), el flujo de calor macroscópico q̄ es una función lineal del gradiente
de temperatura macroscópico ∇T , por lo que la conductividad macroscópica k̄ resulta función
de las variables microestructurales ρI únicamente.

Calculemos de k̄11(ρI) para ρI = [bI/l, hI/l] dado (las demás componentes de k̄ se calculan
de manera análoga). Primero, resolvemos el problema térmico microscópico (descrito en la
sección 4.1) suponiendo∇T = 0, obteniendo q̄(0)(ρI). Luego, resolvemos el problema térmico
microscópico para∇T = [1 0]T , obteniendo q̄(1)(ρI). Finalmente, queda determinada k̄11 como

k̄11(ρI) = q̄
(0)
1 (ρI)− q̄(1)

1 (ρI) (40)

Luego, haciendo variar bI/l y hI/l entre 0 y 1 con pasos de 0.01 se construye la grilla mostrada
en la figura 2.

Una vez construidas todas las grillas k̄ij , suficientemente finas, podemos estimar k̄ij con
precisión satisfactoria para cualquier valor de bI/l y hI/l en el intervalo [0, 1] por interpolación.
Dado el paso usado en la grilla de la figura 2, una interpolación lineal resultó satisfactoria.

Con k̄ij(ρI) conocida a priori, queda completamente determinado el flujo de calor macroscó-
pico q̄ por la ley de Fourier (38), evitándose así su determinación por solución de un problema
térmico microscópico en cada punto de integración de la malla macroscópica. Con ello, el aná-
lisis térmico macroscópico requiere un tiempo de cálculo considerablemente menor. Además,
el problema térmico macroscópico resulta idéntico al clásico problema de conducción de calor
en régimen estacionario, tratado en todo libro de fundamentos del MEF (Zienkiewicz y Taylor
(2000) por ejemplo) y por gran número de códigos computacionales fácilmente disponibles,
comerciales o académicos.

Mecánica Computacional Vol XXXII, págs. 425-438 (2013) 433

Copyright © 2013 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Figura 2: Conductividad térmica macroscópica k̄11 en función del espesor las capas verticales
bI (abscisas) y del espesor de las capas horizontales hI (ordenadas). Escala de k̄11 dada en
W/(m◦C).

5.1.2. Propiedades mecánicas homogeneizadas

Así como el flujo de calor macroscópico, la tensión de Cauchy macroscópica, dada por la
ecuación (32), puede calcularse como

σ̄(X) = C̄(ρI)ε(X) + c̄(ρI) [T (X)− T0] (41)

con

C̄ijkl =
∂σ̄ij
∂εkl

(42)

c̄ij =
∂σ̄ij
∂T

(43)

Por la ley constitutiva elastica lineal (32), la tensión macroscópica σ̄ es una función lineal
de la deformación macroscópica ε, por lo que el tensor de módulos elasticos homogeneizado C̄
depende únicamente de la microestructura definida por los parámetros ρI . Asimismo, habiendo
supuesto el coeficiente de expansión térmica independiente de la temperatura, la ley (32) define
σ̄ como función lineal de la temperatura T , de modo que c̄ depende únicamente de ρI .

Empecemos por calcular C̄1111(ρI) para ρI dado (las demás componentes se calculan de
manera análoga). Para ρI = [bI/l, hI/l] dados, resolvemos el problema mecánico microscópico
(descrito en la sección 4.2) suponiendo ε = 0 y T = 0, calculando así σ̄(00)(ρI). Luego,
resolvemos el problema mecánico para ε11 = 1, todas las demás componentes de deformación
nulas y T = 0, obteniendo σ̄(10)(ρI). Ahora, podemos calcular

C̄1111(ρI) = σ̄
(10)
11 (ρI)− σ̄(00)

11 (ρI) (44)

Si ahora resolvemos el problema mecánico microscópico para ε = 0 y T = 1 para obtener
σ̄(01)(ρI), queda determinado

c̄(ρI) = σ̄(01)(ρI)− σ̄(00)(ρI) (45)

Haciendo variar bI/l y hI/l entre 0 y 1 con pasos de 0.01 se construyen las grillas mostradas
en la figura 3 para C̄1111 y en la figura 4 para c̄11.
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Figura 3: Módulo elástico macroscópico C̄1111 = ∂σ̄11/∂ε11 en función del espesor las capas
verticales bI (abscisas) y del espesor de las capas horizontales hI (ordenadas). Escala de C̄1111

dada en Pa.

Figura 4: Propiedad mecánica macroscópica c̄11 = ∂σ̄11/∂T en función del espesor las capas
verticales bI (abscisas) y del espesor de las capas horizontales hI (ordenadas). Escala de c̄11

dada en Pa/◦C.

Una vez construidas todas las grillas C̄ijkl y c̄ij , suficientemente finas, resulta inmediato sus
valores para cualquier valor de bI/l y hI/l en el intervalo [0, 1] por interpolación lineal, con
precisión satisfactoria.

Con C̄ijkl y c̄ij conocidos a priori para ρI dado, queda completamente determinada la tensión
macroscópica σ̄ por la ley elástica lineal (41), evitándose así su determinación por solución de
un problema mecánico microscópico en cada punto de integración de la malla macroscópica.
Con ello, el tiempo de cálculo del problema mecánico macroscópico se reduce considerable-
mente. Además, el problema mecánico macroscópico resulta idéntico al clásico problema de
elasticidad lineal, ampliamente tratado en libros básicos de MEF y por gran número de códigos
computacionales fácilmente disponibles, comerciales o académicos.

5.2. Resultados

Supongamos la viga de la figura 1 discretizada usando una malla de 60×14 = 840 elementos
finitos cuadrangulares bilineales, tanto para el análisis térmico como para el análisis mecánico.
Cada uno de los elementos finitos de la malla conforma un subdominio de microestructura
homogénea ΩI , I = 1, . . . , 840, microestructura que está definida por los parámetros ρI =
[bI/l, hI/l].
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El problema de optimización resultante consta entonces de 1680 variables de diseño. Es
resuelto usando la función fmincon de Matlabr con el algoritmo “active-set” (Powell, 1978).

Las figuras 5 y 6 muestran la distribución de bI/l y hI/l, resultado de la optimización, para
la cual el desplazamiento según Y del extremo libre de la viga alcanza un mínimo. La figura 7
muestra la distribución de desplazamientos según Y para tal microestructura óptima, donde se
observa que la función objetivo alcanza el valor vtip = ‖uY (Xtip‖ = 5,09 mm. Si la viga fuera
construida completamente en acero, obtenemos ‖uY (Xtip)‖ = 9,78 mm, esto es, 92 % más que
el valor óptimo (en ambos casos se usó la misma malla de elementos finitos). En otras palabras,
la viga con microestructura inhomogénea consistente de capas horizontales y verticales de cobre
en una matriz de acero distribuida según el patrón resultado de la optimización definido por las
figuras 5 y 6 , es considerablemente más rigida frente a la carga térmica dada que si se fabricara
completamente en acero, que es a la sazón el material de mayor módulo de elasticidad y menor
coeficiente de expansión térmica entre los usados.

Figura 5: Distribución óptima del espesor relativo de las capas verticales (bI/l) de la microes-
tructura para maximizar la rigidez de la viga.

Figura 6: Distribución óptima del espesor relativo de las capas horizontales (hI/l) de la micro-
estructura para maximizar la rigidez de la viga.

Cabe destacar que en este caso se partió de una microestructura inicial de hI = bI = 0,5l
uniforme en toda la viga. Partiendo de distintas propuestas para la microestructura inicial, por
ejemplo de hI = bI = 0, se llegó a un óptimo diferente, lo que evidencia la no convexidad de la
función objetivo con respecto a las variables de diseño. En otras palabras, la solución mostrada
corresponde a un mínimo local.
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Figura 7: Distribución del desplazamiento según Y en la viga con microestructura optimizada
para maximizar la rigidez de la viga.

6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se ha demostrado la potencialidad del diseño óptimo de materiales usando
simulación computacional para mejorar la respuesta de estructuras sometidas a esfuerzos termo-
mecánicos. En la aplicación desarrollada, la maximización de la rigidez de una viga sometida
a cargas puramente térmicas cuya, se llegó a una distribución de la microestructura en el seno
de la viga que garantiza que la viga sea mucho más rígida que si se construyera enteramente de
acero, material de mayor módulo de elasticidad y menor expansión térmica que el acero, ambos
presentes en la microestructura propuesta.

En la continuación de este trabajo, se avizoran tres aspectos a tratar:

1. eliminar o atenuar las oscilaciones observadas en la distribución de la microestructura, lo
que exigirá reformular la función objetivo y/o las restricciones;

2. garantizar la validez de la hipótesis de elasticidad de los materiales empleados en la mi-
croestructura por medio de una restricción adicional;

3. buscar óptimos globales usando, por ejemplo, algoritmos genéticos.

Estas mejoras al modelo implicarán seguramente un encarecimiento del mismo. El primer
gran paliativo será el análisis analítico de sensibilidad de la función objetivo respecto de las
variables de diseño, realizado en este trabajo de manera numérica.
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