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Resumen. En trabajos previos recientes, los autores han desarrollado un modelo multiescala para el
tratamiento de falla de materiales. Este se basa en el concepto de Volumen Representativo Elemental
(Representative Volume Element, RVE) y de Homogeneizacion, y resuelve en forma integral todo el
proceso de degradacién del material, abarcando la etapa estable e inestable del mismo. Para su resolucién
se aplica un esquema numérico del tipo FE? dotado de ingredientes adicionales importantes propios de
la formulacién multiescala propuesta.

En los modelos multiescala cldsicos, cuando son aplicados a problemas que involucran falla material,
no es posible encontrar un tamafio minimo de la microcelda a partir del cual la respuesta homogeneizada
poscritica resulte insensible ante cambios de tamafio (pérdida de objetividad de la respuesta constitutiva).
El modelo propuesto da una solucién a este problema, obteniendo una respuesta objetiva en la etapa
poscritica. Para ello se debe capturar una zona a nivel micro, denominada dominio localizado (.Qﬁ),
donde se produce localizacién de deformaciones y que induce inestabilidad material a nivel macro. Este
dominio se puede interpretar como la zona de falla, a nivel micro del RVE, que caracteriza cinemdtica y
constitutivamente una fisura cohesiva a nivel macro.

La zona de falla resultante (Q/[;) puede adquirir forma arbitraria, por lo tanto en este trabajo se mues-
tran ejemplos donde se promueven modos de falla tortuosos. Para ello se modelan RVEs construidos a
partir de una distribucién geométrica aleatoria de poros elipticos, tanto en su posicién como en la direc-
cién del eje mayor. También se utilizan mallas de elementos finitos no uniformes que generan dominios
discretos de localizacién ain m4s tortuosos.

Se describe ademds una generalizacién tedrica del modelo propuesto anteriormente que permite ob-
tener resultados consistentes en el caso de dominios muy generales en cuanto a la geometria capturada
para el dominio de falla.

Con estos ejemplos numéricos, mas complejos y generales a los mostrados anteriormente, se busca
validar el modelo como una técnica viable para el modelado de falla de materiales mediante formulacio-
nes multiescala basadas en el concepto de RVE.
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1. INTRODUCCION

El modelado de falla de materiales heterogéneos tiene una gran importancia ingenieril y
tecnoldgica. Debido a ello en el 4&mbito cientifico se realizan continuos esfuerzos para modelar
adecuadamente todo el proceso de degradacion material. La aplicacion de técnicas multiescalas
para capturar falla material es relativamente reciente, y surge como una alternativa a los modelos
constitutivos fenomenoldgicos.

En trabajos previos recientes (Sanchez et al., 2011b, 2013; Toro et al., 2013b) los autores
han publicado un modelo multiescala para simular falla material. Dicha formulacién también
se ha presentado en ediciones anteriores del presente congreso (Toro et al., 2011, 2012) y en
congresos internacionales (Sanchez et al., 2011a, 2012; Toro et al., 2013a). El modelo se basa en
el concepto de Homogeneizacion y en la existencia de un RVE (Representative Volume Element,
Gitman et al. (2007)).

Debe mencionarse que la aplicacion directa de un Modelo Multiescala Cldsico, tal como la
presentada en Miehe y Koch (2002), a microestructuras susceptibles de presentar inestabilidad
material no garantiza la existencia de un tamafio microestructural fisicamente representativo
(pérdida de objetividad) y, por lo tanto, se pierde la nocién de RVE. Con el modelo propuesto
es posible obtener una repuesta objetiva, satisfaciendo ademads consistencia energética y con-
gruencia con resultados obtenidos mediante la utilizacion de técnicas DNS (Direct Numerical
Simulation).

En el articulo presente se propone una generalizacion tedrica de la metodologia multiescala
inicial que posibilita resolver microestructuras con modos de fallo mas complejos y tortuosos.
Para ello se adopta el mismo procedimiento axiomaético-variacional original, pero redefiniendo
en forma adecuada la transferencia de informacion cinemadtica desde la escala macro hacia la
escala micro (operador de insercién). A lo largo del trabajo se demuestra que la simple intro-
duccién de esta hipdtesis a nivel cinemdtico, permite obtener una formulacién multiescala con
mejoras sustanciales de modelacién, y al mismo tiempo conservar todo el formalismo tedrico
de base, ya discutido en las contribuciones previas.

2. MODELO COHESIVO EN LA MACROESCALA

Durante la etapa del comportamiento estable del material se asume que la escala macro esta
constituida por un medio continuo y estadisticamente homogéneo, y que el estado mecdnico
de un punto x estd caracterizado por la variable cinemdtica de deformacion &g y el estado de
tension correspondiente o (Fig. 1). En el contexto de pequefias deformaciones, la compatibi-
lidad cinemadtica a nivel macro exige la siguiente relacién entre los desplazamientos u y las
deformaciones &g:

eg=V,u Vxe\S (D)

donde el subindice x en el operador gradiente V, implica que la operacién estd asociada al
sistema coordenado definido en la macroescala. La operacion V, ®° (e) representa el gradiente
simétrico de (e).

Cada punto x en la escala macro tiene asociado una porcion representativa de material he-
terogéneo (microescala). Cuando el material se ha deteriorado lo suficiente (acumulacion de
micromecanismos de falla) se produce un fenémeno de localizacién de deformaciones, hasta
alcanzar un punto critico (instante de bifurcacién). Este instante se denomina #y, y se determina
a partir de un andlisis de bifurcacioén (Rudnicki y Rice, 1975; Rice, 1976; Runesson et al., 1991)
sobre el tensor tangente homogeneizado (Sanchez et al., 2013; De Souza Neto y Feijéo, 2006).
En estas circunstancias se activa una fisura cohesiva macro, denominada S.
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El estado mecénico de dicha fisura esta caracterizado por una variable cinemética de salto 3,
un esfuerzo de tracciéon Ty su normal n (Fig. 1). Para modelar esta etapa poscritica se utiliza
una cinemadtica de discontinuidades fuertes, donde el salto B representa la discontinuidad de
desplazamientos u sobre S, es decir:

B =luls 2)

Microescala

RVE para un punto continuo macro
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Figura 1: Idealizacién en la macro y microescala para andlisis de la falla de materiales con multiescala.

Para los detalles especificos sobre la resolucion del problema mecdnico con cinemadtica de
discontinuidades fuertes en la escala macro referirse a Simo y Oliver (1994) y Sénchez et al.
(2011b, 2013). En forma resumida lo que se resuelve es el equilibrio convencional variacional
de tensiones en 2 \ Sy el equilibrio de tracciones (T — 0 - n = 0) sobre la fisura S. En este
esquema mecdnico adoptado las variables duales que producen potencia en el dominio Q \ S
son {0, &g}, mientras que sobre la fisura S son {7, B} (Fig. 1).

Para la solucion del problema de equilibrio macro es necesario conocer la relacién consti-
tutiva entre los esfuerzos internos (o y T) y las variables cinemdticas (gg y ). Con el modelo
cohesivo adoptado en la macroescala, en los puntos x € Q\ S es necesario encontrar la relaciéon
o = o({&g)") y para los puntos x € Slarelacion T = T({B}"). Con {(e)}’ se indica la historia de
la variable () hasta el instante ¢.

Los modelos desarrollados en este trabajo tienen justamente el fin de definir mediante for-
mulaciones multiescala esas relaciones, es decir utilizar las respuestas homogeneizadas como
las de un modelo constitutivo. Parra ello cada punto x de la macroescala se vincula a una mi-

crocelda heterogénea (Fig. 1) y la respuesta homogeneizada se obtiene a partir de la resolucién
de un problema mecéanico en la microescala.
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3. FORMULACION MULTIESCALA PARA FALLA DE MATERIALES
3.1. Preliminares

En esta contribucidn se generaliza el modelo propuesto en (Sanchez et al., 2011b, 2013) para
considerar el caso general donde el dominio de falla micro adquiere forma arbitraria, producto
de la propia evolucién de la degradacién microestructural.

El tratamiento de la respuesta constitutiva se divide en dos regimenes (Fig. 1), una previa a
la bifurcacién macroscépica (¢ < ty) y una posterior a la misma (¢ > ). Para todo punto x de
la macroescala y para ¢ < ty, se utiliza el modelo descripto en la Sec. 3.2. El estado mecédnico
de este punto estd definido por su estado de tensién o y de deformacién &g (Sec. 2), por ello
son éstas las variables de la macroescala que se ponen en juego al proponer la técnica de sal-
to de escala (términos duales que producen potencia interna). Luego del instante 7y, en que se
detecta bifurcacion en el punto, se activa una macrofisura S. Por lo tanto, las variables que de-
finen el estado mecdanico del punto en la (Sec. 2) son la traccion T y el salto B (términos duales
que producen de potencia interna). Esto se tiene en cuenta en el modelo multiescala propues-
to (Sec. 3.3), definiendo adecuadamente la insercion del salto en la escala micro. A partir de
ello se deduce qué caracteristicas hereda el problema micromecanico y cémo se homogeneiza
la traccion cohesiva. Como requisito fundamental esta respuesta constitutiva debe ser indepen-
diente del tamafio de la microcelda, y asi conservar el concepto de RVE en la etapa inestable
del material.

Para la formulacién de modelo multiescalas se postulan tres hipétesis fundamentales, a saber:
(i) la definicion de la Cinemdtica micro, (ii) la Admisibilidad Cinemdtica (Homogeneizacion de
las deformaciones), y (iii) la Admisibilidad Energética (Principio de Hill-Mandel). El funda-
mento de estas hipotesis generales fue tratado en Sanchez et al. (2011b, 2013).

En las secciones siguientes se indica con el simbolo €, el dominio completo de la microcelda
y su medida (volumen) con |Q,|. La frontera del mismo se identifica con I, y el versor normal
saliente con v, (ver Fig. 1). El dominio de la zona de falla a nivel micro se denomina dominio
localizado, Q7;, y su medida se simboliza con |€2%|. La frontera de % se representa con I’y y
el correspondiente versor normal saliente con vﬁ (ver Fig. 1). Los puntos en la escala micro, y
también el sistema coordenado a este nivel, se denotan con el simbolo y.

Debido a que el modelo que se desarrolla a continuacién propone un cambio en las condi-
ciones de borde en la microescala (Sec. 3.3.2), durante el proceso de deterioro del material, es
conveniente escribir todas las ecuaciones en forma incremental. Para ello se utiliza el simbolo
(o) para indicar el incremento infinitesimal de la variable (e).

3.2. Modelo Multiescala para la etapa estable del material (2 \ S)

En esta seccion se define el modelo multiescala para los puntos x de la macroescala donde no
se detecta inestabilidad (¢ < ty), abarcando todos los puntos que estdn sobre el dominio Q \ S.

Como se explicé previamente, en estos puntos solo interesan las variables g y o, y se re-
quiere obtener una relacion constitutiva (Sec. 2).

3.2.1. Cinematica micro

La cinemdtica que se asume en la microescala en esta etapa, escrita en forma incremental,
es:
&, =1,(&) + &, (3)
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donde se utiliza la definicién de un operador de insercién 7, y &, es la componente fluctuante
de la deformacion micro.
El operador 7, se lo define como:

I(e)=(s) Vyeq, )

donde con el subindice y se indica la dependencia de la insercion con la posicion.

Los operadores de inserciéon son una forma concisa de indicar como se aplica la variable
cinematica macro dentro del dominio de la microescala Q,. Este esquema permite generalizar
el desarrollo de modelos multiescala, facilitando la presentacion de los conceptos introducidos
en la definicién del modelo multiescala en la etapa inestable del material (Sec. 3.3). En parti-
cular, en la Ec. (3) se usa para indicar que se distribuye en forma uniforme el incremento de
deformacion regular &g en todo el dominio Q,,.

A partir de las Ecs. (3) y (4), el incremento de deformacién micro adquiere la forma conven-
cionalmente utilizada:

&, =ér+8, 5)

Las variaciones cinemdaticamente admisibles de las deformaciones micro &, resultan:
&, =1,(8r)+&,=8+§, (6)

donde el simbolo (e) representa todas las variaciones cinematicamente admisibles de (e).

En la microescala se acepta la existencia de un campo de desplazamientos micro fluctuante
it, que satisface la compatibilidad de deformaciones con el campo de deformaciones fluctuantes
&,

- s~

£ =V, ® u, (7
donde el subindice y en el operador gradiente V, implica que la operacion estd asociada al
sistema coordenado micro.

3.2.2. Admisibilidad Cinematica

Cada procedimiento de insercion de cinemadtica macro conlleva asociado un requerimiento
de admisibilidad cinematica. En este caso, como la tnica variable cinematica existente es &g,
que se distribuye en todo dominio £, de la microcelda, se incorpora la restriccion dada por
la Ec. (8). Esta implica que la integral de la deformacién macro 7, y(&g) insertada es igual a
la intregral de la deformacién micro en ese dominio'. La Ec. (8) es una forma equivalente de
escribir la hipdtesis clasica de homogeneizacion de deformaciones.

)

i

T,(ér)dQ = f &,dQ ®)

o

Si en la Ec. (8) se tiene en cuenta la cinemdtica adoptada (Ec. (5)) y la compatibilidad de
deformaciones en el campo fluctuante (Ec. (7)), se puede escribir:

féﬂdngvy ® i, dQ =0 )
Q, Q,

w w

ISi se multiplica ambos miembros de la Ec. (8) por ﬁ es posible interpretar esta restriccién como una equi-
e
valencia entre las medias (asociadas al dominio £2,,) de la deformacion 7 ,(&g) insertada desde la macroescala y la

deformacién en la microescala &,,.
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Resulta conveniente expresar la restriccion anterior (Ec. (9)) en funcion del campo de despla-
zamiento micro fluctuante #@,,. Para ello se aplica el Teorema de Stokes Generalizado al producto
tensorial’:

f i, ®v,dl =0 (10)

Iy

Las Ec. (10) permite definir el espacio solucién %, y el de variaciones cinemdticamente
admisibles 7, para el campo de los desplazamientos fluctuantes micros durante la etapa estable:

UNQ,) = {ﬁ,l | &, € H'(Q,) /\f i, ®v,dl = 0}

Ty

Q) = {ﬁ,l | &, e H'(Q,) A f i, ® v, dl = 0}

Iy

(11)

donde H es el espacio de funciones de Hilbert y H', el espacio con al menos la primera derivada
cuadrado integrable.

En los espacios %, y 7, se asume implicitamente que, ademds de las restricciones mencio-
nadas, tienen incorporadas las necesarias para restringir el movimiento como cuerpo rigido de
la celda unitaria’.

Los espacios definidos en la Ec. (11) contienen las restricciones cinemadticas minimas que se
requieren para garantizar la admisibilidad cinematica (Ec. (8)). Por ese motivo se lo denomina
como submodelo de Minima Restriccion. No obstante, se pueden seleccionar subespacios més
restringidos (por ejemplo, el submodelo de Taylor, Lineal, Periodico, etc.) segun el tipo de
problema y las caracteristicas de la microcelda (De Souza Neto y Feij6o, 2006). En Toro et al.
(2013b) se detallé un procedimiento general para imponer condiciones de borde en problemas
multiescalas, en el contexto del método de elementos finitos.

Considerando la Ec. (7) y la Ec. (11) se puede definir el espacio de variaciones admisibles,
9y, para el campo de las deformaciones fluctuantes virtuales (§ﬂ):

2.(Q,) = {é,, | &, =V, & ti, Nii, € 7/,1(9#)} (12)

Debido a la hipétesis de compatibilidad de deformaciones (Ec. (7)), es equivalente el uso
de los espacios ¥, 6 Z,. El sentido de introducir el espacio &, es para escribir el problema
variacional en forma mds compacta.

3.2.3. Admisibilidad energética

Como un aporte significativo de la contribucion presente se postula una definicién gene-
ralizada del el Principio de Hill-Mandel. Para el cual el régimen estable del material puede

2En particular la expresion en este caso es: fg % asg = fr v;v; dI', 6 en su forma invariante, considerando el
J

operador simétrico, como: fg V & vdQ = fr v Svdrl.
3En los modelos constitutivos multiescalas las restricciones por movimiento rigido de la celda unitaria usual-
mente son homogéneas, por lo que, sin pérdida de generalidad, en el andlisis de este trabajo asi se asumen.
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expresarse como sigue*:

o’:( fg Iy(éR)dQ): fg o.({8,)) : £,dQ )

u H

Vég € .7, V€, cinemdticamente admisible

donde &, fue definido en forma general en la Ec. (6). Mediante la nomenclatura {g,}’ se indica
que la tension o, depende de toda la historia de la deformacién g,. Con . se indica el espacio
de los todos tensores simétricos de segundo orden.

Este principio variacional asegura equivalencia energética (en términos de potencia interna)
entre un punto en la macroescala y en la microcelda.

Teniendo en cuenta la Ec. (6), el Principio de Hill-Mandel (Ec. (13)) se reescribe de la forma:

o ( f Iy(éR)dQ) = f o, (I,80) +8,) dQ  Vérpe S ¥E, € 2u(Q)  (14)
Q, Q

H H

Utilizando la definicién del operador de insercién 7, (ver Ec. (4)) en la ecuacion anterior y
resolviendo las integrales se deduce:

1 1 A s
O':é‘R:—(f a'“dQ):éR+—f o, E,dQ Vég € S Ve, € 9,(2,) (15)
12,0\ Jo, 12,1 Jo,

La Ec. (15) representa un expresion variacional, la que se debe satisfacer para toda variacion
admisible de las variables independientes. Asumiendo en primera instancia que &, se mantiene
fija en cero, y que &g adquiere valores arbitrarios, se obtiene la formula de homogeneizacion de

tensiones: |
o=— o, dQ (16)
12,1 fg g

Como es de interés escribir las ecuaciones en forma incremental, la ecuacidén anterior se
descompone considerando un diferencial de tiempo dt:

1
o~ o dr = TN fg (0 + o, dt) dQ (17)
H H

Si hasta el instante el (¢ — dr) se verifica el Principio de Hill-Mandel se obtiene la férmula de
homogeneizacién de tensiones en forma incremental:

1 t
oy fg ou(ls,)) dQ (18)

donde las tensiones macroscopicas actuales se obtienen como:

o=0""+dt (19)

#Una manera de interpretar el Principio de Hill-Mandel es escribirlo de la siguiente forma:

lf 1
— O':I(é)sz—f(r:édQ
Qu Jo, v Qudo, "

donde se igualan la media en todo el dominio £, de la potencia virtual ejercida por una tension generalizada o
sobre la deformacién insertada 7, (&z), dependiente de la variable a nivel macro que produce potencia, con la media
en el mismo dominio de la potencia virtual a nivel micro.
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y el incremento de la tension en la microescala, como:

O'ﬂ({&‘ﬂ }t) _ O.#t—dt

dt

En segunda instancia se considera en la Ec. (15) que &g es nula y variaciones admisibles de
£,, obteniendo:

ou({e,}) = (20)

f 0,:8,d2=0 V&, € 9,(Q) (21)
‘QH

La expresion previa representa el equilibrio mecanico en la microescala (en particular uno
autoequilibrado). Considerando (7) y el formato incremental adoptado en este trabajo’, el pro-
blema micromecénico puede enunciarse en forma equivalente como sigue:

Hallar i, € %,(Q,) tal que:

. . 22
f Gle)):V, @ h, d2=0 Vi, e V@) 2
‘Qll

Notar que en este formato general propuesto se recupera el Modelo Multiescala Cldsico,
usado ampliamente en la resolucién de problemas de modelado materiales estables (De Souza
Neto y Feij6o, 2006).

3.3. Modelo multiescala para fisura cohesiva S en la macroescala

Para un punto x en la macroescala en donde se detecta inestabilidad material se activa el
modelo cohesivo, como explicado en la Sec. 2, . En ese instante (fy) comienza evolucionar la
variable cinematica 8y, en funcion de ella, se requiere obtener una respuesta constitutiva T’ =
T{BY}) a partir de la formulacién multiescala que se propone y que defina el comportamiento
material del punto.

El esfuerzo cohesivo T es una magnitud dual al salto macro B, con lo cual para su deter-
minacién sélo hace falta considerar variaciones virtuales 8. La deformacién regular influye en
el célculo de T (Simo y Oliver, 1994; Sanchez et al., 2013) actuando simplemente como un
argumento funcional, por lo tanto no hay necesidad de considerar variaciones virtuales de la
deformacién macro &g.

3.3.1. Cinematica en la microescala
La cinemdtica que se asume en la microescala, escrita en forma incremental, es:
&, =1,(&r.B)+ 8, (23)
donde 1 ; es un operador de insercion que se define de la siguiente forma:
T(&p. B) = Ty(&r) + T5(B) (24)

Notar que se utiliza el mismo concepto de operador de insercion, definido en la Sec. 3.2.1,
permitiendo en forma abstracta generalizar la definicion cinemadtica. Los operadores de inser-
cion I,y I ; utilizados en la Ec. (24) se definen como:

I (e)=(s) Vyeq, (25)

SPara ello, como en la Ec. (18), se considera que el Principio de Hill-Mandel se satisface hasta el instante
(t — dt), y por lo tanto se cumple que ny 0',,"”” : é‘ﬂ d@Q =0, V?:H € 9, o en forma equivalente que el problema

micro estd en equilibrio en el instante (¢ — df).
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(o) ® n,(y)
T (0)=¢uly) ———— VyeQ, (26)
e tu() !
donde ¢ﬁ se denomina funcién de colocacion:
1 Yy € QL
PL(y) = e (27)
0 Yy € 9\ Q,

El operador 7, definido en la Ec. (25), distribuye en forma uniforme el incremento de de-
formacion regular &z en todo el dominio £,. Observe que es idéntico al utilizado en la parte
estable del material (ver Ec. (4) y Ec. (25)).

A diferencia de trabajos previos, para el tratamiento de dominios localizados con geometrias
generales se debié modificar la forma del operador de insercion 1. ; Ahora en su definicion
(Ec. (26)) se utilizan dos términos que dependen de la posicién y en el dominio £,,: la normal
micro n, y la longitud micro ¢,. Para interpretar estos términos se construye una superficie S,
central al dominio localizado Qfl (Fig. 2). Las normales n, se definen perpendicular a cada punto
de la superficie S,,, mientras que la longitud ¢, como el espesor del Qf; en la direccion de n,,.
Como caso general se asumen que ambas son variables a lo largo de S, pero constantes en la
direccién perpendicular (direccién de n,)°. Notar que en la Ec. (26) se destaca la dependencia
con las coordenadas y de ambas variables.

Qﬂ

Jot 2.

u

Figura 2: Eje longitudinal S,, del dominio localizado in

Este operador 1. ; se utiliza para mapear el incremento del vector salto 8 en una magnitud
tipo deformacion, solamente sobre el dominio localizado ©%, debido a la definicién del factor

¢5. El modo de la deformacién insertada (BQ;%) es caracteristico del que se produce en una
banda con localizacién de deformaciones.

Teniendo en cuenta las Ecs. (23), (24), (25) y (26), se define en forma explicita la deforma-
cién micro:

. B & n,(y)
8M28R+¢ﬁTy/;+8#
M

®Los términos n, y {,, aunque se aceptan que estin definidos en todo el dominio Q,, pierden significado
fuera del dominio localizado .Qﬁ allf su valor y variacién son arbitrarios mientras que hagan que la Ec. (26) sea
integrable.

(28)
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En vista de la definicion cinemadtica dada en la Ec. (23), y considerando la Ec. (24), las
variaciones cinematicamente admisibles de las deformaciones micro &, resultan:

_Benw P
t,(y) g

donde, como se explicé al principio de la Sec. 3.3, se asume que & = 0 en la microcelda
correspondiente al punto x € S.

Al igual que en la etapa estable, se acepta valida la hipétesis de compatibilidad de deforma-
ciones en el campo de deformaciones fluctuantes &, (Ec. (7)).

8, =I,0.p)+&,=TI.(P)+8, (29)

3.3.2. Admisibilidad Cinematica

Segun lo discutido en la Sec. 3.3.1, 7 ; realiza una distribucidon de la cineméatica macro en
dos dominios diferentes, en Q, y en Q%, es decir existen dos procedimientos independientes
de insercion. Esto sugiere que se deben imponer dos restricciones de admisibilidad cinematica
independientes, dadas por las ecuaciones siguientes’:

f T,(&r.B)dQ = f £,dQ (30)
M ‘Qll
f];(sR,B)dQ:fs,,dQ (31)
QL QL

Reemplazando en las Ecs. (30) y (31) la definicién del incremento de la deformacién micro
£, (Ec. (23)) se deducen las condiciones que deben cumplir las deformaciones fluctuantes para
satisfacer las hipétesis de admisibilidad cinematica:

féﬂdngvy ® i1, dQ = 0 (32)

fo} o}

f éﬂdng V, ®ii,d2 =10 (33)
ot Qt

Para escribir el problema mecdnico en la microescala en términos del campo de despla-
zamiento fluctuante @, se aplica el teorema de Stokes Generalizado® a las Ecs. (32) y (33),
obteniendo:

f it, ® v, dl =0 (34)

rll

fﬁ,, ® v, dl' =0 (35)
It

m

A diferencia del modelo multiescala cldsico, el modelo propuesto para la etapa de inesta-
bilidad material tiene una restriccion adicional, no estdndar, caracterizada por la Ec. (35), la

"Las Ecs. (30) y (31) se pueden interpretar, si se multiplica ambos lados por g y @ respectivamente, co-
" fm
mo una equivalencia entre la media de la deformacién insertada Z,(ég,f) y la media de la deformacién en la

microescala &,.
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cual junto a la Ec. (34), definen el espacio solucion (%L) y el de variaciones cinemdticamente
admisibles (“V#L), para el campo de los desplazamientos fluctuantes micros en la etapa inestable:

%L(Q,l):{ﬁ,l | @, eHl(Q,l)/\f i, ® v, dF:O/\f i, ® v, dF:O}
I, ry

(36)
V1R, = {ﬁﬂ | @, EHI(Qﬂ)/\f i, ®v, dF:OAfLﬁ,, ®Sv§dr:0}

r, Iy

En la definicién de los espacios %L y ”I/#L en la Ec. (36) se asume implicitamente incorpora-
das las restricciones minimas para evitar el movimiento como cuerpo rigido de la microcelda®.
Observe que se pueden seleccionar subespacios mds restringidos (Taylor, Lineal, Periddico,
etc.), tanto sobre la restriccion de la Ec. (34) (condiciones de borde sobre £,) como la de la
Ec. (35) (condiciones de borde sobre Qﬁ).

A partir de Ec. (36) es posible definir el espacio de variaciones admisibles de las deforma-
ciones fluctuantes (Z,):

D(Q,) = {éﬂ | &, =V, ® @, Nil, € %L(gﬂ)} (37)

3.3.3. Admisibilidad Energética

Se parte del mismo Principio de Hill-Mandel Generalizado utilizado para la parte estable
(Ec. (13)), midiendo la potencia interna con respecto al operador de insercién propuesto . ;
(Ec. (24)). La Ec. (38) asegura una equivalencia energética media entre la potencia generada
por el operador de insercién y la producida en la microescala®:

a’:( fg I;(B)dg): fg o.(le,)) : &,dQ a8

H u

VB e F, \7’?},, cinemdticamente admisible

donde &, estd definido por la Ec. (29). El término {g,}’ tiene el mismo significado dado en la
Sec. 3.2.3. Con el simbolo .# se indica el espacio de los todos los vectores.

Si en la Ec. (38) se desarrolla el operador 1 ; considerando la Ec. (26) y se reemplaza &, por
la Ec. (29), se obtiene:

, LB nﬂ(y) f LB B n@y .
a(fg %o @) ) 2, ( i, 1) +8“) a4 (39)

"

VBe .7 V8, € D (2,)

Ademas teniendo en cuenta la definicién de la funcién de colocacion ¢, dada por la Ec. (27),
se llega a la siguiente expresion:

B ® n,@y) ) f B ® n,(y) f .
: ————dQ| = T——dQ 1 g,d82
7 Ug ) P ¥ RN ML (40)

VB e F NE, € LR

8E] Principio de Hill-Mandel se puede interpretar como una equivalencia de medias, como se indica en el pie
de pagina * de la pagina 7.

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



494 S. TORO et.al.

Al considerar la independencia con las coordenadas y del salto virtual macro B se puede
escribir’:

A( ) )
.y - o, n(y . .

VB e F NE, € TH(Q)

Para interpretar el factor A de la Ec. (41), con suficiente aproximacion para la mayoria de
los casos, se puede expresar el diferencial de area de Qﬁ como: dQﬁ = {,(y)dS, (en la Fig. 2
se indican las variables usadas para un caso 2D de espesor unitario). Haciendo un cambio de
dominio de integracion (al ser constante £, en direccion de n,, ver Sec. 3.3.1) el factor A queda:

n,(y) f n,(y) f
dQ = —(,(y)dS = n,(y)dS (42)
fg,e ) s L Y s Y
a partir del cual es posible definir la siguiente relacion:
n,(y) _
dQ=mn, |S (43)
Lﬁ f#(y) . | ,u|

donde la n, tiene la interpretacion de una media de las n, sobre la superficie S,:

1
= ds 44
ke S, fsﬂn“(y) (9

Reemplazando la Ec. (43) en el término de la izquierda de la Ec. (41) se obtiene:

n.(y) A .
(0 (f ; 5#(:) dg]] B=(o-m) BIS,| (45)

La Ec. (45) muestra que el dominio efectivo donde se produce trabajo virtual macro es S,,,
quedando en evidencia cual es la magnitud que ejerce potencia virtual sobre las variaciones
admisibles de la variable cinemdtica macro 8.

Recuerde que esta microcelda estd vinculada con un punto x en la macroescala sobre una
fisura S donde la potencia producida sobre la misma se mide como T - 8. Los términos duales
de generacién de potencia son la traccion T y el B (Secs. 2 'y 3.1), ambos sobre la fisura S.

Comparando esa dualidad con el resultado de la Ec. (45) se deduce que el término o - i,
corresponde a la traccién macroscépica T. De esta forma, es posible escribir:

A g 'n(y) ~ 2
T S:f$d9]~ +f0':8d.Q

ﬁ| #| (Q,e @) b e} S (46)
VB e F,VE, € TH(Q)

La Ec. (46) es una ecuacién variacional que se debe cumplir V8 € .# y Vg, € Z,(Q,). Por
conveniencia se asume primero que las variaciones admisibles &, son nulas y que las variacio-
nes admisibles B se mantienen arbitrarias, obteniéndose la férmula de homogeneizacién de la

traccion sobre la fisura S: ( )
o, n,(y
47)
s, fgL 6.(y)

9Se aplic6 la igualdad tensorial A : (a ® b)=a-A-b=b- A -a, donde A es un tensor simétrico de segundo
orden.
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Siguiendo argumentos similares a los discutidos en la Sec. 3.2.3 y asumiendo continuidad de
tracciones en ty (para mds detalles ver Sanchez et al., 2011b), es posible obtener la férmula de
homogeneizacién de la traccion en forma incremental:

o.(te)) - mu(y)
e, 48
|s|f LW @

donde o, se determina con la Ec. (20) y las tracciones se actualizan de la siguiente forma:

T=T""+Tdt (49)

En segunda instancia se considera en la Ec. (46) que las variaciones admisibles 8 son nulas,
mientras que &, es arbitraria a menos de la restriccion de pertenecer a @ﬁ:

f 0,:£,d2=0 V&, € 71(Q) (50)
'Q/l

obteniendo de esta forma la version variacional del problema de equilibrio en la microescala, el
cual puede expresarse, haciendo uso de Ec. (7), en funcién de los desplazamientos fluctuantes
i, como:

Hallar i1, € %(,) tal que:

fo-u({sy}) V ® dQ 0 VﬁyE’y/ﬂL(Q#) (51)
Q,

i

Notar que el problema que se resuelve es andlogo al que se dedujo para las microceldas
asociadas a los puntos x € Q, \ S. La tnica diferencia viene dada por el espacio de variacio-
nes cinematicamente admisibles al que estd subscrito (que se refleja en condiciones de borde
diferentes en el problema mecanico).

El proceso de resolucién de la formulacion propuesta permite partir de la microcelda origi-
nal definida para el régimen estable del punto x y, en forma natural, derivar en la microcelda
utilizada para la parte inestable del mismo punto.

4. EJEMPLO NUMERICO

En las secciones previas se extendio la formulacién de un modelo multiescala previamente
propuesto por los autores para el tratamiento de falla de materiales abarcando problemas donde
el dominio localizado Qﬁ adquiere forma arbitraria, y por lo tanto las normales a la banda de
falla n, y el espesor de la misma ¢, varian a lo largo del dominio localizado.

En esta seccidn se presenta un ejemplo numérico simple donde se aplica esta generalizacion
en la formulacién para mostrar la potencialidad del método propuesto y consistencia en los
resultados.

4.1. Descripcion

En la Fig. 3-a se esquematiza el problema mecéanico que se resuelve en la macroescala. El
mismo consiste en una barra de material homogéneo (multiescala) simplemente apoyada en el
extremo inferior, mientras que en el superior se le impone un desplazamiento prescrito vertical.
Se utiliza la hipétesis de deformacién plana en ambas escalas.

A nivel micro, para promover que el dominio Q{; resulte tortuoso, se disefiaron dos micro-
celdas cuadradas formadas por poros elipticos dispuestos en ubicacién y direccién aleatoria
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Figura 3: Barra uniaxial. (a) Detalle del elemento estructural y variables usadas en la macroescala, junto con la
fisura macro S. (b) Microceldas con poros elipticos aleatorios utilizadas en la microescala y sus correspondientes
mallas de elementos finitos. (c) Diagrama de las normales n,,, dominio localizado .Qﬁ y esquema de condiciones
de borde aplicadas en la microescala.

(estadisticamente uniforme), rodeada por una matriz homogénea. Se distribuyeron 25 elipses'®
iguales con un eje mayor igual a 0,01 mm y una relacién de ejes igual a 1,5. Las dimensiones de
la microcelda se definieron de tal forma de obtener una porosidad de f, = |Qzac""s|/ 12,] =0,1.

Las condiciones de borde que se aplicaron a la microcelda fueron las del submodelo Peri6-
dico Clasico sobre la frontera I',, y asi cumplir la restriccion correspondiente a las Ecs. (10) y
(34), tanto en la etapa estable como inestable (Fig. 3-c). En la etapa inestable (¢ > ty) se incor-
poraron las condiciones borde sobre el dominio localizado Qﬁ, donde se eligié un submodelo
de Taylor (el cual prescribe #, = 0 Yy € Qﬁ), cumpliendo con la restriccién de la Ec. (35).

El material de la matriz en la microescala esta caracterizado por un modelo constitutivo feno-
menoldgico de dafio sélo traccion, con un médulo de elasticidad de 200000 MPa, un coeficiente
de Poisson de 0,2, una tension ultima de 2,4 MPa y una energia de fractura de 0,5 Nm/m?. Los
poros, por conveniencia en la determinacion del dominio localizado y la imposicién de las con-
diciones de borde no estindar sobre Qﬁ (Sec. 3.3.2), se modelaron como un material eldstico
con un médulo de elasticidad muy pequefio (2 x 107% MPa).

Cada punto x de la macroescala estd vinculado a una microcelda con las caracteristicas expli-
cadas previamente. En este ejemplo se resuelven dos problemas, ambos con la misma macroes-
tructura pero utilizando en cada uno de ellos microceldas con distribucién de elipses diferentes.
En la Fig. 3-b se indico la distribucidn, junto con sus dimensiones, para las dos microceldas
adoptadas: Celda 1 y Celda 2 .

En Toro et al. (2013b) se present? la teoria y algoritmos computacionales necesarios para la
implementacién numérica mediante elementos finitos (FE*) del modelo multiescala propuesto.
Para la resolucion numérica del presente ejemplo se utiliza en la macroescala elementos finitos

10F] criterio para definir la cantidad de elipses fue el necesario para obtener una tensor constitutivo tangente
homogeneizado suficientemente isotrépico en la etapa eldstica.
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triangulares lineales del tipo E-FEM (Oliver y Huespe, 2004), que permiten la captura de las
discontinuidades fuertes.

En la microescala se adopta un esquema de fisura difusa (smeared crack, Rots et al. (1985);
Oliver et al. (1990) y cuadrangulos estdndares bilineales, donde en la discretizacion de la Cel-
da 1 se usaron 2142 elementos y en la Celda 2, 2122 elementos. Las mallas se indican en la
Fig. 3-b.

Para la determinacion del dominio localizado, Qﬁ, se sigue el procedimiento descripto en
Sanchez et al. (2011b, 2013). Para la definicion de las normales micro n,, y las longitudes £, se
determina una curva S, central a la superficie Qﬁ (Fig. 2). El sentido de la normal macro, n, se
utiliza para una correcta definicién de las normales micro (Fig. 3-c).

4.2. Resultados

En la Fig. 4 se muestran las respuestas de las macroestructuras asociadas a la Celda 1 y a la
Celda 2. En ella se grafica en abscisas el desplazamiento vertical 4 impuesto y en las ordenadas
la fuerza resultante vertical F de la cara superior de la barra (Fig. 3-a).

Lol o delafisuram 8T0. e

...... ﬁ,},}ﬁ,}ﬁ\T \'\, O

|
|
:
|
;
|
|

|
0 Instante de 1 2 3

Bifurcacion /] [mm] X 10_4

Figura 4: Gréfica de la fuerza total vertical F' vs el desplazamiento vertical 4 del extremo superior de la barra
utilizando las Celdas 1 y 2.

Debido a que la macroescala es homogénea y hasta la bifurcacién posee una distribuciéon
uniforme de esfuerzos, todos los puntos materiales macroscépicos bifurcan simultineamente.
Por ello, en la Fig. 4, se marco el instante de bifurcacién junto con el de activacién de la fi-
sura cohesiva macro. Este tltimo también corresponde al de activacién del modelo cohesivo
multiescala (Sec. 3.3).

En la macroescala se detecta inestabilidad material (bifurcacién) cuando el desplazamiento
A alcanza los 0,248 x 10~ mm en el problema de la Celda 1 y los 0,254 x 10~ mm en el de
la Celda 2. Para que el dominio localizado se forme correctamente se permite que transcurran
algunos pocos pasos de tiempo antes de activar la discontinuidad fuerte. En la Celda 1 se activa
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cuando se alcanza 4 = 0,288 X 10™* mm y, para la Celda 2, cuando 4 = 0,294 x 10~* mm. Como
se aprecia en estos valores y en la Fig. 4, este periodo es muy reducido y no tiene influencia
alguna en la respuesta global.

A partir del andlisis de bifurcacién se determina el dngulo 6 de la normal n a la fisura S en
la macroescala (Fig. 3-a). Para la Celda 1 es 6 = 95,4° y para la Celda 2 es 6 = 89,55°.

Se observa que los resultados obtenidos para ambas celdas son bastante similares, tanto en
la grafica de respuesta (Fig. 4) como en los tiempos de bifurcacién e inclinacion de la normal
n. En la etapa estable (previo a la bifurcacion) las respuestas se corresponden casi exactamente,
pero en la etapa inestable se observa una pequeia diferencia. Considerando la arbitrariedad de
la microcelda, de la malla y las disimilitudes en el dominio de falla resultante (Fig. 6), se argu-
menta que este resultado muestra suficiente consistencia y prueba la capacidad de modelado de
la generalizacion propuesta. Considere ademas que la diferencia puede estar influida por la re-
conocida deficiencia inherente a los elementos cuadrangulares lineales estandares para capturar
dominios arbitrarios de localizacién (Jirdsek y Bauer, 2012), como se observa en la forma que
adopta el dominio localizado en la Fig. 6 cuando la banda de falla atraviesa elementos finitos
mal direccionados respecto a ésta.

En la Fig. 5 se muestra la distribucion del dafio para distintos instantes, sobre la microcelda
correspondiente al problema de la Celda 1. En la Fig. 6 se indican distintas etapas de la evolu-
cion del criterio para la determinacién del dominio localizado Qﬁ, tanto para la Celda 1 como
la Celda 2. En ambas figuras, se asocia el mapa de dafio/dominio localizado con puntos sobre
la grafica de respuesta F-4: ® (en 4 = 0,1 x 10~ mm), ® (0,196 x10™* mm), © (0,288 x10~*
mm; aproximadamente en el momento en que se activé la macrofisura) y ® (2,936 x10~* mm).

Un aspecto interesante observado en las Figs. 5 y 6 es que durante la etapa estable del ma-
terial homogeneizado evolucionan varias “microfisuras” (zonas dispersas con degradacion y
crecimiento del dafio), y que eventualmente por efecto de la degradacién y localizacién coales-
cen en una sola fisura con camino tortuoso. El instante de coalescencia micro en una tnica
banda de falla esta directamente asociado al instante de bifurcacién macroscopica.

El dominio localizado Qﬁ se determina al momento de activar al discontinuidad fuerte en
funcion del estado del criterio de bifurcacidn, y, por hipétesis, se mantiene fijo de alli en ade-
lante. La graficas correspondientes a los puntos © y ©® de las Celdas 1 y 2 de la Fig. 6 indican,
justamente, como queda definido el Qﬁ para cada problema.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarroll6 una generalizacion de la formulacién multiescala presentada
en Sdnchez et al. (2011b, 2013). La misma resuelve el problema de falla de materiales en un
contexto multiescala manteniendo el concepto de RVE ya que es posible encontrar, en la eta-
pa inestable del material, un tamafio de microcelda donde la respuesta homogeneizada resulta
objetiva.

Esta generalizacién consiste asumir que el dominio localizado adquiere una geometria ar-
bitraria, la cual puede parametrizarse en términos de la normal a la linea media de la zona de
falla (n,) y el espesor de localizacion (£,), ambas variables con la posicién en la microcelda. La
misma permite resolver adecuadamente problemas donde el dominio Q;IZ resulte tortuoso tanto
por la distribucién geométrica de las heterogeneidades de la microcelda o inducidas por la dis-
posicion de los elementos finitos en la malla. Observar que con ella se recupera lo propuesto en
los trabajos previos, si la longitud ¢, y la normal n, resultan constantes a lo largo de Q%, y esta
ultima similar a la normal de bifurcacion n.

Esta extension de la formulacion se dedujo a partir de los mismos conceptos fundamentales
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Figura 5: Evolucién del dafio en la Celda 1.

inherentes al modelado multiescala y usados previamente, como son la definicion de la Cine-
madtica Micro, la aplicacién de la Admisibilidad Cinemdtica y Energética.

Por tltimo, a través de un ejemplo simple con dominio localizado tortuoso, se mostré con-
sistencia en los resultados cuando se aplica la generalizacion presentada.
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Figura 6: Evolucién del criterio de determinacién del dominio localizado Qﬁ en las Celdas 1 y 2.
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