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Resumo. O elemento finito de Zienkiewicz tem sido frequentementizatio para resolver proble-
mas de mecanica dos solidos. Seu emprego em fluidodindmigputacional, contudo, permanece
apenas marginalmente explorado. Assim sendo, analisaqubosia elemento misto para escoamentos
incompressiveis proposto recentemente por G. C. BuscadlidRuas que, até o presente, somente fora
utilizado em problemas estacionarios, lineares e semi@étcfim de avaliar o desempenho numérico
deste elemento em problemas de carater mais geral, repsri@gui resultados relativos a um interes-
sante teste numérico: escoamento externo através de uacwlbstetangular. Este € um teste adequado
pois, neste, quantidades do escoamento (como o padrédoadgigete vortices) sdo bastante sensiveis a
alteracdes da corda do obstaculo retangular. Empregameésoalonde Crank-Nicolson para discretiza-
¢do temporal e, espacialmente, a formulacéo de Galerkingraio completar a construcao do algoritmo
final. Extensivas simulagbes numéricas bidimensionaisag@oreportadas, as quais reproduzem a bem
conhecida duplicacao de periodo que ocorre para certosesale comprimento de corda. O elemento
testado comportou-se de modo robusto, mostrando-se utivattiernativa por seu custo reduzido em
termos de menor nimero de incégnitas do que o elemento derFagbd. Os resultados aqui apre-
sentados incentivam o uso do referido elemento no empregoldedes numéricas das equacdes de
Navier-Stokes.

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


http://www.icmc.usp.br

1364 D.S. RODRIGUES, V. RUAS, G.C. BUSCAGLIA

1 INTRODUCAO

Além de sua frequente utilizacdo em mecanica dos soldiesKiewicz and Taylgr2000),
muito recentemente o elemento finito de Zienkiewicz taml@mde mostrado apto a resolver
problemas de natureza fluidodinamiBaécaglia and Ruag013 Ruas 20129. Nessa perspec-
tiva, discutimos aqui seu emprego na solucédo das equacdéasvilr-Stokes incompressiveis.
O elemento proposto interpola a velocidade com um elememtplisial (triangulo em 2D)
cujas interpolantes locais s&o polindmios de grau trés. dQmmposta, os graus de liberdade
desse elemento sdo as componentes da velocaladas derivadasos vértices da triangu-
lacéo; o campo de presséo € interpolado com o espaco bsuahforme. Maiores detalhes a
esse respeito serdo fornecidos oportunamente, ao finatéda 2e

Como problema-teste para o elemento, escolhemos o esclwdiaramar de um fluido new-
toniano através de um cilindroetangular. A justificativa para tal escolha é que a solug&ald
problema possui caracteristicas fisicas peculiaresisgantes (entre outras, a descontinuidade
na frequéncia de geracao de vortices com respeito ao aumemimrda do obstaculo retangu-
lar) que realmente p6em a obtencédo da solugdo numérica @ pniciamos nosso relato reca-
pitulando interessantes caracteristicas fisicas do gmubiteste. Posteriomente, detalhamos a
formulagéo variacional para solucdo numeérica das equadédsr-Stokes e entdo damos um
breve descritivo do elemento proposto.

Em se tratando de escoamentos através de corpos rombudas)tdigacéo da geracao de
vortices tem sido um dos principais focos de interesse. Entdes dessa natureza, os cilindros
circulares tém sido os mais investigados, embora a ge@mwetangular seja igualmente rele-
vante do ponto de vista de aplicagBes. Como fendmeno f{gecém, o escoamento no entorno
de um obstaculo retangular pode ser até mais complexo. Bansa, com respeito a frequéncia
de geracao de vortices: em regime laminar, 0 aumento da dordastaculo retangular pode,
por um lado, elimina complementamente (0 escoamento pasauan estado estacionario)
ou, por outro, duplica-la (o escoamento transicideacontinuamente Embora tal descon-
tinuidade seja bastante conhecida e estudado através dieagims numéricaBerrone et al.
2011 Islam et al, 2012 Liu and Kopp 2011 e experimentosdkajimag 1982, ndo deixa de ser
um fendmeno fisico memoravel no qual se constata a grandgleridiade que as equacdes de
Navier-Stokes séo capazes de capturar. A fim de descreva-ttelhes, vamos agora definir
algumas quantidades fisicas.

Seja um cilindro de sec¢éo retangular com cardalturaa e razao de aspectda. Defini-
mos 0 niumero de Reynolds corRe = pUya/p, €m quep e p SAo respectivamente a massa
especifica e viscosidade molecular do fluido, sendo a altperpendicular a velocidade de
corrente livreU,,. Nesse escoamento externo, se a viscosidade predoRena (), as linhas
de corrente sédo simétricas a montante e a jusante pois tmsafarciais ndo sao significativos.
A medida queReé ligeiramente aumentado tal simetria desaparece e surgsmndttices a
jusante do obstaculo, permanecendo ainda estacionaricoarasnto e sem despreendimento
de voértices. Ja parBe = 100, o estado estacionario é atingidoge = 5.0 (Berrone et al.
2011), enquanto que parda = 4.0 0 escoamento é sempre transitotglgm et al, 2012. Em
escoamentos ndo estacionarios, ocorre geracao alteraadatites entre as regides situadas
acima e abaixo do cilindro retangular, cuja quantificacdmedsional se da pelo nimero de
Strouhal:St. = f,¢/U,, em quef, € a frequéncia dimensional de geragdo dos vortices. Para
100 < Re< 300, St. sofre mudangas suaves com o aumento da coddailindro; seRe> 300

1Em hidraulica, a palavra cilindro refere-se & um obstaculdayer, isto €, um corpo plano de qualquer se¢éo
transversal que exerce forca sobre o fluido no qual se edomrso — e nao apenas aqueles cuja secéowdar.
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(mas ainda a escoamento lamin&f),se altera de modo descontinuo (confdl@kamura et al.
(1996 para maiores detalhes). Pd&a = 400, por exemploSt. praticamente dobra de valor
parac/a entreb5.5 e 6.0 (Liu and Kopp 2011). Estas particularidades configuram tal problema
como um teste para métodos numeérico-computacionais.

2 EQUACOES GOVERNANTES E ABORDAGEM NUMERICA

Seja) € RY (d = 2 ou3) um dominio aberto e limitado com frontei?® = 0Q; L 052,, em
qued); n 092y = . Neste, supondo-se escoamento incompressivel, a dindmioa fluido
newtoniano é regida pelas equacdes de Navier-Stokes:

plou+ (u-Viu) —V-2uVSu)+Vp = pb em Q, t>0, (1)
V-u = 0 em Q, t>0, (2

u = uyy, em 09, t>0, 3)

o-n = 0 em 00y, t>0, 4)

u = u em Q, t=0 (5)

em queVeu = (Vu + (Vu)’); o = —pI + 21 Vu; b é uma forca volumétrica (suposta
conhecida),V - u = 0 é a restricdo de incompressibilidade;= u,,, € uma condi¢cdo de
contorno Dirichlet em?();; o - n = 0 é uma condicdo de contorno Neumann homogénea em
0€)y; e uy é a condicao inicial para o campo de velocidade. Nos casawmdrgionais aqui
apresentados nos referiremos as componentes do campdielade das direcbase y poru

e v, respectivamente.

2.1 Formulagéo variacional

Na forma fraca, definindo

Vo= {we HY(Q)?|w=uy, emo}, (6)
Vo= {we H(Q)?'|w=0 emodQ}, 7)
Q = L*Q), (8)

o problema a ser resolvido é
Parat > 0, encontrar(u(t), p(t)) € V x @ tal que

Lp(atu—i—(u-V)u) vdQ + J

21 Vou: VovdQ — fpV-VdQ :pr-de (9)
Q Q Q

qu-udQ — 0 (10)
Q

V(v,q) € V x Q.

Para discretizacao temporal utilizamos o météda discretizacdo espacial € baseada numa
malha de elementos finitd§,, a partir da qual sdo definidos um espaco discreto de vetieida
Vi, <V (eseu homogene‘@ c V) e um espaco discreto de pressdoc (). A formulacao
variacional discreta é
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Encontrar(u; ™!, pp ) € Vi, x Q, tal que

Ru = | Guvide + | 2095w Vv — [ Vw0 4
0 Q @

£ N T (Gu— V@iV + Vi) - (p(w - V)va) dQ = 0, (11)

+ Z B (Gu— V- 2uV2u™) + Vpit?) - Vg, d2 = 0, (12)

YV, qn) € Vi X Qu, em quenft? = gultt + (1 —0)uy, pi*t = 0prtt+ (1-0)pyr, e
G. € dado por

wtt —ur
gu = h h + (uZ+€ . v)uz+9 _ bn+€ ) (13)
At
Notar que deixamos a possibilidadeiee 7, serem distintos, isto &, pode-se colocar pesos
diferentes as estabilizacdes de velocidade e de presddo.gBando mencionado, sera tomado

dp 2|uf -
Ty = Tp = Cr (W+ ”hh”) , (14)

come, = 0.1 em geral. Resultados para a formulagéo estabilizada squédiacutidos apenas
para o element®; /P,. Para os elementds,/ P, e P,/ P, utilizamos a formulacdo de Galerkin
(que corresponde a tomar = 0).

Resolvemos simultaneamente a velocidade e a pressécsad@néetodo de Newton-Raphson.
No caso de rodar o codigo na formulacéo de Galerkjn 7, = 0), para evitar pivos nulos na
fatoracéo da matriz jacobiadaadicionamos no bloco presséo-pressao uma pequena netriz d
difuséo, isto €

-2

ORI _
P+ feﬁ VM- VM, (15)
H

ik — Mk =
J oP*

em queP” denota a incognita de pressad,é a funcio de base de pressaeé,a aresta média
dos tridngulos da malhasé® uma constante & 10~° nos dois problemas-teste aqui apresenta-
dos). Assim sendo, como o residuo do sistema de equacfesi aéterado, uma vez alcancada
a convergéncia, a solucéo satisfaz o sistema dado peladexpu@t) e (12). Essa estratégia para
evitar pivos nulos foi tomada da “penalizacgéo iterativadgmsta poCodina(1993.

2.2 Formulacao proposta

Iniciamos com a descricao do elemento finito de Hermite codbecomo triangulo de
Zienkiewicz ¢ienkiewicz and Taylgr2000, o qual foi utilizado para aproximar o campo de
velocidade localmente, isto é, em cada trianglflale uma malha ek, comd = 2. De-

notemos porS; os vertices dd<, i = 1,...,d + 1, e G 0 baricentro de&<’. Seja ainda\; a
coordenada baricéntrica dé associada &; de modo que
hij = d(S;, S;) (distéancia de5; a.S;). (16)

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXII, pags. 1363-1378 (2013) 1367

A versao aqui utilizada, que denotaremos aqui Barinterpola com polinbmios cubicos
incompletos, mas contendo o espagale polinbmios quadraticos. Os nove graus de liberdade
do Z, estéo postos nos nos; sao estes os valores nodais da fuoggoiia e de suas primeiras
derivadas ao longo das arestas do triangulo. Por facilidadiescricdo do elemento, a derivada
ao longo de uma aresta em um dado vértice € sempre avaliadi@g@oddo outro vértice que
pertence a aresta considerada. Denotemos a funcdo bolRapte ¢ = A\ \2);3 € P, (K)
sendo o espago de polindmios de grau menor do que ou igualedinidas en. O espa¢cd’;
€, localmente no triangul&’, o espaco gerado pelas nove fungdes linearmente indegeaden
[{Gho, v {Cy)em1] em quel; = AP — p e = A7A\; — ¢/2. As nove funcdes de base
candnica que correspondem aos graus de liberdade orafesubxs sao:

— Para o valor da funcéo ef): ¢; = 3\? — 2(;, i € {1,2,3};
— Para as primeiras derivadas épna dire¢acs; S;/hi;: wi; = hijGj, 4,5 € {1,2,3},1 # j.

As propriedades de aproximacdo do elemento bidimensiendh(sua variante tridimen-
sional) séo descritas pQiarlet(1978, Buscaglia and Rug2013 e Ruas(2012.

E importante ressaltar que as expressées acima relac®aadajraus de liberdade de de-
rivada nos vértices ndo sdo convenientes do ponto de vistputacional. Isto assim ocorre
devido ao fato de que em geral as derivadas em um dado vé#@iceassuem a mesma di-
recdo para todos os elementos que compartilham o dadoevéniquestédo. Todavia, podemos
combinar linearmente as correspondentes funcdes de basadau-simplex com o intuito
de expressa-las nas direcdes dos eixos cartesianos, ra@#ecao dos vetores unitarie’s,

m = 1,...,d, de modo a formar uma base ortonormalRfe Deste modo, a montagem das
matrizes elementares levara a uma matriz global corrdecioaada as derivadas nas dire¢des
e?), em todos os nés da malha.

Parai, j distintos e(z}, . . ., ¢) sendo as coordenadas cartesianaS;dec 1,...,d + 1,
d+1
or =Y, wiyla] —a). 17)

Jj=1,j#1i

Mais concretamente, a equacad)(se refere as fun¢des de base pertencentes 4, tais
que [V - e"](S;) = 0:ij0mn € ©/*(S;) = 0 parai,j € {1,...,d + 1} em,n € {1,....d}.
Naturalmente, as fungfes de base de valardo precisam de modificacdo, ja que em todos os
vértices, o gradiente de tais fungdes se anula por constrigssim, a bas¢®,, ..., Py} do
elementaZ,, ordenada de maneira a colocar juntos os graus de liber@ad® dnesmo vértice
é

{@1,., Do} = {01, 01,91, 02, 02, 93, 3, 3, 3} (18)

Lembremos que’, € 0 espaco definido pelo elemento de Zienkiewicz para cadpauente
da velocidade, €, conforme é o espaco para a pressdo; essa escoljael®, caracteriza
0 elementa”Z,/P;. Neste, o nUmero de incégnitas do elemento é de 18 para dattecivalor
e derivadas parciais segundoe y de cada componente da velocidade, em cada vértice do
elemento) e de 3 para presséo (valor em cada vértice).

O elementoZ,/P; tem a mesma ordem de interpolacdo do bem conhecido elemento d
Taylor-HoodP,/P;, caracterizado como um elemento de segunda ordem na notanal ifiee.;
na normalu| ;1) + |p|2())- As vantagens com respeito &9/ P, sdo a menor quantidade de
incognitas (a7, tem assintoticamenty’4 dos graus de liberdade d& para velocidade) e a uti-
lizacdo da mesma malha para velocidade e pressao (maandiizse interpolacdes diferentes
para cada campo).
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Estimativas de interpolagéo para velocidade e pressao@rtepras regulares séo, ja que o
espacaZ, e P, contém, respectivamente, os polinbmios completos de gemondo que ou
iguala2el,

1
2

min | > Ju(t) = waling | < CR P ulmse  pef{0,1,2),  (19)

wpreV, KeT;
L

min [p(t) = ailwn@) < OR7 pOliee  ae {01} (20)
em queC' é uma constante independenteide
Na norma natural d& x (), portanto, o elemento tera convergéncia 6tima se

[(u(ta), p(tn)) — (Wi, i) lve < CH, (21)

em queC' € uma constante que independehdd=ssa convergéncia pode ser provada rigorosa-
mente para a formulacdo estabilizada$ 0) para o problema de StokeByscaglia and Ruas
2013 Douglas and WandL989 Hughes et a).1986 e também, por extensdo, para numeros de
Reynolds moderado&fanca and Hughe$993 Franca and Freyi992.

O elementoP,/P; de Taylor-Hood satisfaz a estimativa 6tima de erro na foagao de
Galerkin ¢, = 0), o que evita o calculo de termos de estabilizacdo. Isto ge ae elemento
P,/ P, satisfazer a desigualdade

' SQ qn'V - wy, d)
inf sup
n€@n y, e [Walv Inl

> [ > 0, (22)

conhecida como condicao inf-sup ou de div-estabilidadegeeys € uma constante que in-
depende da malha adotada. Essa condicdo nao € satisfedkep@ntos da mesma ordem de
interpolacdo para velocidade e pressao, e de fato os Urlmoemtos simpliciais de segunda
ordem que a satisfazem sad’g/P; e o elementd?, /P¥s¢ de Crouzeix-Raviart.

Buscaglia & Ruas (2013) provaram recentemente que o elengnP; satisfaz a condi¢éo
(22) para malhas do tiporiss-cross(a qual caracteriza-se por quadrilateros divididos, pelas
diagonais, em quatro triangulos cada um). A despeito daseea@le dessa hipotese, apresen-
tamos evidéncia numérica de que a desiguald2®ed satisfeita em malhas arbitrarias e com
efeitos ndo-lineares significativaRé ~ 400).

Uma vantagem adicional do elemetrifgy P, € a unicidade da definicdo &au, nos vértices
datriangulacéo, ja que neles a interpolada de class€'. Isto oferece a possibilidade de obter
a vorticidadew;, = d,v, — J,u;, NOS vertices sem pos-processar os resultados. A integBlad
dew;, (Que denotaremos pdiwy), por outro lado, surge de interpolar linearmente os valore
nodais dev;, em cada triangulo. Esta interpolada permite represertamiante a vorticidade
na malha e de fato satisfaz (como também veremos nos exemstasicos)

lw = Tiwn| < CR, (23)

em queC' € uma constante independenteldelal desigualdade indica que a vorticidatle,,
possui a mesma ordem de convergéncia que a vorticidadgue é quadratica por partes).
Nesse cenario, todas as quantidades utilizam os mesmosamds praticidade de uma Unica
malha ser utilizada para aproximar os campos de velocidpdesséo.
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3 VALIDACAO: ESCOAMENTO DE KOVASZNAY

Primeiramente vamos considerar um caso teste para o quathsece a solucdo analitica: o
escoamento de Kovasznd§ovasznay1948. Trata-se de uma solucéo periodica bidimensional
das EquagOes de Navier-Stokes no caso incompressiveb®est#o, dada pot(z,y) = 1 —
exp(A\x) cos(2my), v(z,y) = (A\/27)exp(Ax)sin(27y), p(x,y) = po — (p/2) exp(2Az), em
queX = (p/2p) — [(p/21)* + 472]z < 0 ep, é uma constante arbitraria, a qual escolhemos
ser nula.

3.1 Condigbes de contorno e dominio computacional

Resolvemos o escoamento de Kovasznay, no dominio compuidi = [0,30] x [0, 1],
impondo, nas bordas esquerda, superior e infeiiory) e v(z, y) dados pela solugao analitica
supracitada e, na borda direita, a condi¢do de contornoatatun = 0.

As quatro malhas utilizadas no escoamento de Kovasznayes&otds na Tabelh na qual
se pode visualizar claramente que o eleméfyid’; apresenta menor niumero de incognitas em

relacdo ao elementB,/P;; tal proporcéo é da parad (valor assintotico).

Malha | # Elem. | # Vértices nt # Inc6g. P,/ P, | # IncOg. Z,/ P,
K 1010 612 0.2033 5078 4284
K, 4040 2233 0.1016 19243 15631
K3 16160 8505 0.0508 74843 59535
Ky 64640 33169 | 0.0254 295123 232182

Tabela 1: Malhas de elementos triangulares construidasftwarelivre Gmsh(Geuzaine and Remagl2009);
escoamento de Kovasznagomprimento médio das arestas.

3.2 Resultados

Em posse da solugéo analitica, verificamos a ordem de c@neegda solugdo numérica.
Os resultados para o espaco de aproximagao velocidad&ipres P, sdo exibidos na Figura
1, em que, para comparagao, apresentamos também o eleméRtade Taylor-Hood. Como
mostramos nas Figurdse 2, o espaco de aproximacaf/P; sem estabilizacdo fornece as
mesmas ordens de convergénciali(() para a velocidade (orde(h?)) e a presséo (ordem
O(h?)) do que elemento de Taylor-Hood. Os erros dos gradientesldeigtade e de pressdo
séo de orden®(h?) e O(h), respectivamente.
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Figura 1: Erro em norma? em func&o da aresta média elemeritacom as respectivas ordens de convergéncia;
elemento%Z,/P; e P»/P, (ambos na formulagdo de Galerkin), escoamento de Kovasgmay40 e i = 1.
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Figura 2: Erro em norma? dos gradientes de, v e p em fungédo da aresta média elementaelementaZ, /P,
(Galerkin), escoamento de Kovaszngy & 40 e i = 1.

Na Figura3 exibimos o erro da vorticidade numéricg e de sua interpolad®;, Zwy.
Ambas convergem em?(Q2) com erro de orden®(h?), justificando a simples interpolagéo
linear da vorticidade a partir dos valores nodaisAs, .
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Figura 3: Erro em norma? da vorticidade em fungéo da aresta média eleméntalementaZ, /P, (Galerkin),
escoamento de Kovasznaya= 40 ey = 1.

4 ESCOAMENTO ATRAVES DE UM OBSTACULO RETANGULAR
4.1 Condi¢des de contorno, dominio computacional e malhas

Escolhemos que o escoamento externo atraves do obstaddaseesquerda para a direita,
com as condicdes de contorno especificadas a seguir. Paraifacdo dominio computacional,
perfil de entrada uniforme na borda esquerda= U,,v = 0; bordas superior e inferior:
v = 0; eo -n = 0 na borda direita. No contorno do obstéculo, condi¢cdo de rélivdmento:

u = v = 0. Na Figurad4 exibimos as dimensfes do dominio computacional. Supom®® qu
escoamento é bidimensional, ou seja, que o obstaculo rééargginfinito na direcéo.

U
20a

4c t e 5¢

20a

Figura 4: Dominio computacional.

Quanto a integracao temporal, a velocidade e a pressaossiadas implicitamente através
do método de Crank-Nicolsod & 0.5). Foram utilizadas 4 malhas de elementos triangulares
conforme descrito na TabeZee ilustrado na Figura.
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Malha | # Elementos # NOs| # Elem. adj. cill | Comp. médio arestas adj. ¢il.
M, 8084 4156 156 0.089744

My 16218 8256 222 0.063063

M; 32048 16202 276 0.050725

M 32336 | 16396 312 0.044871

Tabela 2: Malhas de elementos triangulares construidasfiwarelivre Gmsh(Geuzaine and Remagl|2009,
escoamento através do obstaculo retangli¥itmero de elementos adjacentes ao retang@omprimento médio
das arestas adjacentes ao retandgiild,, denotada a malha/, refinada, na qual cada elemento da malhafoi
dividido em 4 elementos triangulares.

As malhas\M,, M,, Ms e M, foram geradas para= 1.0 ec = 6.0, em que somente para a
malha)M; as dimensdes$.0 c e5.0 ¢ (ver Figurab) foram alteradas para0 c+ 5.0 €5.0 ¢ + 5.0,
respectivamente. Malhas para outros valores/deforam obtidas a partir da transformagéo
afimx — ax. Em outras palavras, a coordenadde cada no6 foi multiplicada por um fator
de escala = ¢,,/6.0, em quer,,, € [4.0,8.0] € a corda do obstaculo transformado.
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Figura 5: MalhalM/; em todo dominio (a) @oomno entorno do obstaculo retangular para maliaqb), M (c)

e M3 (d). A malha)My,. foi omitida.

4.2 Resultados

Na Figura6 exibimosSt. para distintas razdes corda/altura do obsticulo obtidacete-

mentoZ,/P; na formulacdo de Galerkin (malldd;,). Nessa, exibimos o niumero de Strouhal
em duas situagdes: quando a a corda do obstaculo é aumemfzatéi(dec = 5.0), ou dimin-

uida (a partir do valor = 6.0). Em ambos casos o decréscimo/incrementecé= 0.1, em

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1374 D.S. RODRIGUES, V. RUAS, G.C. BUSCAGLIA

que evidentement8t. foi obtido apds o término do transiente causado pela afierag valor
da corda do obstaculo. Observa-se claramente que h& bestarduplicacdo da frequéncia de
geracao de vortices ocorre em valores distintos: 5.1 (sec é diminuido) ow: = 5.5 (sec é
aumentado). Ademais, observamos boa concordancia conultates numeérico ddan et al.
(1998, o qual fora obtido via método dos elementos espectraieqi@na discrepancia obser-
vada enr/a = 8.0, com respeito a solu¢do dan et al.(1999, est4 aquém d&5%. Embora
tenham sido considerados na fase preliminar deste estsidtados para outras malhas foram
omitidos para maior clareza.

Re= 400

11 ;_I T TT T T 1T T TTT | T T 1T | T TTT | T TTT T T 1T T TT I_-2
1E 3
0.9 E =
E I er (TC) E
S = 3
k0.8 : — My (o)
0.7 E_ X Tan etal (1998 _E
0.6 E =
gI 111 | L 111 | | | | | | | L 111 | L 111 | L 111 | 111 IE

0.5
4 45 5 55 6 65 7 15 8

¢/a (raz@o de aspecto)

Figura 6: Numero de Strouh8&k. em funcéo da razéo de aspecta para malhal/;,.,, com escoamentoRe =
400 no entorno do obstaculo retangular; elemeftgP; na formulagdo de Galerkin. Passo de tempo utilizado:
At =0.1.

Tomando como base o valor do numero de Strouhal, interessaimda comparar o desem-
penho dos elementds,/P; e P;/P,. Ambos possuem suas incognitas postas nos vértices, e
entdo, para a mesma malha, o eleméefyta”; possibilita a obtencéo de ordeft{#?) na norma
natural, enquanto que B,/ P, fornece apenas uma aproximagagh'). Isto ocorre as custas
de incognitas adicionais (derivadas parciais das compeseie velocidade sdo inclusas como
graus de liberdade), mas em compensacao, ao contrarky /dg, ndo requer o uso de for-
mulagdes estabilizadas. Ressaltamos que, parasma triangulacdo Z,/P; possui7/3 do
numero de incAgnitas dB, /P, (valor assintotico). A respeito de comparar o desempenho de
ambos, listamos o valor d&. na Tabela3. Vejamos especialmente o resultado pgsaP; na
malhal/; e P;/P, na malhal,,.. Ambos apresentam aproximadamente a mesma histerese,
porém oP,; /P, assim resulta as custasaigadruplicaro nimero de elementos, acarretando um
fator multiplicativo assintético dé - 3/7 = 12/7 no nimero total de incognitas.
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Ml er
P, /P, (12468) | Zo/P; (29092) | P,/P; (49188) | Zo/P; (114772)
Te 6.3 5.0 5.0 5.1
le 6.7 2.9 5.7 5.5

Tabela 3: Valores de onde ocorre descontinuidade no niumero de Strouhal, aungen(g:) ou diminuindo (c)
a corda do obstaculo; escoamen®e= 400. Entre parénteses estd o numero de incégnitas em cada caso.

Com relacdo ao passo temporal, na TaldetxibimosSt. paraAt = 0.05 e At = 0.02.
Notamos que o passo temporsi = 0.05 ja pode ser considerado suficientemente pequeno
para fim de célculo do nimero de Strouhal. A despeito dissnp@rui nosso foco é discutir

principalmente a transicdo &, adotamog\t = 0.1.

c/a | St. (At = 0.05) | St. (At = 0.02) | Diferenca relativa
4.0 0.554889 0.554968 1.4235e-04
5.0 0.542597 0.542578 0.3502e-04
5.1 0.950489 0.950817 3.4497e-04
5.2 0.958365 0.958628 2.7435e-04
5.3 0.965956 0.966214 2.6702e-04
54 0.973778 0.974022 2.5051e-04
5.5 0.982352 0.982373 0.2137e-04
5.6 0.992438 0.992654 2.1760e-04
5.7 1.004875 1.005075 1.9899e-04
5.8 1.020388 1.020629 2.3613e-04
5.9 1.040102 1.040478 3.6137e-04
6.0 1.055325 1.055790 4.4043e-04
7.0 1.077672 1.077999 3.0334e-04
8.0 1.076842 1.077444 5.5873e-04

Tabela 4: Numero de Strouh&t. paraAt = 0.05 e At = 0.02, malhaM; e Re = 400. Observamos qust. a
At = 0.05 j& apresenta precisdo razoaveiferenga relativa 3 St.(At = 0.05) — St.(At = 0.02) | /St.(At =
0.02).

Por fim, a diferente estrutura dos escoamemtoes(c/a = 5.0) e apos(c/a = 5.1) a
transicdo en®t. € visivel na Figurd, na qual estdo postas imagens instantaneas da vorticidade
com intervalos de tempo de uma unidade para ambas razégsadtca&orresponde ao caso de
“descida” da curva de histerese — diminuicdo da corda ded&d ;0). A grande diferenca na
frequéncia é bem evidente a partir da diferente quantidadeédices desprendidos nos nove
instantes exibidos. Esse efeito € altamente ndo-lineaultasda interacdo do fluxo de esteira
com as camadas limites formadas nas laterais como exibi&yoea8; o escoamento evolui
no tempo e afeta o processo de formacéo e desprendimentatdeyda parte traseira do
obstaculo.
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t=4.0

~
Il

o

(@]

CﬂI

Wh +5

Figura 7: Campo de vorticidade, para escoamento no entorno do obstaculo com razéo de aspecto5.0

(esquerda) 0.1 (direita), em que o comprimento da corda foi reduzido e eatfransicdo se da. A escala de

cores vai do azul (vorticidade negativa, < —5) ao vermelho (vorticidade positivay, > +5). Passo de tempo
utilizado: At = 0.1.
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Figura 8: Linhas de corrente nas proximidades do obstaail@zfo de aspectga = 5.0 em dois instantes
distintos.

5 CONCLUSOES

Apresentamos 0 novo espago de aproximaggd’, para escoamentos incompressiveis na
formulacdo velocidade-pressdo para as equacgOes de NHwlars transitérias, considerando
nameros de Reynolds moderados a altos. Ressaltamos que @leaovento se comporta de
maneira estavel e robusta, sem modos espurios de pressatifivetdades especiais de con-
vergéncia do sistema ndo-linear. Sem qualquer termo deilestedo, e com menor nimero de
incognitas do que o elemento simplicial de mesma ordemnfasisiamente3/4 do nimero de
incognitas daP,/ P, para amesma triangulaggoo elementdZ, /P, resulta em ordem de con-
vergéncia 6tima na norma natural. Como pudemos ver no esctaratraves de um obstaculo,
até mesmo escoamentos de natureza transitria e complelementa”, /P, ttm desempenho
bastante satisfatério. De certo modo, podemos dizer qig' B, combina vantagens dos ele-
mentosP, /P, (dipensa formulagGes estabilizadas e é de or@h?), mas com menor nimero
de incoégnitas do que este, por um fator 3/4) ¢P; (praticidade de ter incognitas postas apenas
nos vertices).

Nos cabe relembrar que o elemento migtg P, foi provado ser div-estavel em malhas do
tipo criss-crosgBuscaglia and Rua2013. Motivados por fortes evidéncias dos experimentos
numéricos aqui reportados, estudos em desenvolvimergtiv@ provar rigorosamente a div-
estabilidade para malhas arbitrarias. Em andamento tarabé@ncontra a implementacéo da
extensdo do elements,/P, em superficies curvas, o qual permitird o estudo de esceamen
tos em variedades arbitrarias bidimensionais méveiském Espera-se que a continuidade
C! (nodal) do elemento permita uma boa aproximacédo do opexdel@oussinesq-Scriven
(Gross and ReuskeB011 Tasso and Buscaglid013.
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