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Resumen. En trabajos anteriores de estos mismos autores, se ha validado el Método de Elementos de
Borde (BEM, por Boundary Element Method) aplicado a la resolucién del flujo de Stokes alrededor
de cuerpos rigidos tridimensionales en régimen estacionario. El problema fue modelado mediante una
ecuacién integral de borde (BIE, por Boundary Integral Equation) en la alternativa CIV (Completed
Indirect Velocity), la cual es de tipo indirecta y de segunda clase, y cuyo término fuente es funcién
de la velocidad no perturbada. Para resolver la BIE resultante, se habian aplicado tanto la técnica de
colocacién al centroide de los elementos como el método de ponderaciéon de Galerkin (GBEM, por
Galerkin BEM). Desde el punto de vista del costo computacional en cuanto al requerimiento de memoria,
la técnica GBEM posee la ventaja de tener un nimero de grados de libertad menor que la de colocacion.
Ademas, s6lo en el caso de GBEM la matriz del sistema de ecuaciones resultante es simétrica. Sin
embargo, en la extension empleada en trabajos anteriores del esquema de GBEM propuesto por Taylor
(IEEE Trans. on Antennas and Propagation, 51(7):1630-1637 (2003)) para el computo de las integrales
cuddruples de interaccién con una singularidad débil para cada par de elementos, hasta ahora no se habia
tenido en cuenta la simetria de la matriz. Aprovechando esta ultima propiedad, es posible obtener una
disminucién de los tiempos de ensamblaje de la matriz del sistema. En este trabajo se presentan los
resultados obtenidos en la reduccién de los tiempos de coémputo alcanzados con una implementacién
que considera la simetria de la matriz en el caso GBEM. La modificacién se valida comparando con el
método tradicional en geometrias con soluciones analiticas, semianaliticas, o numéricas de literatura.
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1. INTRODUCCION

Como es conocido, el método de elementos de borde (BEM, por Boundary Element Method),
se basa en la formulacion de un problema de valores de borde de tipo eliptico, como una ecua-
cion integral de contorno o de borde (BIE, por Boundary Integral Equation), e.g. ver Sauter y
Schwab (2011). En sus formulaciones mas clasicas, los elementos interactian todos contra to-
dos, lo cual conduce a matrices de influencia llenas (densas), cuyo computo involucra un costo
computacional O(M?), donde M es el numero de grados de libertad.

En trabajos previos (D’Elia et al., 2008, 2009; D’Elia et al., 2011; Sarraf et al., 2013b,a) se
introdujo una extension del esquema de Taylor (2003a), (ver también Taylor (2003b)), para el
computo de las integrales cuddruples de interaccién con una singularidad débil por cada par
de elementos; extension que consistia en una cuadratura numérica en las cuatro variables de
integracion en lugar de un esquema de tres cuadraturas numéricas y una integracion analitica
empleado por Taylor. De todos modos subsistia el hecho que, hasta ahora, no se habia tenido en
cuenta la eventual simetria de la matriz del sistema para ahorrar tiempo de cémputo.

El ensamblaje de la matriz del sistema para GBEM se realiza mediante un doble lazo sobre
todos los elementos que, en general, no se puede reducir, aunque si es posible aprovechar la
eventual simetria en la matriz elemental, que se obtiene como una doble integral de superficie
cuyo integrando es un doble producto matricial. La simetria serd posible siempre que el doble
producto matricial resulte simétrico. En el presente trabajo se presenta un esquema que apro-
vecha la eventual simetria de la matriz del sistema obtenido usando GBEM, con el objetivo de
reducir el tiempo de computo en la etapa de ensamblaje.

Dado que no siempre se tendrd una matriz elemental simétrica, y como una verificacion
previa del integrador, se repasa primero la técnica GBEM con un caso no-simétrico y a conti-
nuacion en un caso simétrico. Ademds, como verificacion, se incluye la técnica por colocacién
como un método numérico independiente. A continuacidn se expone el esquema propuesto para
aprovechar la eventual simetria de la matriz elemental. En los ejemplos numéricos se emplean
geometrias con soluciones analiticas, semianaliticas, o numéricas de la literatura.

2. FORMULACIONES INTEGRALES
2.1. Caso no-simétrico escalar. Formulacion integral de Morino

La Formulacién Integral (FI) de Morino consiste en una BIE para el problema de Neumann
exterior del laplaciano sobre una superficie A cerrada, rigida y suave a trozos, en R? (e.g. ver
Morino (1985)), y que puede escribirse como

/ dA,D(x,y) [u(y) — p(x)] = / dA,C(zx,y)o(x) paratodox € A; (1)
A A

donde p(x) es la densidad superficial de doble capa y o(x) es la densidad de simple capa. El
niicleo de doble capa D(x, y) estd dado por
1 Tk

D(z,y) = _Eﬁnk(y) conr=x—y,yr=|x—yl?; (2)

donde n; = ny(y) es el versor normal a la superficie en el punto de integracién y. El elemento
diferencial de superficie se denota con dA, = dA(y), mientras que los puntos de integracién
y campo son y = (y1,Y2,Yy3) y € = (21, x9, x3), respectivamente. Por otra parte, el nicleo de
simple capa estd dado por -

Clw,y) = - 3
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Ademds, o(x) = Ui (x)ni(x) es el valor necesario para obtener una velocidad normal nula en
la superficie A. De este modo, el lado derecho de la Ec. (1) es un dato conocido, por lo que se
reduce a una BIE de Fredholm de segunda clase para y(x).

2.2. Caso simétrico vectorial. Formulacion integral de Power-Miranda/Hebeker

La FI de Power-Miranda/Hebeker consiste en una BIE sin modos rigidos para el flujo de
Stokes exterior a una superficie A cerrada, rigida y suave a trozos, e.g. ver Power y Miranda
(1987), o Hebeker (1986), en R?, y que puede reescribirse como

A

donde 1;(x) es la densidad superficial de doble capa y u;(x) es la velocidad del flujo sin

perturbar. El nicleo de doble capa K;; = K;j(x,y) estd dado por (e.g. ver Ladyzhenskaya

(1969))

3 TiTiTk
Kz’j<m7 y) = :

donde u es la viscosidad dindmica del fluido. Para superficies suaves, este nicleo verifica la

propiedad (e.g. Kim y Karrila (1991))

() eonr=a -y r= o -yl ®

1
/ dAyKij(w, y) = —51‘]' para T € A, (6)
A 2
donde §;; es la delta de Kronecker. Por otra parte, el nicleo H,; = H;;(x,y) es la diferencia
Hij = Kij - Sz'j ) (7
donde S;;(x, y) es el nicleo de simple capa dado por (Hebeker, 1986)

XH [5z‘j+7”z’7’j] _

Sij(way) = 87Tﬂ —

8)

r r3

donde x y es un pardmetro positivo arbitrario introducido por Hebeker para acoplar la densidad
de capa simple ¢ con la densidad de capa doble 1) en la forma

¢(x) = xu P(x) ©)

Este acoplamiento permite eliminar los seis modos rigidos que tiene la BIE clésica, tres rota-
ciones y tres traslaciones, a través de la introduccién ad-hoc del niicleo S;; (x,y) y, ademds, da
cuenta de la fuerza y el torque globales sobre la superficie cerrada (Kim y Karrila, 1991; Power
y Wrobel, 1995). Por otra parte, el pardmetro x también tiene en cuenta el hecho de que las
unidades fisicas son diferentes, i.e. ¢ representa una densidad superficial de fuerza, con unida-
des de una presion, mientras que 1) es una densidad superficial de velocidad, con unidades de
velocidad por unidad de drea. En el anélisis de Hebeker se concluye que xy = 1 es una buena
eleccion, y que serd adoptado también en este trabajo. Dado que el lado derecho de la Ec. (4) es
dato, este caso también se reduce a una BIE de Fredholm de segunda clase para ;(x), y puede
reescribe como
gi(®) = ui(x)
donde

%wzéwmmww—%m@} (10)

para todo x € A.

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1382 S. SARRAF, E. LOPEZ, G. RIOS RODRIGUEZ, L. BATTAGLIA, J. D'ELIA
o l

. [/Xl @ nx)

Figura 1: Una superficie cerrada y suave por partes A con un dominio exterior 2°: punto de observacién x, punto
fuente y, posicién relativa » = x — y, versores n(x), n(y), y las dreas diferenciales dA,, dA,.

3. FORMULACIONES NUMERICAS

Se resumen dos formulaciones numéricas para resolver las Ecs. (1) o (4). Primero, se emplea
una técnica de colocacién y, a continuacion, el método de ponderacién de Galerkin. Ambas
técnicas usan un doble lazo anidado sobre los elementos p, g = 1, 2, ..., F/, donde E es el nimero
de paneles o elementos de la malla BEM, y los puntos x, y estdn vinculados a los elementos
p, q, respectivamente, ver Fig. 1. Los valores por elemento y nodales son denotados con supra-
y sub-indices, respectivamente.

3.1. Colocaciéon usando constantes por elemento

Asumiendo que las densidades de simple y doble capa son constantes en cada elemento,
pueden extraerse de las integrales de superficie y, usando una técnica de colocacion estandar, en
cada caso resulta un Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL), que es regular y bien condicionado
(Hackbusch, 1995).

3.1.1. Colocacion en la FI de Morino (caso escalar no-simétrico)

Se tiene el SEL dado por

E E
Z /A( ) dA, D) u(p) — Z /A( ) dA, P9 5(a) (11)
q=1 ! q=1 !

parap = 1,2,..., E, donde D®P9 = D(x® y@)y CP9 = C(zP) y@)), asi como p@ =
w(y?) y 0@ = g(y'?), son evaluados en los centroides de los elementos y?. Esta ecuacién

puede reescribirse como
Fu=Co (12)

con pu, o € RE*1y F € RF*F donde las matrices globales son F' = [FP9]y C = [CP7)],
mientras que los vectores globales son . = [uP)] y o = [0P)]. Luego de manipular algebrai-
camente, la matriz F' puede escribirse como

E
DPe) siqg=p
FPa) — Z (13)

- e=1l,e#p
D@9 siq#p
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Figura 2: Tridngulos master p y ¢ para las coordenadas simplices.

3.1.2. Colocacion en la FI de Power/Miranda-Hebeker (caso vectorial simétrico)

Se tiene el SEL dado por

E

Z {/ dA, KPDy® — / dA, HPOp@ | —y®  p=12 . F (14)
Ald)

=1 Ald)

donde las matrices elementales H"? = H (x®) y@)y K"9 = K (2® y@), asi como los
vectores u'?) = u(x®) y ) = 4(x), son evaluados en los centroides de los elementos
x?), Reordenando

(F—S)Y=u (15)
con P,u € R3¥*ly F § ¢ R¥*3F giendo las matrices globales F = [FP9] y § =
[S§(P9)], mientras que los vectores globales son ¥ = [¢®)] y u = [u)]. Luego de manipular
algebraicamente, la matriz F' puede escribirse como

E
Z K®° siq=p
e=1,e#p

_K @9 sig#p

FPa) — (16)

y S®a) = S(a:(p),y(q)).

3.2. Ponderacion de Galerkin usando elementos lineales

La técnica estandar de ponderacién de Galerkin utiliza las funciones de forma IN;(x) para
minimizar el error a través de las condiciones de ortogonalidad sobre las BIE dadas por las Ecs.
(1) o (10) cuando se las aproxima a nivel discreto. En lo que sigue, la numeracién global de los
nodos de los tridngulos p y ¢ serd denotada con i, j, k y r, s, t, respectivamente, ver Fig. 2.

3.2.1. Galerkin en la FI de Morino (caso escalar no-simétrico)

La técnica estdndar de Galerkin aplicada a la Ec. (1) conduce, después de operar algebraica-
mente, al SEL

E E E E
Z Z LPD (0) = Z Z QP9 5@ (17)
p=1 g=1 p=1 g=1

en donde se emplea la notacién

L) = / dA, / d4, [NPT(z) D(z,y) N9 (y)] (18)
A(p) Ala)
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para la matriz elemental del sistema, mientras que la correspondiente a la matriz elemental de
la carga estd dada por

QI = /( ) d4s /( ) dAy [N(p)T(w) C(z,y) N(q)(y)} (19)
Alp Ale

Los vectores elementales de la solucién y del término independiente en la Ec. (17) estdn dados
por

Hor Or
p=ul eR> y  g@=|g| eR>. (20)

ot Ot

3.2.2. Galerkin en la FI de Power/Miranda-Hebeker (caso vectorial simétrico)

La técnica estandar de Galerkin aplicada a la Ec. (10) conduce, luego de operar algebraica-

mente, al SEL
E E

E
Z Z [I(p,q)flp(p) _ j(p,q)l/)(q)] - ZM(p)u(p) (1)

p=1 ¢=1 p=1

en donde se emplean las notaciones

TP = / dA, / d4, [NV (z) K (z,y) NP (z)] (22)
AP) Ala)
y
JPa — / dA, / dA, [N(p)T(a:) H(x,y) N(q)(y)] (23)
Alp) Al
para las matrices elementales, mientras que el vector fuente elemental estd dado por
MPUP — / dA, [N(p)T(w)N(p)(w)] U® (24)
Alp)

Los vectores elementales del campo solucién en la Ec. (4) son

%’ wr
P = || €R™ y p@ =y, | e R (25)
Py, (o
con
77ZJ3m—2
Y = |[V3m | € RP (26)
me
mientras que el vector fuente elemental es
Ui U3m72
U(p) = Uj € R?*!  con U, = |Usn_1| € R3*! 27
Uk U3m
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4. USO DE LA SIMETRIA A NIVEL ELEMENTAL

En principio se puede emplear una evaluacion estandar del producto de las tres matrices
elementales que aparecen en las Ecs. (22)-(23) que, en general, son de la forma

Z#9 = NP (z) K(z,y) N (y) (28)

Empero, dado que son costosas, en especial porque se calculan dentro del doble lazo anidado
p,q = 1,2, ..., E sobre todos los elementos y, a su vez, dentro de otro cuddruple lazo de cuadra-
tura numérica, conviene reducir el nimero de operaciones. Para tal fin, se empieza observando
que las matrices nodales elementales

NP (x) parac =1,j, k

a

N(l])( ) _ £ (29)
J6] Y Para ﬁ TS,

son diagonales de 3 x 3. Teniendo en cuenta esto en el doble producto matricial involucrado en
la Ec. (28), se llega a la expresion reducida 1 dada por

N(gp) Km: Ng]) N(gp) ny Nﬁ(q) Nép) sz Nﬁ(q)
z%) = NP (z)KN (y) = | NP K,NY NPK,N® NPK,.N? (30)
N(gp) sz N/é‘q) Ncgp) sz NéQ) Ncgp) Kzz NéQ)
para a = i,5,k'y f = r,s,t. Si ademds se tiene simetria en la matriz intermedia K (x,y) =
K (y,x), se llega a la expresion reducida 2 dada por

(p) (9) (p) (@) (p) (9)
Ng KmNﬁ Ng KmyNﬁ Ny KmNﬁ

Z?) = NP (z)KN(y) = | siméwica NP KN NPK, NP (31)
simétrica  simétrica  N§Y K. N

En cuanto al nimero de operaciones (productos y acumulaciones) en la evaluacion de cada una
de las Ecs. (28), (30), (31), usando:

(a) Doble producto matricial elemental estandar: dado por la Ec. (28), que es el doble
producto matricial estdndar sin tener en cuenta la naturaleza diagonal de las matrices
nodales elementales N(gp)(a;) para o = 14, j, k, N[g,q) (y) para 8 = r, s, t;

(b) Producto matricial elemental reducido 1: dado por la Ec. (30), donde ya no se hace el
doble producto matricial estdndar, sino que es reducido al tener en cuenta la naturaleza
diagonal de las matrices, aunque manteniendo la posibilidad de que K no sea simétrica;

(c) Producto matricial elemental reducido 2: dado por la Ec. (31), es el caso anterior pero
ahora con K simétrica;

las estimaciones se resumen en la Tabla 1. Como subsiste no obstante el doble lazo anidado
p,q = 1,2,..., Fy, a su vez, otro cuaddruple lazo de cuadratura numérica, por lo que cabe
esperar que esos porcentajes de reduccion se degraden un tanto.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

En el primer ejemplo numérico se incluirdn ambas técnicas, por colocacion al centroide y
por ponderacion de Galerkin, la primera como un método numérico independiente, ademds de
contrastar ambas soluciones numéricas con la solucién analitica. En el segundo ejemplo, se
concentrard en el esquema que aprovecha la simetria de la matriz elemental en un caso de un
operador simétrico.
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producto version (a) version (b) | versién (c¢)
Ec. (28) Ec. (30) Ec. (31)

X =KN 9.6=>54 9.2=18 [6-2=12

X@ = KN@ 3-54 =162 no se hace no se hace

ZPa) = N® x (@ 162+9-54 =648 | 9-18 =162 | 9-12 = 108

% reducc. c/r caso (a) | — 75 % 83 %

Tabla 1: Producto matricial elemental: (a) estdndar, (b) reducido 1 y (c¢) reducido 2, usando las Ecs. (28), (30), (31),
respectivamente, donde X (9) es un resultado intermedio.

02 2
+ 02

* T
0.15 - - 1 0.15 - & [ B - -
BEM (collocation) ’%K GBEM (Galerkin Weighted)
— 0.1 B - i S [ H ceed - s - RS ER—. -
L Y T B— R
= = X
S g
S o5k b 2 00sf- et SRR o - B e
:- a
]

S
"g o 7 g == - . - S X - i 1eee s
2 = *
£ £ %
Efnnsf - E,{m;,, JRSRSU S SRS L . e —
= Z S
2 . %
ok 1 S ok BN ﬁ& -

015 - o5 |- PSS S [ T, - %@ J—

; ; ; ; 7
2 Il Il Il L L i i i
025 -1 205 0 05 1 15 0277 J| 4‘15 r‘) n‘s : * 15
x cylindrical coordinate z cylindrical coordinate

Figura 3: Densidad dipolar y sobre la superficie de un cuerpo de Rankine cerrado (para m = 1/2), y alineado segtn
la corriente no perturbada U = (1,0, 0) m/s, obtenidos por: colocacién (izq.), y por ponderacién de Galerkin (der.),
en una malla de 602 nodos y 1200 elementos.

5.1. Cuerpo cerrado de Rankine

En la Fig. 3 se muestra la densidad dipolar ;. sobre la superficie de un cuerpo de Rankine
cerrado (para m = 1/2), y alineado segun la corriente no perturbada U = (1,0,0) m/s, obte-
nidos: (i) resolviendo la Ec. (11) asociada a la técnica por colocacién (izq.); y (ii) resolviendo
la Ec. (17) asociada a la ponderacion de Galerkin (der.). En particular, en el segundo caso, la
matriz del sistema resulta no-simétrica, por lo que debe realizarse el producto matricial reduci-
do 1 dado por la Ec. (30). Se empled una malla de 602 nodos y 1200 elementos obtenida por
una transformacién conforme aplicada sobre una malla de la esfera unitaria. Ambas soluciones
numéricas practicamente coinciden con la solucidn analitica (Landweber, 1961) dada por

m ( 1 1 )
H="—\ """
AT \s_ s (32)
sy =/ (v E£a)?+r?;
donde x es la coordenada axisimétrica y r la radial, con la fuente ubicada en (—a,0,0) y el
sumidero en (+a, 0, 0).
5.2. Flujo de Stokes alrededor de una esfera unitaria

Enla Fig. 4 se muestran los tiempos de CPU, en minutos, requeridos para ensamblar la matriz
del sistema dado por la Ec. (21), en funcién del nimero de grados de libertad M = 3N, donde
N es el numero de nodos de la malla. En este caso se considera el flujo de Stokes alrededor de la
esfera unitaria, con velocidad no-perturbada U = (1,0, 0) m/s y donde la viscosidad dindmica
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Figura 4: Tiempos de ensamblado, en minutos, de la matriz del sistema obtenido usando ponderacién de Galerkin
para flujo de Stokes no perturbado U = (1,0,0) m/s alrededor de la esfera unitaria, en funcién del nimero de
grados de libertad M = 3N, con y sin consideraciones de simetria a nivel de la matriz elemental.

del fluido es ;1 = 1 x 107* Pa-s y su densidad es p = 1 kg/m>. En la grafica se compara el
doble producto matricial estindar, dado por la Ec. (28), versus la version reducida 2, dada por
la Ec. (31), en donde se observa que el porcentaje de reduccion promedio en el tiempo de CPU
necesario para el ensamblaje de la matriz del sistema resulta del orden del 36 %.

6. CONCLUSIONES

No siempre se puede aprovechar la simetria en la ponderacion de Galerkin en BIE, quedando
restringida a ecuaciones integrales con nucleos simétricos. En tales casos, la simetria no se da en
el doble lazo de integracidn sobre todas las interacciones posibles entre elementos, sino a nivel
de la matriz elemental de interaccion, pudiéndose lograr ahorros significativos en el tiempo
de CPU necesario para ensamblar la matriz del sistema. En el caso de la esfera unitaria, este
ahorro es del orden del 36 % en promedio, comparado con el doble producto matricial elemental
estandar.
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