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Resumen. La tomografia de impedancia eléctrica (TIE) es una técnica de ensayo no destructivo que
estima la distribucién espacial de la conductividad eléctrica en el interior de un objeto, a partir de me-
diciones electrostdticas tomadas en su contorno. Esta técnica puede ser usada también para reconstruir
defectos en el interior del objecto, identificando tales defectos como discontinuidades en el campo de
conductividad.

Dada una medida de voltaje y corriente en el contorno, la reconstruccién del campo de conductivi-
dad es un problema mal condicionado, debido a la falta de continuidad en el mapeo inverso Dirichlet-
a-Neumann. Este mapeo es el que, dado un campo de conductividad con cualquier patrén posible de
corriente que pasa a través del contorno, asocia la correspondiente solucién de potencial del problema
electrostatico. La discontinuidad de este operador plantea importantes desafios en el disefio de algoritmos
estables de reconstruccién numérica. Por tanto, se introducen métodos de regularizacién que restringen
el rango del mapeo inverso, de manera de poder computar soluciones aproximadas estables.

En este trabajo abordamos el problema de encontrar cavidades aisladas en un dominio plano, ho-
mogéneo y conductor, usando solamente una medicién sobre el contorno. Presentamos y discutimos
experimentos numéricos de un modelo variacional de reconstruccién de cavidades, el cual es una lige-
ra variacién de uno propuesto en (L. Rondi, J. Diff. Eq., 251:150-175 (2011)). EI modelo usa, como
término de regularizacidn, el perimetro de los defectos a determinar . Para su tratamiento numérico, el
funcional de perimetro es reemplazado por funcionales elipticos que lo aproximan en el sentido de la
I"'—convergencia, segin resultados dados en (L. Modica and S. Mortola, Boll. Un. Mat. Ital., 14:526-259
(1977); L. Modica, Arch. Rational Mech. Anal., 98:123-142 (1987)). Para la minimizacién del funcional
regularizado, que presenta el potencial eléctrico sujeto a una ecuacién de estado que describe la difusién
eléctrica, usamos un algoritmo de minimizacién de tipo gradiente como el introducido en (W. Ring and
L. Rondi, Interf. and Free Bound., 13:353-371 (2011)). Los experimentos numéricos son llevados a cabo
usando datos sintéticos para las mediciones de contorno, y son comparados con aquellos que se obtienen
mediante la aplicacién de un método cldsico de reconstruccidn, basado en la regularizacién de Tikhonov.
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1. INTRODUCCION

La tomografia de impedancia eléctrica (TIE) es un método que estima la distribucion espacial
de la conductividad eléctrica en el interior de un objeto conductor, mediante mediciones de vol-
taje (tension, diferencia de potencial, o potencial eléctrico) en la superficie exterior. Este voltaje
es generado mediante flujos de corriente eléctrica inyectados a través del objeto. Ya que los ma-
teriales poseen diferentes propiedades eléctricas, la determinacion del campo de conductividad
puede ser usada para revelar informacién sobre la estructura interna del objeto sondeado, y las
discontinuidades en el campo de la conductividad pueden ser consideradas como defectos en el
interior del objeto. Mientras el uso de corrientes de baja intensidad y de radiacién no ionizante
hacen la TIE muy atractiva, como en geofisica, en monitoreos y control de procesos industriales,
en ensayos no destructivos y en diagndstico médico (Lionheart et al., 2004), la ineficiencia de
los métodos actuales para la reconstruccion del campo de conductividad, dado el conocimiento
parcial de las mediciones de contorno, representa atn el principal obstidculo para su amplio uso
como técnica de reconstruccion de imédgenes (Lionheart, 2004). La determinacién del campo de
conductividad junto con sus correspondientes caracteristicas, representa un problema inverso
no lineal. La no linealidad surge de la dependencia del flujo de corriente y las superficies elec-
trostdticas equipotenciales con la conductividad, mientras que el mal condicionamiento surge
principalmente por la falta de estabilidad, dado que la unicidad del campo de conductividad ha
sido satisfactoriamente establecida para algunos casos, considerando el conocimiento completo
o parcial de las mediciones de contorno. (Alessandrini, 1988; Borcea, 2002).

Para una aplicacion exitosa de la TIE, es, por lo tanto, fundamental el disefio de algoritmos
de reconstruccion eficientes y estables. Un gran nimero de métodos numéricos han sido pro-
puestos en la literatura (Yorkey et al., 1987; Santosa y Vogelius, 1991; Rondi y Santosa, 2001;
Lionheart, 2004; Chung et al., 2005; Lechleiter y Rieder, 2006). Aqui, mencionamos breve-
mente aquellos que son de tipo variacional, es decir, los que estdn basados en la minimizacién
de un cierto funcional, tipicamente el cuadrado de la norma L? de la diferencia entre los datos
de potencial eléctrico simulados asumiendo una conductividad, y el potencial medido. Debido
al mal condicionamiento, se debe introducir luego algtin tipo de regularizacién para lidiar con
la implementacion numérica. Esto consiste en aumentar al funcional de cuadrados minimos, un
término que introduce informacién sobre la conductividad desconocida. En la regularizacion
estandar de Tikhonov, el término de regularizacién agregado estd dado por la norma L? de la
conductividad desconocida ¢ (Engl et al., 1996), lo cual implica buscar una ¢ suave, mientras
que en la regularizacion por Variacion Total se emplea la BV -seminorma de o (Acar y Vogel,
1994; Ambrosio et al., 2000), lo que permitiria discontinuidades en o.

En este trabajo abordamos el problema de encontrar cavidades aisladas en un dominio plano
homogéneo y conductor, usando solamente una medicion electrostdtica en el contorno. Este
problema modelo puede ser considerado como un caso especial de TIE, donde la conductividad
o(x) es aqui asumida para tomar sélo dos valores: 1y 0, para x en el interior y exterior del sub-
dominio desconocido K de (2, respectivamente; es decir, o juega el mismo rol que la funcién
caracteristica x x de dominio desconocido K. Tomando como término de regularizacién la BV -
seminorma de o, es decir | Dx |y, usamos en realidad como término de penalizacion el peri-
metro de la cavidad desconocida, Per(K, ), dado que para 0 = xg, |Dxx|py = Per(K,Q)
(Ambrosio et al., 2000; Giusti, 1984). El modelo introducido aqui es una pequefia variacion de
uno propuesto en (Rondi, 2011), el cual tiene incorporado un término adicional relacionado con
el Laplaciano del potencial electrostitico desconocido. El funcional de perimetro se aproxima
con funcionales elipticos usando un resultado de Modica (1987). Tales funcionales, expresados
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en términos de una variable continua phase-field que aproxima la funcidn caracteristica incog-
nita, aproximan el funcional de perimetro en el sentido de la I'—convergencia (Braides, 2002)
y permiten una tratamiento numérico mas sencillo.

Después de esta breve introduccidn, en la siguiente seccion se describen los problemas direc-
to e inverso de la TIE, mientras que en la seccion 3 se describen dos formas de regularizacién
del problema mal condicionado: la regularizacion cldsica de Tikhonov y la regularizacion que
usa el funcional de perimetro del defecto incognita. En la seccion 4 se mencionan aspectos de
la implementacién numérica de ambos métodos, y en la seccién 5 se muestra su aplicacion en
la resolucién de un ejemplo numérico. Finalmente, se concluye el trabajo con algunas observa-
ciones.

2. PROBLEMA DIRECTO E INVERSO

En el problema de la TIE se intenta reconstruir la conductividad eléctrica ¢ = o(z), y
para ello se emplean mediciones simultdneas de voltaje y corriente en el contorno accesible
del cuerpo. En el problema inverso de cavidad en un cuerpo homogéneo, la conductividad es
conocida en el sentido que es igual a uno en la parte sélida e igual a cero en la cavidad, que es
la incégnita del problema. A continuacion se definen el problema directo y el problema inverso
de la TIE. Indicamos con  C R? un conjunto abierto y acotado simplemente conexo con
contorno suave Jf2, y denotamos con n a la normal unitaria exterior a 9¢). Con K se denota un
subconjunto compacto de {2 con medida de Lebesgue no cero.

2.1. Modelo matematico del problema directo

El punto de partida para la consideracion de la TIE deberian ser las ecuaciones de Maxwell.
Pero por simplicidad se asume una corriente de frecuencia suficientemente pequeiia, tal que el
campo magnético pueda ser despreciado. A partir del potencial eléctrico u, se puede calcular el
campo eléctrico /' = —Vu. En base a la version continua de la ley de Ohm, se puede escribir
la densidad de corriente como J = —cVu. En ausencia de fuentes interiores de corriente, se
tiene la ley de Kirchoff en versién continua

V- (o(x)Vu(z)) =0 (1)

A esta ecuacion se asocian condiciones de contorno que pueden ser de tipo Dirichlet, Neu-
mann o de tipo Mixto, de acuerdo a la forma en que se especifican los valores de dichas condi-
ciones. En el problema directo, o es conocido y lo que se trata de determinar es el potencial u.
Se tiene un problema de valores de contorno Dirichlet cuando toma la forma

V- (o(x) Vu(z)) = 0 en §) 2)
u(x) = Upm(xz) sobre 0N
donde Uy, (z) es el valor del potencial electrostdtico aplicado sobre el contorno. Si en lugar
de especificar u|gq, se especifican valores de la derivada normal de la funcion incégnita en el
contorno, se obtiene un problema de contorno Neumann

V- (o(x) V;(l' ) =0 en ()
U(x)% = F(x) sobre OS2 3)

/mu(x)ds =0
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donde F'(z) representa fisicamente la densidad de corriente que ingresa al interior del cuerpo a
través del contorno. Tal corriente debe cumplir la ley de la conservacién de la carga eléctrica,
que establece |, o F'(z)ds = 0. La dltima ecuacién en (3) se introduce para determinar el po-
tencial © de manera univoca y corresponde a la eleccién de un potencial de referencia o tierra.
La eleccion del potencial de referencia puede hacerse también de manera mas sencilla, consi-
derando, por ejemplo, u(zg) = up con zy € 2. Asumiendo que o sea uniformemente acotada
fuera de cero, ambos problemas (2) y (3) determinan univocamente el potencial electrostatico u
en un espacio apropiado de funciones.

2.2. Definicion del problema inverso

El problema inverso de la identificacién de la cavidad en un cuerpo plano conductor con
conductividad eléctrica constante, consiste en identificar el dominio desconocido K conocien-
do una densidad de corriente F' (dato Neumann) aplicado en el contorno 0f2, y el potencial
electrostatico resultante U, (dato Dirichlet) medido sobre 0€). Si consideramos el caso donde
aplicamos un unico patrén de corriente y hacemos una tnica medicién, el problema modelo
puede ser formulado como sigue. Dados F'y U, pertenecientes a algin espacio apropiado, y
K C ), encontrar (u, K) tal que satisface

Au = 0 enQ\K

@ = F  sobre 0f)

on

@ =0 sobre 0K 4)
on

uw = Uy sobre 0f)
/F(:c)ds = 0.
a0

Ahora, para un dominio dado K C €, (4) es la ecuacién Laplaciana en 2 \ K con datos
Cauchy, que es mal condicionado de acuerdo a Hadamard (1923). Si restringimos la busqueda
de K desconocido a la clase de dominios convexos contenidos en €2, Barceld et al. (1994)
muestran la unicidad de la solucién con una tnica medicién de contorno.

Introduciendo la funcién caracteristica y x de K para representar configuraciones arbitrarias
de K, el problema (4) puede ser expresado de forma equivalente como:

Encontrar (u, yx) tal que:
V- (1=xg)Vu) = 0 enQ

% = F  sobre 0f) (5)
on

uw = Uy sobre 02
/F(:v)ds = 0.
o0

Este problema puede escribirse en forma variacional, lo cual resulta muy util para el tra-
tamiento numérico. Esto se obtiene reformulando (5) como un problema de optimizacién con
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ecuaciones diferenciales parciales como restricciones, como sigue:

Encontrar (u, y ) tal que:

minimiza / lu — Up|* ds
G9)

sujetoa V- ((1—xx)Vu) = 0 en{

Ou

on

/m F(z)ds = 0.

Se nota que el problema (6) se parece mucho al problema de optimizacién topolégica (Bend-
soe y Sigmund, 2003) y disefio 6ptimo (Ambrosio y Buttazzo, 1993), con aspectos derivados
de la inestabilidad del modelo que resultan similares. Nuestras siguientes consideraciones se
refieren a esta representacion (6) del problema inverso.

(6)
= I sobre 0f2

3. REGULARIZACION DEL PROBLEMA INVERSO

El problema (6) es mal condicionado debido a la falta de estabilidad. Para computar solucio-
nes aproximadas estables de (6), necesitamos aplicar un método de regularizacion (Engl et al.,
1996). Esto significa que buscaremos la minimizacién de un funcional del tipo

/ |u — Upr|? ds + ¢ Reg (o), (7)
20

que expresamos aqui como funcién de la conductividad o. La eleccién del término adicional
de regularizacién Reg(c), debe ser hecha de manera tal que el problema resultante tenga una
solucién estable para cualquier € > 0, y que garantice que (u., o), 0 eventualmente una subsu-
cesion, converja en algin sentido hacia la solucion (u, x i) de (6). El tipo de eleccién de Reg (o)
impone una restriccion sobre el espacio donde estamos buscando la solucidn (Engl et al., 1996).
En esta seccidn introducimos brevemente dos tipos de regularizacion: la regularizacién de Tik-
honov y la regularizacién con la variacion total de la conductividad.

3.1. Regularizacion de Tikhonov

La regularizacion de Tikhonov generalizada se obtiene tomando
Reg(0) =] A(0) [[72(q) (&)

donde A(o) es un operador de convolucidn, que conecta diferentes valores de conductividad. Si
usamos la identidad como operador de convolucion se obtiene el método clasico de Tikhonov,
donde se busca la solucién con menor valor de norma. Sin embargo, se pueden elegir también
otros tipos de operadores que tengan un umbral de filtro e impongan suavidad adicional a la
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solucion buscada. El problema regularizado de Tikhonov se formula como:

Encontrar (u, o) tal que:

minimiza / lu— Un|*ds + ¢ || A(o) H%Q(Q)
o0

sujeto a V-(eVu) = 0 enf)
9)
O'@ = F sobre 0f)
on
/ F(z)ds = 0,
G)
o > 0.

Este método es todavia muy sensible a la eleccién del pardmetro de regularizacién ¢, y el
buen condicionamiento de (6) requiere que o sea suave. Para la eleccion del parametro de re-
gularizacion e existen algunos métodos, como por ejemplo, el método de validacion cruzada
(Golub et al., 1979) y el método de la curva L (Hansen y O’Leary, 1993).

3.2. Regularizacion usando la penalizacion de perimetro

La aplicaciéon de un método de regularizacion hace uso inevitablemente de alguna informa-
cioén a priori acerca de la incognita y, como resultado, tal informacién puede introducir carac-
teristicas no reales en la o reconstruida (Borcea, 2002). El enfoque consiste, por lo tanto, en
aplicar un método que imponga estabilidad mientras se mantienen ciertas caracteristicas desea-
das de la solucion. Un defecto de la regularizacion de Tikhonov es que la estabilidad se obtiene
a costa de imponer una restriccion suave en la solucion aproximada. Esto significa que con la
regularizacion de Tikhonov no estarian permitidas soluciones discontinuas. Dado que en el pro-
blema inverso de cavidad son propios estos tipos de soluciones buscadas, podemos superar el
inconveniente de la regularizacion de Tikhonov, alcanzando igualmente estabilidad, si exigimos
que o sea de variacion acotada. Imponemos este requerimiento eligiendo

Reg(o) = ‘DO’lB\/, (10)

donde |Do|py denota la seminorma de o en el espacio BV de las funciones con variacién
acotada. Segun (Giusti, 1984; Jost y Li-Jost, 2008) para f € BV

Dflaviey =swn{ [ favodsioe @il <1}, an

y en el caso f = xx, con K un subconjunto Borel de (2,
|DXK|BV(Q) = Per(Kv Q) ) (12)

donde Per(K, ) es el perimetro de K en (2 (Ambrosio et al., 2000). Para K C 2 con 0K de
clase C'°, tenemos que Per(K, Q) = |0K], es decir, Per(K, () coincide con la longitud del
contorno de K (Jost y Li-Jost, 2008).

Esta forma de estabilizacion ha sido analizada en general, por ejemplo, en (Burger y Osher,
2004; Ramlau y Ring, 2010) y aplicada en (Rondi, 2007, 2008, 2011) para la regularizacion del
problema inverso de cavidad y fractura.

El uso de (12) como término de regularizacién, mientras garantiza el buen condicionamiento
del problema resultante regularizado (Rondi, 2011), introduce algunas nuevas dificultades si
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queremos resolver numéricamente el problema regularizado. El marco variacional dénde situar
el problema regularizado deberia ser, de hecho, el espacio SBV (Ambrosio et al., 2000), que
es el subespacio de BV con la parte de Cantor de Dwu igual a cero. Hasta la fecha, no hay una
teoria de aproximacién desarrollada para funciones suaves en este espacio. La aproximacion de
funciones de SBV seria mas complicado que construir un espacio discreto permitiendo saltos
a través de curvas conocidas, dado que tales discontinuidades son también desconocidas. Una
manera de superar estas dificultades es buscar una aproximacion variacional de Per( K, )) con
funcionales diferenciables definidos en funciones suaves. Esto esta disponible para funcionales
de perimetro K — Per(K,2) y ha sido obtenido en (Modica y Mortola, 1977; Modica, 1987)
donde Per(K, 2) es aproximado en el sentido de la I"'—convergencia, por el siguiente funcional

eliptico cuadratico:
w
M. (v) :/ (5|Vv]2—|— T(U)) dx (13)
Q

conv € HY(Q) y W(v) es un potencial de tipo double-well. Eligiendo W (v) = v?(1 — v?)
y asumiendo € acotado con contorno Lipschitz , se muestra que M. (v) I'-converge en L?(2)
a Per(K, ) si v = xx para algin K C (2. A causa de este resultado, la variable adicional v
puede ser interpretada como una phase-variable y ofrece una aproximacion regular de la funcién
caracteristica desconocida y k.

Usando M, (v) en lugar de Per(K, 2) como término de regularizacién en (10) y teniendo en
cuenta (7), proponemos resolver el siguiente problema aproximado regularizado:

Encontrar (u,, v.) tal que:

minimiza — ]u—UM]2d3+€/ ]Vv|2dac+§/W(v) dx (14)
Q Q

e? Joq
sujeto a
V- (Ye(ve)Vu) =0 enf (15)
Ju
we(vs)a—n = F sobre 0f)
0<v. <1.

donde los pardmetros positivos a, ¢y ¢ > 1 son parametros de ajuste del modelo: a controla la
fidelidad de los datos Dirichlet, mientras que c controla la penalizacion sobre el perimetro de la
cavidad.

La ecuacién (15) es una aproximacion de (5) obtenida por la aproximacién de la funcién
caracteristica con la variable phase-field v. La funcién v.(v) que aparece en (15) es tomada
igual a una en (Ring y Rondi, 2011) como

Ye(v) = (1 - €%)(3v" — 20°) + &

e introduce, para pequefios €, una escala en la variacion espacial de v. Con esta eleccion de
1 (v) basicamente imponemos que la variacion de v entre 0 y 1 ocurra dentro de una banda con
ancho o(¢).

El problema aproximado regularizado (14) es muy similar a uno propuesto por Rondi (2011),
donde en la expresion del funcional regularizado aparece un término adicional dado por

/ V. (v)|Vul*dx
Q
que impone la suavidad del potencial a reconstruir en 2 \ K.

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1744 E.M.A. SANTUCHO, A. ORLANDO, M. LUEGE

4. ALGORITMOS NUMERICOS

En esta seccion describimos brevemente los algoritmos numéricos para resolver los dos pro-
blemas regularizados.

4.1. Regularizacion de Tikhonov

En la regularizacién estdndar de Tikhonov, dado que el término regularizado es suave, el
funcional regularizado es suave y se pueden usar métodos estandar de optimizacion con restric-
ciones. Usamos el Método de Elementos Finitos (MEF), en particular empleamos una aproxi-
macion continua que es afin a trozos para el potencial eléctrico u y una aproximacion constante
a trozos para la conductividad eléctrica 0. Se emplea a la identidad como operador de convo-
lucién. La restriccion de no negatividad de o ha sido tenida en cuenta aplicando el método de
penalizacién interior con la introduccién de un término de penalizaciéon —ulogo en el funcional
a minimizar, con p el factor de penalizacion. Ya que el funcional es diferenciable, podemos usar
el método de Newton. La actualizacion de la conductividad en el paso ¢ + 1 se obtiene con la
expresion

o1 =0+ (I I+ eRTR + D) (IX(Uyy — U(0y)) — eR*Ro; + id;) — (16)

donde ji = 11/In10, el elemento k-ésimo del vector d; es d¥ = 1/o¥, y D, es una matriz diagonal
donde diag(D;) = d; - d;; J; es la matriz Jacobiana del problema directo en el paso i y puede ser
calculada, por ejemplo usando el principio de reciprocidad (Brandstitter, 2003), o mediante la
diferenciacion de la ecuacion del MEF, como ha sido usado en este trabajo. La ecuacion discreta
toma la forma KU = F, donde K es la matriz de rigidez del sistema y esta formada s6lo por la
contribucion de aquellos elementos con o > 0. El procedimiento seguido puede verse detallado
en (Brancik, 2004; Belegundu y Chandrupatla, 2011), siguiendo lo cual podemos escribir

OKU OF

do, _8_07,_

0 (17)

dado que el vector F contiene valores de corriente independientes de o. Desarrollando la ecua-
cion anterior, se tiene

—U+K-—=0 (18)

de donde es posible calcular 0U/Ja,., la r-ésima columna de la matriz Jacobiana, con los valo-
res de U en los puntos del contorno del objeto donde se tienen los electrodos.

4.2. Regularizacion usando la penalizacion de perimetro

Ya que para cualquier ¢ > 0, (u.,v.) pertenece a H'({2), usamos una aproximacion con-
tinua que es afin a trozos tanto como para u. como para v.. El funcional regularizado (14) es
también en este caso diferenciable, por lo que puede usarse un algoritmo de optimizacién con
restricciones similar al empleado en la minimizacién del funcional regularizado de Tikhonov.
En su lugar, para los experimentos numéricos presentados en este trabajo, hemos adaptado el
algoritmo descripto en (Ring y Rondi, 2011), el cual consiste en una aplicacién del método del
gradiente al funcional (14), al cual se agrega el término adicional que corresponde a la ecua-
cién de restriccién (15). Para un completo detalle del algoritmo nos remitimos a (Ring y Rondi,
2011).
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5. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion se presentan experimentos numéricos, a fin de ilustrar el desempefio de
ambos enfoques de reconstruccion de conductividad tratados en este trabajo. Para ello se plantea
el problema de reconstruir la conductividad en un cuerpo, que posee una distribucién original
de conductividad mostrada en la Figura 1. El cuerpo tiene dimensiones 10 x 10, con un valor de
conductividad unitario en la parte sélida. La cavidad tiene dimension 2,5 X 2,5 y se ubica en la
zona inferior izquierda del cuerpo, con un valor de conductividad asumido de 0,01.

-

Figura 1: Distribucién original de conductividad.

Para la generacion de los datos de entrada al problema inverso (valores de corriente y po-
tencial eléctrico en el contorno), se resuelve el problema directo (3) con el defecto de cavidad
prescrito, a fin de determinar la distribucion de potencial eléctrico en todo el dominio, de los
cuales s6lo se toman los valores en el contorno. Los flujos de corriente aplicados sobre el con-
torno, obedecen a la siguiente expresion

o sen(mg;) l=1,...,n. m=1,...,n./2 (19)
) cos((m—ne/2)G) L=1,....,n m=mn./2+1,...,n,

donde n. es la cantidad de electrodos o, como en este caso, puntos de medicién de la corriente
inyectada. De esta manera se tienen tantos patrones de corriente independientes como nimero
de electrodos o puntos de medicion se posean. Para la reconstruccion segiin Tikhonov se con-
sider6 la Ec. (19) con n. = 80, mientras que para el método de reconstruccidon que emplea la
penalizacién de perimetro s6lo se considerd el patrén correspondiente a m = 1. Esta diferencia
surge de la necesidad del célculo de la matriz Jacobiana en el método de Tikhonov. Los datos
de corriente asi obtenidos, fueron contaminados con ruido Gaussiano blanco aditivo del orden
del 1 % del rango de datos sin ruido.

A fin de poder comparar el desempefio de ambos métodos, se define una medida de error
entre la distribucién original de conductividad en el cuerpo y la distribucién obtenida median-
te el método de reconstruccion correspondiente. Si se define o, al valor exacto u original de
la conductividad, y o, al valor de conductividad reconstruido numéricamente, se toma como
medida de error entre estas soluciones a

E = ||O’e - O-THL2(Q) (20)

Para la resolucién del problema con el método de Tikhonov, se ingresa al proceso iterativo
del método con una estimacion inicial de conductividad igual a 0,5 en todos los elementos
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de la malla de elementos finitos. La matriz de regularizacion se considerd igual a la matriz
identidad de orden /V, donde N es el niimero de incégnitas de conductividad. Para el pardmetro
de regularizacién se tomé el valor e = 5 x 1073, y para el factor de penalizacién de barrera se
tomé p = 0,01. El resultado obtenido con este método puede verse en la Figura 2 (a), para lo
cual fueron necesarias 6 iteraciones, con un valor de error £ = 5,68 x 1071

Para resolver el problema mediante el método variacional, se ingresa con una estimacion
inicial de la variable phase-field de 0,5 en todos los nodos interiores de la malla de elementos
finitos, mientras que en los nodos del contorno se tomo el valor 1. Los pardmetros de ajuste
del modelo usados en este trabajo son los siguientes: a = 3 x 10°, ¢ = 0,1, ¢ = 4,5 x 1072,
e = 1 x 1075, El resultado obtenido puede verse en la Figura 2 (b), para lo cual se fijaron 50
iteraciones, y el error que se obtuvo fue de £/ = 6,96 x 1071,

- |

(a) (b)

Figura 2: (a) Reconstruccion con el método de Tikhonov y (b) método variacional, con 1 % de
ruido en los datos de entrada.

La Figura 2 muestra el resultado obtenido mediante ambos métodos de reconstruccion. Se
observa que en el método de reconstruccion de Tikhonov la ubicacién de la cavidad se ajusta
mejor a la ubicacidn original. Sin embargo, el tiempo computacional de procesamiento obtenido
con este método fue 15 veces mayor al obtenido con el método variacional.

Para observar la convergencia de la solucién aproximada del método variacional, se resuelve
el problema con dos refinamientos sucesivos (de tipo “Red”) en la malla original (ver Figura 3).
Se determina el error correspondiente segun la Ec. (20), y su comportamiento, con respecto a la
cantidad de elementos de la malla de elementos finitos, puede verse en la Figura 4.

6. CONCLUSION

En este trabajo se ha presentado el problema inverso de reconstrucciéon de defectos en el
interior de un cuerpo mediante la técnica de la Tomografia de Impedancia Eléctrica (TIE). Se
describieron dos métodos de reconstruccién: un método cldsico en base a la regularizacién de
Tikhonov y otro mediante un modelo variacional, que es una variacion de aquel propuesto por
Rondi (2011), en el marco de la teoria de las discontinuidades libres. Se aplicaron ambos mé-
todos en un ejemplo numérico a fin de comparar su desempefio. Se observé que el método de
Tikhonov aproxima mejor la ubicacién de la cavidad en una malla gruesa, pero a costas de un
mayor tiempo computacional que en el método variacional que usa como regularizacion el peri-
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Figura 3: Recontruccion con el método variacional con distintos tamafios de malla 'y con 1 % de
ruido en los datos de entrada; (a) 800 elementos, (b) 3200 elementos , (¢) 12800 elementos.
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Figura 4: Norma L? del error de la solucién aproximada calculada con el método variacional en
mallas con 800, 3200 y 12800 elementos finitos.

metro de la cavidad incdgnita. Se monitore6 también la convergencia de la solucién aproximada
de este ultimo, mediante la evaluacion del error con respecto a la solucion exacta, considerando
refinamientos sucesivos en la malla de elementos finitos mostrando un buen desempeiio.
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