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Resumen. Se estudia la influencia del pardmetro no local en las frecuencias de vibracién de nanotubos de carbén
de dos capas (DWCNTs). Modelos fisicos no locales aproximan el fenémeno de nanoescala en forma mads
precisa que las teorfas convencionales locales. El modelo fisico teérico-numérico basado en las hipétesis de
Vlasov, fue inicialmente modificado permitiendo la inclusién de deformaciones angulares inducidas por el
esfuerzo de corte e inercias rotacionales en las ecuaciones de movimiento. Ademads, el efecto de escala fue
incorporado obteniéndose las ecuaciones diferenciales de movimiento no locales. Se desarrolla un elemento
finito de viga que incorpora la formulacién del modelo. En este trabajo se analizan la influencia del pardmetro no
local en nanotubos de diferentes esbelteces y condiciones de borde.
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1 INTRODUCCION

Los nanotubos de carbén (CNT) poseen un gran potencial como materiales debido a su
comportamiento mecénico, térmico y eléctrico superior en relaciéon a otros materiales. Se
estan investigando diversas aplicaciones tales como nuevos sensores, portadores de materiales
biolégicos, gases, liquidos y como refuerzos en materiales compuestos (Nakabayashi et al.,
2008; Li et al. ,2008).

Existen tres grandes enfoques para el estudio de CNT: la modelacién atémica, la cual
incluye técnicas como la dindmica molecular (DM) (Hu et al. 2012, Ansari et al, 2013) de
gran precision pero de elevado costo computacional, modelos hibridos atomisticos —
continuos (Li and Chou, 2003; Mir et al. 2008) donde se incorporan potenciales interatdmicos
a través de igualar la energia potencial molecular con la energia de deformacién mecanica y
finalmente modelos de continuo los cuales si bien simplifican la estructura a considerar,
permiten estudiar grandes sistemas con un costo computacional inferior a los dos enfoques
anteriores. Los modelos de continuo pueden ser ademds de vigas (Ambrosini and de Borbon
2012, Yoon et al. 2004) y placas o cascaras (Mitra and Gopalakrishnan, 2009).

Aunque se ha demostrado el campo de aplicacién de los modelos de continuo (Harik,
2002), su utilizacién en pequeias escalas es cuestionada debido al hecho que en dimensiones
nano o micro, la red atémica se vuelve importante y la naturaleza discreta del material no es
homogénea como en un continuo. En otras palabras, las propiedades de los materiales son
tamafo dependiente y por lo tanto el efecto de escala debe ser considerado (Arash and Wang,
2012). La teoria de Eringen (Eringen, 2002) indica que el estado tensional en un punto es
funcién del campo de deformaciones en todos los puntos del cuerpo y por lo tanto, podria
incorporar informacién sobre las fuerzas interatémicas. Peddieson et al (2003) demostré que
la teoria no local podria ser aplicada a nanotecnologia. Wang (2005) indic6 que deberia usarse
para predecir correctamente propagacion de ondas y fue el primero en estimar el pardmetro de
escala a utilizar. La ventaja principal en la utilizacién del modelo no local depende del
parametro de escala a utilizar el cual debe ser correctamente calibrado. Duan et al (2007)
calibraron el pardmetro para un modelo de viga Timoshenko dependiendo de la relacion de
aspecto. Ansari et al (2011) y Ansari and Sahmani (2012) calibraron modelos de placa y
vigas con DM obteniendo valores del pardmetro en funcion de la condiciéon de borde del
modelo. Ademds, observaron que estos valores no dependian de la quiralidad del CNT.

La teoria de Euler — Bernoulli no local es utilizada en la obtencién de frecuencias naturales
de vibracién (Sudak, 2003; Ehteshami and Hajabasi, 2011) pero las frecuencias de resonancia
de micro y nano resonadores son extremadamente altas y en consecuencia un modelo de
Timoshenko predice mejor las frecuencias que un modelo de Euler. Asghari et al. (2010)
presentaron una formulacién no lineal de Timoshenko basado en la teoria de tensiones
acoplada modificada. Yang et al (2011) investigaron la propagacion de onda en DWCNT con
un modelo de viga Timoshenko de orden superior. Shen et al. (2012) utilizaron la teoria no
local de Timoshenko para la vibracién de biosensores.

En cuanto a la aplicaciéon de métodos numéricos para la obtencion de frecuencias de CNT,
Adali (2008) presenté una formulacién variacional para la resolucién de vibraciones libres y
forzadas. Shakouri et al. (2009) obtuvo una solucién aproximada a través del método de
Galerkin. Eltaher et al. (2013) utilizaron el método de elementos finitos para el estudio de
vibraciones de nano vigas Euler — Bernoulli.

En este trabajo se desarrolla un elemento finito de viga incorporando el efecto de escala al
modelo de Ambrosini et al (2000) y Ambrosini and de Borbén (2012). Se analiza la influencia
del pardmetro no local en nanotubos de diferentes esbelteces y condiciones de borde.
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2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

De acuerdo a la teoria de elasticidad no local de Eringen (Eringen 2002), la tensién en un
punto de referencia x en un continuo eldstico depende no solo de la deformacién en el punto x
sino también de la deformacién de todo los puntos del cuerpo. Entonces, el tensor de
tensiones no local oen el punto x se expresa como

o, = Jl(]x— x',a)Cijk, e, (X)av(x'),  VxeV
Vv

(1)

1
gij :E(Mi’j +uj,i)

donde gj; y &; son los tensores de tensiones y deformaciones respectivamente, Cjj; es el tensor
de elasticidad clésico de cuarto orden y u; es el vector desplazamiento. La Eq. (1) muestra que
la tensién o en un punto de referencia de la deformacion local en x' inducida por la
deformacion en un volumen finito V alrededor en un punto material a través de un kernel no

local l(]x— x',a) que pondera la deformacion clésica alrededor del punto x producida por la

deformacién en el punto x'. A es el médulo no local o factor de atenuacién la cual es funcién

de la distancia Euclidiana |x— x'| y de una constante material &. & se define como epa/l la cual

depende de caracteristicas de longitud internas a (longitud de la red, tamafio de grano,
longitud del enlace C-C), y de caracteristicas de longitud externas [ (longitud de fisura,
longitud de onda). El pardmetro ey es una constante adimensional propia de cada material el
cual puede ser estimado a partir de experimentos o simulaciones numéricas. No existe un
unico valor de ey para nanotubos porque estd relacionado a la compleja microestructura
interna del material y depende tanto del tamafio como de la quiralidad del nanotubo.

La funcién kernel ﬂ(]x —x, a) estd dada por Eringen como

a)=na’ )K(m j 2)

/I(Jx

lo

donde K es la funcion de Bessel modificada. Combinando la Eq. (1) y (2) se puede obtener la
relacién constitutiva de la forma siguiente

(1-(eafVi)s=C:e 3)

donde V?es el operador Laplaciano.

Dado que los nanotubos tienen una dimensién preponderante frente a las otras como es el
caso de las vigas, las ecuaciones constitutivas pueden aproximarse a la tension unidimensional
determinada como

()~ (eya) 2 = W) _ Ee(x) @)

donde E es el médulo de elasticidad de Young. Cuando el pardmetro no local epa es igual a
cero se recuperan las ecuaciones constitutivas de la teorfa cldsica.

Se desea incorporar el efecto de escala a las ecuaciones desarrolladas por Ambrosini et al.
(2000). Este modelo basado en la teoria de Vlasov para vigas de pared delgada y seccion
abierta, es una teoria general de vigas que puede ser utilizada en vigas de pared abierta como
cerrada como es el caso de los nanotubos. Ademds, incorpora en su formulacidén
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deformaciones por corte e inercias rotacionales en las ecuaciones de movimientos y esfuerzos
internos. Siguiendo la convencién de Vlasov, se adopta una terna izquierda de coordenadas
globales (x, y, z) como se muestra en la Error! Reference source not found.. Los
desplazamientos asociados son designados como & 717y £

M

ax 0

Figure 1: Sistema de eje coordenado

Del modelo de Ambrosini et al. (2000) se desprende que la relacion deformacion —
desplazamiento y que las ecuaciones cinematicas de Euler — Lagrange son las siguientes:

dc (9°¢ 9oy, o’n 97, 0°0
—__2 _ mx _ _ _ , 5

¢ 0z [azz 0z * 0z 0z Y azz¢ ®)
*M dn 3% 'n 27,
o2’ ZPF( x j_qf_pj{azzaﬂ_ 2 |
0°M ’n % a'n 27,
3 :pF( r j_%_pj{&zaﬂ_ azaﬁ ’ ©
3’B J'6 90 25 96
aZ_Z:—pJqJW—GJ e —+pFa,—— pFa, &2 +pFr2 ——m,

donde M, M, y B son momentos flectores y B es el bimomento respectivamente, p es la
densidad, F es el area de la seccion transversal, J, y J, son los momentos de inercia respecto a
los ejes principales, J; es el modulo de torsion , J, es el momento de inercia sectorial, a, y a,
son las coordenadas del centro de corte, @es el giro alrededor del eje z. g, g, y m, representan
las cargas externas aplicadas por unidad de longitud. ..y ¥y estan dados por:
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_ 0
7/’”X_kXFG’ -
Yy = &
"k F

donde Q. y Q, son los esfuerzos de corte, k. y k, son los coeficientes de Cowper y G es el
modulo de elasticidad transversal. Finalmente

J +J
2 _ 2 2 x )
r’=al+a+ - 2 (8)

Teniendo en cuenta las Eq. (4) y (6), se pueden obtener las siguientes expresiones:

e [ 50T
o= [ G ®
Bou =,

1= (ega) (10)

Sustituyendo las Eq. (9) en la (6) se obtienen las ecuaciones diferenciales de movimiento
no locales.

4 0’)3 2 2 4 0’)3
EJX[& n_ me}rpF[M_ P HJ_pr[ a'n meJ_

% 9%z x xR FEECRNEYE
a'n 2%0 an 2’7, d°q,
_”pF(&zzaﬁ_“X aﬁaﬁ} J*(az‘*&ﬁ_afafz MG

) & PIE 0 )'e &
Ejy(aj_ a@}”’?( &§+ay?J_pr(é’z2§2_ﬁzZn;]_

2 26 2°¢ Iy, d°q,
_lupF(&Z&[Z +ay &2&[2]+ﬂp‘]y(&4&[2 _&3&[2 :qx —,U aZZ ?

2°6 2°6 2'6
ca e ey PE
9° 96 9 on 96 9*m,
242 =Y Ay~ gt a7 = S [T H
ok o’ ok & ok
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2.1 Modelo para nanotubos de carbon

En un nanotubo de doble capa (DWCNT por sus siglas en inglés) los desplazamientos en
la direccién x e y de cada tubo estan acoplados por la interaccion p dada por las fuerzas de van
der Waals. Mientras que los desplazamientos de torsion se mantienen desacoplados. Como los
tubos interiores y exteriores son concéntricos originalmente y la interaccion de van der Waals
estd determinada por el espacio entre los tubos, la presidon de van der Waals neta permanece
igual a cero para cada tubo si los tubos vibran coaxialmente, es decir si tienen la misma curva
de desplazamiento. Para una pequefia amplitud no coaxial producida por vibraciones lineales,
la presién de van der Waals en cualquier posicion & (6 7) entre dos tubos depende linealmente
de la diferencia de los desplazamientos de los tubos en esa posicién (Ru, 2000):

p=c(&-&) (12)

donde c¢ es el coeficiente de interaccion de van der Waals entre los tubos. El coeficiente ¢
puede ser estimado como (Saito 2001):

. _32002n)
T 0.16a>

Otras expresiones de ¢ pueden encontrarse en la literatura, pero como ha quedado
demostrado en de Borbén and Ambrosini (2012) la elecciéon del pardmetro afecta
ampliamente las frecuencias no coaxiales.

Teniendo en cuenta las Eq. (11) y (12) se obtienen las ecuaciones diferenciales de
movimiento no locales para DWCNT.

a4§1 a’%}/lmx 251 _ a4§1 _ aS}/lmx _
EJV( &4 83 ]—i_pF( +Cl 0’)[2 ] pr(O')ZZa[Z aza[z ]
'S S Vi 2’8, 2’4
— F — = — — —
/Jp (&2&2 \ &2&2} (az &2 &3&2} C1(§2 5) ,UCI( &ZZ &2 J

¢ 0737 & e, Iy
EJ 22 _ 2mx F 2 J 2 2mx | _
Y[ 2 4 j—i_p ( V a[Z p y azzd‘z 2 92

+'u'0‘,y( 652 _asyzme:_cl(fz_§1)+IUC1(O7Z§Z _ﬁ}

erg/cm2 k=12,....,n (13)

(14)

&2&2 \ &2&2} &4&2 &3&2 &2 &2

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXII, pags. 2079-2095 (2013) 2085

'n. ¥ r’n, I%6, n PV
EJ | =/ __ ‘w0 F L _a J 1 _ m|—
( 7o TP e T e TP e

'n %0 a2, 27, on, I
_ﬂPF(&ZO'}lz RCyry +ﬂp1x[&40-,;2 —&S&y; =, (7, —m,) - e, S
(15)
70 2 I’n, _ 9%, o'n, 37,
ij[ &142 - 0—)3;2 + pF 0}22 —a, 5 -pJ, 0712&[22 _ O)Zatyzz B
'n L) I’n, 27, n, I
_ﬂPF(&zZO';z —a, &2&22j+,upjx[&4a;2 - &30-;22 =—¢,(n, —1,)+ pac, O |
96, 2%6, 96, 2 2 e
Blo o A 6 o> 2 P PEpEe +pFa, &51 - pFa, &;71 + pFr’ &2‘ +
2°6 96, 9 Py 074
+pp) e+ UG, -~ UpF| a 2512 ta, S 2O o0
2%, 2°6 2'0, 92 Pe 70,
EJ, PX: -GJ, &zzz_pj"’o"z d2+pF , (952 — pFa, at7272+'0F ) i 26, .
60 40 45 77 84
+ﬂPJ¢0-,Z4—0-;2+ﬂGJd &42_/1,017( e &tzz a, &20_)[22 - &[ZJ 0

3 MODELO DE ELEMENTO FINITOS

3.1 Formulacion variacional

Expresando las Eq. (14) a (16) solamente en términos de los desplazamientos y eliminando
las deformaciones por corte:
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4 2 2 4
EJ §1+,0F( 4:1 j EJylp(afl +a aej
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(17)
845 25 2 EJ P a4 &40
o &hpF( 7o G j_ e (azzgf““y Bzzaﬂj_
4 4 4
', pJ
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EJ, &41+,0F( 0.)[21 a, 07[21)_ azza[lz_a" &20_)[12 -
a'n,  p o (d'n, 26 ' %0
— J 1 X 1 1| F L }
Peatiea | a v a ) e Y ea )
86 2] 86 0760 82 az
+upl, &4;7[12 —ﬂ‘; Gx(&zgtﬂ -a, &2&24j_01("2_"1)+”"’1( &Zz _&_?J:O’
(18)

va4 &[2 Xa[Z azatZ &Z&[

o'n, pu(d'n, ' 5" 76
P ( Pt aﬂzj_”pF( P j+
y

£y a‘*nsz(azm_a awj EJ, p(a‘*m 2*6, j

- pJ, PR a, PEER

on pJ [ 2 2°, a’m, Iy
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EJ, i;? ~GJ, 0:; —pj(/,;ZZ + pFa, ;51 — pFa, Z’Zl + pFr? Oztfl +
EJ, 8(;;9 -GJ, &(;Zfz—pJq,i gtz+pF s (;52 — pFa, (9&7272+'0F 28;9 +
+”p]‘”%“‘md ;zi)z_”pF( 0754322 s &2&22 oigtzJ 0

Las Eq. (17) a (19) junto con las condiciones de borde representan la forma fuerte o
diferencial del problema. Para desarrollar un elemento finito, las ecuaciones diferenciales
pueden ser sustituidas por la forma débil equivalente (Beker et al ,1981; Zienkiewicz and
Taylor, 1994). A partir del método de Galerkin para operadores diferenciales de orden par

)
[v,AGw)dz=0 i=1..3 (20)
0

donde A (u;) representa la ecuacién diferencia con u;= & u; = 1 and u; = 0. El problema
débil es encontrar

ue Cin con i=1,---3
B(ui’vi) = l("i)
—
TrabajoVirtualinterno ~ Trabajovirtual externo
vV v, € Cin* con i=1,---3
Siendo

Cin= {u,.(z,t)e L@ 2420 1 (@) ana P4l 1 ()
Z

21

Cin = {v,.(z,t)e Lz(g),%j’)e L,(@) and aVaT(“)e LZ(Q)}

donde el operador B (u; v;) contiene términos asociados a la rigidez y masa y el operador
[(v;) contiene las condiciones de borde. Las funciones u; elegidas poseen las siguientes
caracteristicas:

u, =&(z.1)= o, (0&(2)
uy =17(z,1)= o, ()1(2) (22)
uy = 6(z,1)= a,(162)

a =" i=1---3 (23)
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3.2 Elemento Viga

Para interpolar los desplazamientos de las funciones u; y v; se adoptaron los polinomios
cubicos de Hermite como funciones de forma (Figura 2).

) N - N:
ol 2" 1 2 527
T il 1 Ll
g=-1 g=1 s=-1 s=1
Ns gin=0 o N
1

1 giro=0 2 I 1‘ giro=0 -3 B
Ll

Il
|
v
V5
8
I

g=-1

Figura 2: Funciones de forma. Polinomios cubicos de Hermite.
Los desplazamientos de un elemento de longitud /4, se definen como
_ _ e e
u; =v;=Na, (24)

donde N es la matriz de funciones de forma para un elemento y a;° es el vector nodal
con los grados de libertad del elemento. Utilizando la siguiente nomenclatura para indicar
la derivada primera y segunda de las funciones de forma:

G | ONi(s) IN3(s) IN3(s) N, (s) (@j
ds ds ds ds dz

P ERHOERHOERHOLRHO (@T
s’ s’ s’ os® dz

(25)

Se pueden presentar finalmente las expresiones de las matrices de rigidez y masa
elementales incorporando la formulacién no local. Las matrices de masa se presentan como
una suma de matrices solo con el propdsito de clarificar su contenido.
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[B"EJ, B dz
0
0 """""" (B"EJ . Bdz:
: [B'EI Bd:
0 : 0 : +
' [6"G1,G

2089

(26)

Las primeras dos matrices M, y Mnl, contienen los términos de masa de la teoria cldsica y
no local propiamente dicha. La matriz M,° contiene términos asociados a las deformaciones
por corte. Finalmente, M;° y Mnl;° contiene términos asociados a las deformaciones por corte
pero a la derivada cuarta del tiempo tanto en su forma local como no local. En vigas esbeltas,
estas ultimas matrices pueden ser despreciadas (Clough and Penzien, 1975).

[N"mN dz |
+ 0 J.NTmayNdz
[G"p1,Gaz 5
jNTmNdz """" """""""""""""""
0 + —INTmaxN dz
[6"pr Gdz
S - [NTmrNaz
NTma,Ndzg— NTmadezg +
I Y : I :
: [G"p1,G d
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Mnl

mEJ j P G |
[6"—2Gd 0 kFG "
k FG
M, 0 [ar MES G 4 -6 mET. G dz
}FG‘ ...................
""""""" o 0 0
i J m J . m
[N PLN dz 0 [N AL N dz
FG k FG
M= 0 [N AL i [N PLIM N d
k,FG k,
0 0 0
i ol m : o
G’ Y _Gdz: 0 r Y —a Gdz
Tkt N B “eret T
Mnl = 0 [c MG g -[G"u LM G
_ k, F _ k,
""""""" o 0 i 0

F.M. DE BORBON, D. AMBROSINI

[ G"umG d |
+ 0 [G" tma, G dz
_[BT,uprde
| G"umG dz
0 + —JGT/JmaxG dz
_[BT,uprde
[G"umr*G dz
[G"uma, G dz - - [G" pma G dz +
IBT,upJ¢ Bdz

(28)

(29)

(30)

€2y
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Las matrices de rigidez y masa han sido ordenadas de modo de mostrar el acoplamiento
flexo torsional.

3.3 Problema de autovalores

El problema de autovalores es:

(K =AM, — AM, — AMinl, + M, + 2Mnl, Ja =0 (32)
donde
A=w’ (33)
Si se denomina
b=Aa (34)

La eq. (32) puede ser expresada como

Ka—AaM | — AaM , — AaMnl, + AbM , + AbMnl, =0 (35)

La eq. (35) puede ser expresada en forma matricial como

K Ofd] [M,+M,+Mnl, —M,—Mnl|a
_/l =0 (36)
0 I|b I 0 b

Por lo tanto se puede encontrar la frecuencia angular y la frecuencia como

w=A/1,
)

27

(37)

4 SIMULACIONES NUMERICAS

Para validar el modelo de viga y el elemento de viga desarrollado se reproduce un ejemplo
de Ehteshami and Hajabasi (2011). Luego, las frecuencias coaxiales y no coaxiales son
obtenidas para nanotubos de diferentes esbelteces considerando las deformaciones por corte.
Se analiza la influencia del pardmetro no local.

4.1 Ejemplo de validacion

El nanotubo se encuentra simplemente apoyado y empotrado — apoyado y tiene las
siguientes propiedades:

E=1TPa p =23 g/em’
t=0,35nm v=025

d; =0,7nm d> = 1,4nm
W= epa/[=0,1 1/d, = 10

Se utilizan 10 elementos viga para la obtencion de las frecuencias naturales de vibracion.
Los resultados se presentan en Error! Reference source not found. y Tabla 2.
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Frecuencias [Hz]

. Ehteshami . )
Este trabajo 2011) Diferencia
u=0 7,45e10 7,45e10 0,0%
n=0,1 7,14 €10 7,10 e10 0,42%

Tabla 1: Ejemplo de validacién - CNT Simplemente apoyado.

Frecuencias [Hz]

. Ehteshami . .
Este trabajo 2011) Diferencia
=0 1.16el1 1.16el1 0,0%
pn=0,1 I,11el1 1,10el1 0,64%

Tabla 2: Ejemplo de validacién - CNT Empotrado apoyado.

Para ambos ejemplos, los resultados obtenidos con el elemento de viga desarrollado
presentan una excelente concordancia.

4.2 Influencia del parametro no local

Con el fin de investigar la influencia del modelo no local en las frecuencias naturales de
vibracion, se estudian diferentes ejemplos numéricos con un modelo de Euler (EBM) y
teniendo en cuenta las deformaciones por corte (TBM). Los datos geométricos y mecénicos y
las condiciones de borde consideradas son idénticos a los del ejemplo de validacién. Se
utilizan dos esbelteces I/d; = 10 y l/d, =20. Ademas, el parametro u se varia entre 0 a 0,3. Los
resultados se presentan en Tablas 3 y 6.

Frecuencias [Hz]

1 modo coaxial

1 modo no coaxial

EBM TBM Diferencia EBM TBM Diferencia
n= 7,45E+10 | 7,30E+10 2,01% 1,22E+12 1,21E+12 1,39%
u=0,1 | 7,14E+10 | 7,00E+10 1,96% 1,23E+12 1,21E+12 1,39%
n=0,2 | 6,39E+10 | 6,28E+10 1,72% 1,24E+12 1,22E+12 1,39%
n=0,3 | 5,54E+10 | 5,45E+10 1,66% 1,25E+12 1,23E+12 1,39%

Tabla 3: CNT Simplemente apoyado 1/d,=10.
Frecuencias [Hz]
1 modo coaxial 1 modo no coaxial

EBM TBM Diferencia EBM TBM Diferencia
u=0 | 1,16E+11 | 1,14E+11 2,32% 1,22E+12 1,20E+12 1,66%
u=0,1 | I,11E+11 | 1,08E+11 2,35% 1,23E+12 1,21E+12 1,67%
u=0,2 | 9,76E+10 | 9,52E+10 2,46% 1,24E+12 1,22E+12 1,93%
n=0,3 | 8,33E+10 | 8,12E+10 2,52% 1,25E+12 1,22E+12 2,11%

Tabla 4: CNT Empotrado apoyado 1/d,=20.
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En Tablas 3 y 4, se observa que las frecuencias coaxiales disminuyen al considerar las
deformaciones por corte aproximadamente en 2% para las dos condiciones de borde
consideradas. Las frecuencias no coaxiales también disminuyen pero el valor se mantiene
invariable con las condiciones de borde.

Con respecto al parametro no local, las frecuencias coaxiales disminuyen con el aumento
del pardmetro. En el caso simplemente apoyado disminuyen en un 25% mientras que para los
CNT empotrados — apoyados disminuyen en un 28%. Sin embargo, las frecuencias no
coaxiales aumentan cuando el pardmetro no local aumenta. En ambas condiciones de borde
aumentan en un 2%.

Frecuencias [Hz]

1 modo coaxial 1 modo no coaxial
EBM TBM Diferencia EBM TBM Diferencia
w= 1,86E+10 | 1,85E+10 0,54% 1,22E+12 1,22E+12 0,35%
u=0,1 | 1,79E+10 | 1,78E+10 0,56% 1,23E+12 1,22E+12 0,42%
u=0,2 | 1,60E+10 | 1,59E+10 0,63% 1,24E+12 1,23E+12 0,36%
u=0,3 | 1,39E+10 | 1,38E+10 0,72% 1,25E+12 1,24E+12 0,35%
Tabla 5: CNT Simplemente apoyado 1/d,=20.
Frecuencias [Hz]
1 modo coaxial 1 modo no coaxial
EBM TBM Diferencia EBM TBM Diferencia
U= 2,90E+10 | 2,89E+10 0,34% 1,22E+12 1,22E+12 0,22%
u=0,1 | 2,77E+10 | 2,75E+10 0,72% 1,23E+12 1,22E+12 0,60%
u=0,2 | 2,44E+10 | 2,43E+10 0,41% 1,24E+12 1,23E+12 0,48%
n=0,3 | 2,08E+10 | 2,07E+10 0,48% 1,25E+12 1,24E+12 0,64%

Tabla 6: CNT Empotrado apoyado 1/d,=20.

En el caso de los nanotubos de esbeltez igual a 20 (Tablas 5 y 6), la influencia de las
deformaciones por corte es inferior respecto a los casos anteriores tanto paras las frecuencias
coaxiales como no coaxiales. Las frecuencias no coaxiales no varian con la esbeltez de los
nanotubos.

Con respecto al pardmetro no local, se observa nuevamente una disminucién en las
frecuencias coaxiales y un aumento en las frecuencias no coaxiales con el aumento del
parametro no local para las dos condiciones de borde consideradas. Los valores se mantienen
idénticos a los de las vigas de esbeltez igual a 10.

S CONCLUSIONES

Se presenta una teoria de viga de orden superior no local para nanotubos de doble capa
incluyendo aquellos que podrian tener deformaciones iniciales. El modelo es aplicable a
condiciones de borde arbitrarias. Se desarrolla un elemento viga y se resuelven diversos
ejemplos numéricos a través del método de elementos finitos.

Se observa que la influencia de las deformaciones por corte disminuye con la esbeltez de
los nanotubos considerados tanto en frecuencias coaxiales como no coaxiales. El pardmetro
no local afecta considerablemente el valor de las frecuencias coaxiales disminuyendo su valor
y su efecto no puede ser despreciado. Esta disminucion en las frecuencias no varia con la
esbeltez considerada. Las frecuencias no coaxiales aumentan levemente con el aumento del
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parametro no local. Finalmente se concluye que para hacer uso de las ventajas de un modelo
no local, el pardmetro debe ser correctamente calibrado.
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