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Resumen. El cdlculo preciso de aproximaciones de elementos finitos de los modos normales de estruc-
turas sélidas interactuando con fluidos es muy importante en muchas aplicaciones de la ingenierfa, siendo
objeto de estudio durante largo tiempo y desarrolldndose diversos métodos para su planteo y resolucién.

En este trabajo se estudié el problema tridimensional de vibraciones de placas interactuando con un
fluido ideal compresible. Las placas se modelaron empleando las ecuaciones de Reissner-Mindlin y con
los elementos mixtos de Durdn-Liberman, mientras que para el fluido se emplearon las ecuaciones de
fluido ideal compresible con los desplazamientos como variables primarias.

Se desarroll6 y validé un cédigo para la resolucién de problemas 3D de vibraciones con interac-
cion placa-fluido, y se resolvié un problema de interés. Se reportan los resultados obtenidos (modos y
frecuencias) del proceso de validacién y del problema analizado.
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1. INTRODUCCION

El célculo preciso de los modos normales de estructuras sélidas interactuando con fluidos
utilizando elementos finitos es muy importante en muchas aplicaciones de la ingenieria, desde el
disefio de intercambiadores de calor, condensadores y otros dispositivos, hasta estudios sismicos
de represas. Este tipo de problemas ha sido objeto de estudio durante largo tiempo y se han
desarrollado diversos métodos para su planteo y resolucion.

En este trabajo se estudio el problema tridimensional de vibraciones libres de una placa elds-
tica interactuando con un fluido ideal compresible. El objetivo del anélisis de vibraciones libres
es la identificacion de las frecuencias de resonancia y la caracterizacion de sistemas fluido-placa
acoplados para evitar fallas y roturas. Tomando a modo de ejemplo un intercambiador de calor,
la idea consiste en hallar sus frecuencias de resonancia y compararlas con frecuencias de exci-
tacion de otros dispositivos del circuito hidraulico, como ser una bomba, o con las frecuencias
con la cual se produce el desprendimiento de vortices en su interior.

En los problemas de vibraciones en fluidos, generalmente se toma a la presién como variable
primaria. Sin embargo, en problemas de interaccién fluido-placa, esta eleccién conduce a pro-
blemas de autovalores no simétricos con complicaciones computacionales. Para lidiar con este
problema, se buscaron formas alternativas de describir el problema utilizando diferentes varia-
bles, como los desplazamientos (Hamdi et al., 1978), la velocidad potencial (Everstine, 1981),
presion y desplazamientos potenciales (Morand y Ohayon, 1979), entre otras.

El uso de los desplazamientos como variables primarias permite obtener problemas de auto-
valores simétricos. Sin embargo, al utilizar esta formulacidn, en el problema aparece un espec-
tro de modos espurios asociados a la autofrecuencia nula, sin significado fisico y de dimension
infinita. Debido a esto, se utilizaron los elementos de Raviart-Thomas, permitiendo eliminar
de manera sencilla los modos espurios del problema, ya que con estos elementos los modos
espurios quedan asociados al autovalor nulo (Rodriguez et al., 1999).

La placa se modelé empleando las ecuaciones de Reissner-Mindlin permitiendo modelar
placas delgadas y de espesores moderados. Sin embargo, al utilizar elementos finitos estindar
para la discretizacion de la placa se observan errores debido al fendémeno de locking, sien-
do necesaria la utilizacion de métodos mixtos. Finalmente, el uso de los elementos mixtos de
Duran-Liberman resulté ser apropiado para este tipo de problemas (Durdn y Liberman, 1992).

La eleccion de estos elementos para el fluido y para la placa permiten la obtencién de un
problema acoplado no conforme en la interfaz fluido-placa. El acoplamiento cinemético entre
la placay el fluido se impone de forma débil en la formulacidn introduciendo una nueva variable
al problema: la presion de interfaz. De esta manera, es posible el uso de mallas no-coincidentes
(non-matching grids) en la interfaz fluido-placa (Rodriguez et al., 1999), permitiendo refinar
independientemente las placas o el fluido segin sea conveniente.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera. En la seccién 2 se presentan las ecua-
ciones del problema de vibraciones libres de un sistema fluido-placa acoplado y su formulacion
variacional. En la seccidn 3 se realiza la discretizacion por elementos finitos del problema. En la
seccion 4 se muestran los resultados de la validacion del codigo desarrollado para la resolucion
de problemas 3D de vibraciones con interaccién fluido-placa. Por udltimo, en la seccién 5 se
presentan los resultados numéricos de un problema sencillo de interés.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

Sean (g y Q2 los dominios del s6lido y del fluido respectivamente, como se ve en la figura
1. La frontera exterior de {2g pueden dividirse en 2 tipos de fronteras, ['p, donde la estructura
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esta fija, y I' 5, donde la estructura estd libre de tensiones. I'; denota la frontera de interfaz entre

el s6lido y el fluido, n es la normal unitaria exterior del sélido, y v es la normal unitaria exterior
del fluido.

(s

I'r

Qp Ty

/////////;///////

Figura 1: Dominios del fluido y del sélido.

El problema que se estudiard es el vibraciones de pequefias amplitudes de estructuras elasti-
cas en contacto con un fluido compresible ideal. Para ello se considera que las deformaciones
son lo suficientemente pequefias como para que la teoria de elasticidad lineal sea vélida. Ade-
mads se considera un fluido homogéneo y se desprecian los efectos de la gravedad. Por dltimo,
se asume que las velocidades del fluido son pequefias como para despreciar efectos convectivos
y que los efectos viscosos en el fluido no son relevantes.

Bajo estas consideraciones, las ecuaciones que describen el movimiento de un sistema con
interaccion fluido-estructura pueden ser escritas como:

3 2
2. aagaf:v) = psaagl en g, 1 =1,2,3,
2
—aa—f;:ppaa;i en Qp, 1=1,2,3,
p=—ppc® divu en Qp,
u-v=w-v en Iy,
o(w)v=—pv enTy,
w=0 en['p,
oc(wn=20 en 'y,

donde (x1, z2, x3) son las coordenadas espaciales de un punto material del sélido o del fluido; p
es la presion del fluido; w y u son los desplazamientos del sélido y del fluido respectivamente;
ps Y pr son las densidades del sélido y del fluido respectivamente; o(w) es el tensor de tensio-
nes del solido, relacionado con w a través de la ley de Hooke.

Para determinar los modos de vibracion de este sistema, se consideran soluciones armoénicas

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2206 R.L.A. MARQUEZ TURIELLO, C. PADRA, M. SCHEBLE

para la presion y desplazamientos, es decir, buscamos soluciones de la forma:

u(z,t) = U(x) ™", x € Qp, t >0,
w(z,t) = W(x)e™, x € g, t>0,
p(z,t) = P(x) e, x € Qp, t >0,

siendo w la frecuencia angular de vibracién. Reemplazando con estas dltimas expresiones en
las ecuaciones anteriores, se obtiene el siguiente problema de autovalores:

Encontrar un niimero real w y funciones U, W, y P, no todas idénticamente nulas, tales
que:

Z (%g — WpsW; en Qg, i=1,2,3, (1)
L

op _ w?prU; en Qp, i=1,2,3, (2)

ox;
P=—ppc®divU en Qp, 3)
U v=W.v en Iy, (@Y)
c(W)v=—-Pv enl'y, 5)
W =0 enl'p, (6)
c(W)n=0 en'y. (7)

Para obtener la formulacion variacional del problema de autovalores, se multiplica la ecua-
cién de momento del sélido (ec. 1) por un desplazamiento virtual Z, tal que satisfaga la condi-
cién de contorno de Dirichlet (ec. 6), y se integra por partes sobre {2g, obteniendo:

/ o(W):e(Z)dQ) + / cW)v-Zdl' = wz/ psW - Z dS). (8)
Qs Iy Qg

donde ¢(Z) es el tensor de deformaciones y o(W) : ¢(Z) es el producto interno de tensores de
segundo orden.

De igual manera, multiplicando la ecuacién de momento del fluido (ec. 2) por un desplaza-
miento virtual Y, integrando por partes sobre {2z, y usando la ecuacion (3), se llega a:

/prQdideideQ + /PY-udF = WQ/ prU - F dSQ. )
QF F] QF

Sumando ambas ecuaciones y utilizando la ecuacién (5) se obtiene:
/ o(W) : e(Z) dQ + / prc® div U divY dQ + / PY -v—Z -v)dl =
Qg Qp Iy
:w2</ ng-ZdQ—i—/ pFU-YdQ>, V(Y,Z)e X, (10)
QS QF
donde el espacio X se define como:

X:{(Y,Z): Y:Qpr >R v Z:Qp >R con Z=0 en FD}.
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La condicion de acoplamiento cinematico (ec. 4) entre los campos de desplazamientos del
s6lido y del fluido se impone en forma débil, multiplicando la ecuacién por una funcién de
prueba () e integrando,

/Q(U-V—W-V)dF:O, V@ € P, (11)
Iy

P = {Q S LQ(F1>} .

Como sucede tipicamente en las formulaciones de desplazamientos, w = 0 es una autofre-
cuencia del problema con un autoespectro de dimension infinita

K={U,00eX: V-U=0 en Qp y U-v=0 sobre I}y}.

Estos modos consisten en rotaciones puras del fluido, las cuales no inducen vibraciones en el
sOlido, ni cambios de presion en el fluido. Son soluciones matemadticas del problema de autova-
lores, pero carecen de sentido fisico, y las mismas aparecen por que no se impuso la condicién
de irrotacionalidad en el fluido. Las restantes autofrecuencias del problema son estrictamente
positivas y se corresponden con vibraciones del sistema fluido-estructura acoplado.

Hasta el momento se consideré un problema de un sistema fluido-estructura acoplado. Sin
embargo, nuestro problema de interés es el de interaccion de placas con un fluido compresible,
para lo cudl habra que modificar la ecuaciéon (10).

Debido al gran costo computacional que implica el uso del modelo de elasticidad 3D para
describir el movimiento de la placa, resulta conveniente utilizar un modelo especifico de pla-
cas. Se utilizo el modelo de Reissner-Mindlin, para lo cual se considera que el dominio de la
placa puede ser escrito como 2p = >y X (—2, 2) donde Xy denota la superficie media y ¢
es el espesor de la placa. Como antes, ['p y 'y serdn las fronteras de Dirichlet y de Neumann
respectivamente

Sean u® = (u!’, ul’, ul’) los desplazamientos de un punto cualquiera de la placa. De acuerdo
al modelo de Reissner-Mindlin, suponiendo que la direccién normal de la placa coincide con la
direccion x3, los desplazamientos de la placa se pueden escribir como:

Uf = —$351($1,$2)7
u§ = —96352(5517902)7

P
uz = a(z1, T2),
donde « representa el desplazamiento transversal de la placay 3 = (31, 52) son las rotaciones
de las fibras normales a Y. en la direccién x; y x5 respectivamente.
Teniendo en cuenta estds dltimas suposiciones, y recordando que se buscan soluciones armo-
nicas, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento para la placa de Reissner-Mindlin:

_ 3
wv%ﬁ + @g—i + K (6’a Bi) = th w?Bi, (12)
D(1 — 1 0P 0 3
%V2ﬁz + %3_@ + K (ao; Ba) = th w”Ba, (13)

If(VZOé — %) = —pptwia, (14)
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con w la frecuencia angular de vibracién, K = Ek/(2(1 + v)), E el médulo de Young, v el
coeficiente de Poisson, pp la densidad de la placa, D = Et3/ (12(1 — v/?)) la rigidez flexional,
k el factor de correccién por corte (comunmente k = 5/6), y

Op1 | 0ps
P = — 4+ —.
b <8Z‘1 + 8952)

Para obtener la formulacién variacional, se multiplican las ecuaciones de movimiento de
la placa (ec. 12-14) por las funciones de prueba 7, 7o y # respectivamente, se suman las 3
ecuaciones y se integra por partes sobre >y, obteniendo:

3

(Va—08)-(Vo—n) d = w? (/ ppal dy + r ppB3 - ndZ) , (15)
2

CalBm) et [
o 12 S

3o

donde n = (n1,7m2), y

2

E
01 = i [, (3

(1 —-v)eji(B)ei;(n) + vdivBdivn dE) .
i,0=1
Finalmente, incorporando el modelo de placas de Reissner-Mindlin en la ecuacién (10), ob-

tenemos la formulacién débil del problema de vibraciones de un sistema fluido-placa acoplado:
Hallarw € R,y (U,«a,3,P) #0 €V X P, tal que:

Ba(B,m) + kt /

(Va—,@)-(VG—n)dE—l—/ prQdideideQ—l— PY-v—0)dl =
2o

QF I—‘I

3
= w? / ppaldy + t—/ ppB-md2 +/ prU-Y dQ ), v(Y,0,n) €V, (16)
%o 12 Js, Qr

QU -v—a)dll = 0, vQepPr, (17)

Ty

con
V={(Y.0n): Y:Qpr >R 6:5 2R yn:5 =R confl=n=0enlp}.

Noétese como se modifica la condicién de acoplamiento cinemadtico debido a que el despla-
zamiento transversal de la placa es constante en el espesor de la placa, por lo cual:

a‘FI = &’EO'

3. DISCRETIZACION CON ELEMENTOS FINITOS

Para el fluido consideremos .7, una particién regular de tetraedros de 2r. Los elementos
mds simples que se pueden utilizar son los tridngulos lineales estdndar, cuyas incognitas son los
desplazamientos en las 3 direcciones espaciales en cada uno de sus 4 vértices, sin embargo, esta
opcién no es la mds recomendable debido a la aparicion de los modos espurios mencionados
anteriormente.

Como ya se menciond, en el problema (16-17) aparece un espectro de modos espurios, pro-
ducidos por rotaciones puras del fluido, sin significado fisico, de dimensién infinita y con fre-
cuencia nula. Cuando se utilizan los elementos lineales estdndar, los autovalores espurios se
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mezclan con los autovalores del problema haciendo dificil la deteccion de los mismos. Por este
motivo, se deben utilizar elementos finitos que permitan tener al cero como autovalor, con un
autoespacio asociado lo suficientemente grande para incluir los modos espurios.

Un tipo de elementos finitos que cumple con lo mencionado anteriormente son los de Raviart-
Thomas. Se utilizaron elementos de Raviart-Thomas de orden 0 (RT}) para el campo de des-
plazamientos Uy, del fluido. Los grados de libertad de los elementos RT} son las componentes
normales del campo de desplazamientos en los baricentros de cada cara del tetraedro. Por lo
tanto, las componentes normales son constantes en cada cara del tetraedro, y continuas a través
de caras de elementos vecinos. El espacio RT} se define como:

RTY ={Uy: Qp >R y Uplr = (a+da1,b+dzs,c+das), VI € '}, a,be,d€R.

Para la placa consideremos los elementos mixtos de Durdn-Liberman (Durdn y Liberman,
1992), los cuales poseen espacios diferentes para el desplazamiento transversal y las rotaciones
de la placa. Sea .7, una particion regular de tridngulos de ¥. Para el desplazamiento transver-
sal «, se eligen las funciones lineales continuas por elemento:

W,={0:Z =Ry blrc, VI eZ}.

Se describe a continuacién como se aproximaran las rotaciones. Sea T' € ZF y Ay, Mg, A3
sus coordenadas baricéntricas. Se denota por T; al vector tangente al lado para el cual \; = 0,y
se define

P1 = AA3T1, P2 = AMA3Ta, P3 = AMAeTs,

Hy={n:% =R’y nlr € 27 & (p1.p2,ps), VI' € I},

donde (pi, p2, P3) es el espacio generado por {p; }1<i<s.
Habiendo definido los espacios para el fluido y la placa se obtiene el siguiente problema de
autovalores discreto:

Hallar w, € R, y (U, ap, By, Pr) # 0 € Vi, X Py, tal que:
Ca@m) + st [ (Tan=8) (V0 —m,) as +
o

+/ pfczdiVUhdithdQ—i—/ P(Y,-v—8,)dl =
QF 1—‘I

t3
w,‘i</ pp oy, Oy dY + — ppﬁh~’l7hd2+/
Yo

19 pFUh : Yh dQ) ) V(Y}U eh, nh) S Vh) (18)
QF

Qh(Uhﬂ/*Ozh) dl' = 0, YQn € Py, (19)
I'r

con
Vh = {(Yh,Qh,nh) - RT,? X Wh X Hh : Qh =n, =0 GDFD},

Pr={Qn€P: Qulye A(f), YfeFi},

donde F7 son las caras de los tetraedros 7,7 € T';.
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4. VALIDACION DEL CODIGO

En esta seccidn, se mostrardn los resultados obtenidos de la validacion del c6digo compu-
tacional desarrollado para el célculo de los modos normales y frecuencias de resonancia de
sistemas fluido-placa acoplados. Para la validacion se considerd un problema analizado en Ro-
driguez et al. (1999), y se compararon los resultados con los obtenidos en ese trabajo. El proble-
ma a resolver consiste en una cavidad cubica llena de agua con todas sus paredes perfectamente
rigidas, excepto por la superior, en la cual se coloc6 una placa delgada con todos sus lados em-
potrados. En la figura 2 se muestra un esquema del problema a resolver con las dimensiones de
la cavidad y de la placa.

l Placa

tho,OSm

Fluido 1 m

A

1m

- 1m

Figura 2: Esquema del problema utilizado para la validacién. Cavidad rigida llena de agua con una placa empotrada
en una de sus caras.

Los parametros fisicos utilizados para la placa y el fluido son los del acero y del agua res-
pectivamente: densidad de la placa pp = 7700 kg/m3, médulo de Young E = 144 GPa,
coeficiente de Poisson v = 0, 35, densidad del fluido pr = 1000 kg/ m?, y velocidad del sonido
en el fluido ¢ = 1430 m/s.

El problema se resolvi6 utilizando 3 mallas diferentes: malla 1, 11683 d.o.f.; malla 2, 75562
d.o.f.; malla 3, 158417 d.o.f.; donde d.o.f. denota el nimero total de grados de libertad del
sistema, es decir, la suma de los grados de libertad de la placa, del fluido y de la interfaz.

Se calcularon los primeros 13 modos del sistema acoplado con las 3 mallas, y se compararon
con los resultados de Rodriguez et al.. Debido a que los modos del problema acoplado son
perturbaciones de los modos desacoplados de la placa y del fluido, se denotara con w! a los
modos que sean una perturbacién de la placa, y w! a los que sean del fluido. En la tabla 1
se presentan los resultados obtenidos. Alli se ve que los valores calculados difieren de los del
trabajo citado en menos de un 5% para la malla 1, y en menos del 2 % para la malla 3 para
todos los modos.

En las figuras 3 y 4 se puede observar la deformacion de la placa y la distribucién de presio-
nes en el fluido de los modos w!’, wiy, y wl.

Estos resultados indican que el c6digo computacional desarrollado funciona satisfactoria-
mente y que se encuentra apto para analizar otros problemas de interés.
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Modo Malla 1 Malla 2 Malla 3 Rodriguez et al.
wP 2182,140 2168,776 2167,336 2167,922
Wiy, 4849,755 4830,359 4828,695 4841,131
wiio 4863,477 4840,971 4839,113 4847,314
wilo 4863,575 4841,199 4839,158 4847,249
wf 3554,845 3519,072 3515,775 3518,343
wf 3556,039 3519,413 3515,937 3518,040
wiy, 6693,167 6650,303 6646,353 6669,856
wilo 6688,721 6644,784 6639,822 6656,259
wily 6693,090 6650,826 6646,502 6669,870
wf 5502,385 5409,094 5398,143 5418,194
wi, 8178,368 8113,374 8104,638 8138,963
wl 7078,910 6854,359 6829,998 6831,714
wf 7480,828 7276,255 7253,476 7355,582

Tabla 1: Frecuencias de vibracion de los primeros 13 modos del problema de validacién.
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Figura 3: Deformacién de la placa para los modos w?’, wi, y wl’ del problema de validacién.

wf

100

Figura 4: Presi6n en el fluido para los modos wf’, wfy, y wl del problema de validacién.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

Una vez validado el c6digo computacional se procedio a estudiar el problema de una placa de
acero empotrada en uno de sus lados, vibrando en el interior de una cavidad rigida llena de agua.
Los pardmetros fisicos utilizados para la placa y el agua son los mismos que se utilizaron para
el problema de validacion. En la figura 5 se muestra la geometria y dimensiones del problema
estudiado.

ANNURNMRANRAN

0,5 m

AANRANN AN

125m

0,05 m
—

 0,05m

-

7777777/

WENENENARAEN
1,25 m
[TTTTTTTTTTTT
EENRERRERNER
[TETTTTETTTT

!

/1117117,

/1177711777777,

N
l_.
N
l_‘lllllllllllll
~
l_.

>
et
<

Figura 5: Placa vibrando en el interior de una cavidad rigida llena de agua.

Se utiliz6 una malla de 165087 d.o.f. (1323 en la placa, 146138 en el fluido y 17626 en la
interfaz). En la tabla 2 se reportan las primeras 4 frecuencias de vibracion del sistema acoplado.

Modo Frecuencia
wP 163,675
wl 774,399
wf 1041,961
wh 2538,673

Tabla 2: Frecuencias de vibracién de los primeros 4 modos del problema de una placa inmersa en agua.

En las figuras 6-9 se muestran la distribucion de presion en el fluido y la deformacién de la
placa para cada uno de los primeros 4 modos de vibracion.

6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presenté el problema tridimensional de vibraciones libres de una
placa elastica interactuando con un fluido ideal compresible. Se presentaron las ecuaciones del
problema y su formulacién variacional. Utilizando los elementos de Raviart-Thomas para el
fluido se obtuvo un problema simétrico de autovalores y se eliminaron los modos espurios aso-
ciados al autovalor nulo, mientras que, utilizando las ecuaciones de Reissner-Mindlin con los
elementos mixtos de Durdn-Liberman se pudo modelar placas delgadas y de espesores mode-
rados. La condicién de acoplamiento cinemadtico entre el fluido y la placa se impuso de manera
sencilla utilizando la presion de interfaz, permitiendo el uso de mallas no coincidentes. Final-
mente, se valid6 el c6digo computacional desarrollado y se resolvié un problema de interés
sencillo.
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Figura 6: Distribucién de presiones y deformacién de la placa del modo w?’.

Figura 7: Distribucién de presiones y deformacién de la placa del modo w?’.

D1

Figura 8: Distribucién de presiones y deformacién de la placa del modo w?’.
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Figura 9: Distribucién de presiones y deformacién de la placa del modo w?’.
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