Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecénica Computacional Vol XXXII, pags. 3691-3704 (articulo completo)
Carlos G. Garcia Garino, Anibal E. Mirasso, Mario A. Storti, Miguel E. Tornello (Eds.)
Mendoza, Argentina, 19-22 Noviembre 2013

EFECTO DEL RUIDO EN LA DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE
REINYECCION EN INTERMITENCIA TIPO I

Gustavo J. Krause**{, Sergio Elaskar®’ y Ezequiel del Rio°

ADepartamento de Aerondutica, Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Universidad
Nacional de Cordoba, Vélez Sdrsfield 1611, 5000-Cordoba, Argentina,
http://www.uncarolina.edu.ar/ gmc

bConsejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas — CONICET
“Departamento de Fisica, ETSIA, Universidad Politécnica de Madrid, 28040 Madrid, Espariia

deustavojavierkrause @ gmail.com

Palabras Clave: Intermitencia, RPD, ruido

Resumen. La intermitencia es una forma particular de caos deterministico, la cual se presenta en nu-
merosos procesos fisicos tales como conveccion de Rayleigh-Bénard, osciladores no lineales periddica-
mente forzados, desarrollo de turbulencia, etc. En este fendmeno ocurren transiciones entre diferentes
comportamientos del sistema, donde fases aproximadamente regulares de cierta duracién se alternan con
explosiones cadticas cortas a intervalos irregulares. El estudio del efecto del ruido en intermitencia tipo
I fue realizado en trabajos anteriores, pero el enfoque se dirige principalmente al andlisis de la influencia
sobre la regién laminar, sin considerar debidamente el efecto sobre el mecanismo de reinyeccién global
del mapa. En este trabajo el andlisis se hace sobre el efecto del ruido en la densidad de probabilidades de
reinyeccién (RPD), ya que esta propiedad define las caracteristicas principales del proceso de intermi-
tencia. Para la representacion analitica de la RPD se utiliza una metodologia recientemente presentada
[E. del Rio and S. Elaskar, J. Bifurcation Chaos 20 (2010)], la cual se adapta para su aplicacién en in-
termitencia tipo I con efecto del ruido. Para verificar los resultados analiticos se realiza una serie de
simulaciones numéricas considerando distinta intensidad del ruido. Los resultados obtenidos muestran la
validez de la aplicacién y ademds permiten extraer conclusiones importantes respecto al efecto del ruido
sobre la longitud laminar media y la distribucién de probabilidad de las longitudes laminares.
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1. INTRODUCCION

La intermitencia es una de las rutas hacia caos deterministico. Este fendmeno se produce
cuando un sistema se encuentra bajo un comportamiento regular, hasta que un pequefio cambio
en un pardmetro de control induce la aparicién de explosiones cadticas cortas que se alternan
con periodos de comportamiento aproximadamente regular de cierta duracién denominados
fases laminares. El concepto de intermitencia fue propuesto inicialmente en el contexto del
sistema de Lorenz, donde de acuerdo a la forma del mapa de Poincaré local se clasificaron los
tipos I, Il y III (Manneville y Pomeau, 1979; Pomeau y Manneville, 1980). Estudios posteriores
extendieron la clasificacién a intermitencia tipo X, V, on-off, eyelet y de anillo (Kaplan, 1992;
Price y Mullin, 1991; Platt et al., 1993; Pikovsky et al., 1997; Lee et al., 1998). Ademads del
sistema de Lorenz, el fenémeno de intermitencia esta asociado a numerosos procesos fisicos:
conveccion de Rayleigh-Bénard, osciladores no lineales periddicamente forzados, desarrollo
de turbulencia en hidrodindmica, en la ecuacién derivada no lineal de Schrédinger, entre otros
(Dubois et al., 1983; Malasoma et al., 2004; Stavrinides et al., 2008; Sanchez-Arriaga et al.,
2007).

En la caracterizacion de la intermitencia, se busca determinar la probabilidad de que las
fases laminares presenten una duracién determinada. Para conocer esta distribucion es necesario
conocer como se distribuyen los puntos de reinyeccidn de las trayectorias en la region laminar,
lo que se denomina distribucién de probabilidad de reinyecciéon (RPD). Una representacion
analitica de la RPD es en general dificil o imposible de obtener, y aproximar dicha funcién
a través de los datos experimentales o numéricos también presenta dificultades debido a la
necesidad de contar con grandes catidades de datos para cubrir cada intervalo Az dentro de
la distribucién. Por estos motivos se suelen imponer modelos de distribucién de probabilidad
simplificados donde la suposicién de una RPD uniforme es el més utilizado (Dubois et al., 1983;
Pikovsky, 1983; Kim et al., 1994; Malasoma et al., 2004), sin embargo funciones tan simples
en general no representan correctamente el problema. En trabajos mds recientes se recurre a
aproximaciones analiticas que se obtienen a partir de cantidades auxiliares basadas en los datos
numéricos, lo cual permite reproducir funciones RPD con formas més complejas (del Rio y
Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011), incluyendo a la distribucién uniforme como una solucién
particular del método.

Ya que el ruido es un elemento siempre presente en la naturaleza, es de fundamental impor-
tancia conocer sus efectos en el fendmeno de intermitencia. Si bien el andlisis de la influencia
del ruido en el caso particular de intermitencia tipo I ya fue realizado en otros trabajos (Hirsch
et al., 1982a,b; Pikovsky, 1983; Kye et al., 2003; Koronovskii y Hramov, 2008), los estudios se
enfocan principalmente a la influencia sobre la region laminar, sin considerar debidamente el
efecto sobre el mecanismo de reinyeccion global del mapa, el cual repercute directamente sobre
la RPD. En este trabajo el estudio se realiza en ese sentido, utilizando para la determinacién
analitica de la RPD la técnica presentada en (del Rio y Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011; del
Rio et al., 2012).

2. DESCRIPCION DEL METODO

Para el estudio se considera un mapa cuadritico ampliamente utilizado para el anélisis de
intermitencia tipo I:
a1 = f(2) = azy +xa + e, (1)

donde el parametro ¢ es el ancho del canal en la regién laminar, es decir, la distancia entre el
mapa de Poincaré local y la bisectriz. Valores negativos de € generan la aparicion de dos puntos
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fijos, uno estable y otro inestable que para e = 0 coalescen en el punto fijo ¢ = 0. Cuando e > 0
ya no existen puntos fijos y se produce intermitencia tipo I, siempre que haya un mecanismo
que devuelva las trayectorias hacia la regiéon * ~ z. En este trabajo se sigue el modelo de
mapa utilizado por del Rio et al. (2013), donde el retorno se logra mediante la disposicion de
una funcién que se aplica para valores mayores que un x,. dado, el cual constituye el extremo
derecho del mapa local (pardbola (1)), y se obtiene de la condicién f(x,) = 1.

La funcién de retorno se define como g(z) = & + h(z — z,.)”, donde el coeficiente h se
obtiene de las condiciones ¢g(z,) = Ty g(x,) = f(z,) = 1, siendo & el menor punto de rein-
yeccion LBR (lower bound of reinjection), el cual se asume perteneciente al intervalo laminar
[—¢, c|. El mapa global F'(x) es entonces:

ax”+x+e¢, siz < x,,

1—7 ()

F(zx) = _ m(x_xrﬂ_kggn six > x,

1’2
+

=>

El exponente v permite obtener distintas formas de la funciones RPD, para v > 1 las reinyec-
ciones se concentran mayormente en Z y la RPD es decreciente, mientras que si 0 < v < 1 las
reinyecciones en el LBR tienden a cero y la RPD es creciente. El caso de 7 = 1 conduce a una
RPD aproximadamente uniforme.

El término &, representa el efecto del ruido, siendo o la intensidad y &, una variable aleato-
ria en el intervalo [—1, 1] cuya distribucién de probabilidad se toma uniforme (“ruido blanco”).
El efecto local del ruido no se considera ya que en ese caso existe una limitacién que exige que
0 < ¢, lo cual restringe demasiado el andlisis. Por otro lado, lo que interesa conocer es cémo
afecta el ruido especialmente al mecanismo de reinyeccion global del mapa, sin incluir el efecto
que significaria un ruido local que haga reingresar a la region laminar las orbitas que acaban de
abandonarla.

En la Figura 1 se muestra el mapa (2) para distintos valores de v y se indica el efecto del
ruido sobre la posicion del 7.

2.1. Aproximacion Analitica de la RPD

La funcién RPD, aqui llamada ¢(x), indica el comportamiento estadistico del fenémeno
de intermitencia, pero en general su determinacién a través de los datos numéricos no es una
tarea simple. Para investigar la RPD, en este trabajo se extiende una metodologia propuesta
recientemente (del Rio y Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011; del Rio et al., 2012), en la cual
el punto clave es evaluar la funcién RPD a travéses de una funcién auxiliar M (x), la cual estd
definida sobre el intervalo laminar [—c, c|.

Lo i [ otr)ar 20,

M(z) = /iqb Sdr

( (3)
0, si /I ¢(r) dr =0,

\

La funcién M (z) es mds confiable que utilizar directamente los datos numéricos o expe-
rimentales, ya que al incorporarse las integrales, los efectos provenientes de las fluctuaciones
estadisticas son reducidos. Por otro lado, el cémputo numérico de M (z) es muy sencillo, para
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xt+e b — — — I vy=1/2

>

2~|g>
Q

| | |
—C x9 = 0 ¢ LTy

Figura 1: Mapa F'(z) indicado en la ecuacién (2) para distintos valores de -, donde se indica la desviacién del
punto & por efecto del ruido.

ello simplemente se ordenan los puntos de reinyeccion tal que z; < x4, para luego estimar
M (x) mediante:

1 q
Miz) =3, @)
j=1

Para el caso sin ruido, cuando el LBR se encuentra dentro del intervalo laminar (z > —c), la
funcién M (z) ha mostrado ser aproximadamente lineal (del Rio et al., 2013), es decir:

M(x)=m(x — 1)+, (5)

donde la pendiente de la recta es 0 < m < 1. De acuerdo con estos resultados, la RPD resulta
(del Rio y Elaskar, 2010):

¢(x) =b(z —2)°, (6)
siendo b un pardmetro de normalizacién y
2m — 1
a=""" )
1—m

donde o« > —1yaque 0 <m < 1.

El punto 2 es un punto critico de la RPD, donde ¢(Z) — oo para a < 0,y ¢(z) — 0 si
a > 0. El caso de @« = 0 (m = 1/2) corresponde a ¢(x) = cte que es el caso particular de
reinyeccion uniforme.

2.2. Longitudes laminares

Ademads de la funcién RPD, una cantidad fundamental para caracterizar la intermitencia es
la denominada densidad de probabilidad de las longitudes laminares ¢;((), la cual indica cuél es
la probabilidad de encontrar una fase laminar de una duracion determinada.
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Para la determinacién de ¢;(l) se considera el mapa de Poincaré local, ecuacién (1), y se
aproxima la ecuacion en diferencias finitas z,, 1 —x,, mediante la ecuacion diferencial (Schuster

y Just, 2005):

d—?:axug, 8)

Resolviendo la ecuacidn anterior para el intervalo [—c, ¢| resulta

I(x,c) = /IMQ;H dz = \/% {tan_l (\/gc) —tan™! (\/§x>] : )

La probabilidad ¢;(!) de encontrar una fase laminar de duracién entre [ y [ + dl es entonces
(Schuster y Just, 2005):

dX(l, )

ont) = olx(1,]| 2 5

donde X (I, c) es la inversa de la funcién I(z, ¢) dada en la ecuacién (9) con respecto al primer
argumento, la cual para el mapa (1) puede escribirse en forma explicita.

X(l,c) = \/gtan {tan_l (\/gc) — \/a_el} . (11)

La forma de la funcién ¢;(/) depende de la combinacién de pardmetros Z y «. En la Figura 2
se observan las diferentes posibilidades en funcién de estos valores, segtin se presentan en (del
Rio et al., 2013).

= ¢[X(1,0)]|a [X(1,e)]* +¢

: (10)

¢ (1)
¢ (1)
o1 (1)

l l l

@z>0,a>0 ®z<0,aa>0 ©z=0,a<0
g < g
N
l l l
dz<0,a<0 dz<0,aa=0 ®z>0,a=0

Figura 2: Distintas formas de la probabilidad de longitudes laminares ¢;(!) en funcién de los valores de los
pardmetros 'y «

En la Figura 2 puede verse que existen variantes muy diferentes de formas de la funcion ¢, (1),
pudiendo por ejemplo existir un méximo (caso (b)). Este hecho podria ser usado en estudios
experimentales con el objetivo de identificar los pardmetros desconocidos del sistema a partir
de la forma de ¢,;(1) obtenida. Sin embargo, como se verd mds adelante, la presencia del ruido
puede alterar las formas esperadas llevando a confusiones.
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3. EFECTO DEL RUIDO EN INTERMITENCIA TIPO I

Cuando se considera el modelo sin ruido, si el limite LBR se encuentra dentro del intervalo
laminar, la funcién RPD correspondiente es continua y su forma depende del valor del expo-
nente vy en la funcién de retorno g(z). En ese caso, la determinacién de la RPD a través de la
funcion M (x) se hace de acuerdo a lo desarrollado en la seccion anterior (del Rio et al., 2013).

La presencia del ruido no sélo produce la modificacién de la funcién RPD por la redistribu-
cién de los puntos de reinyeccidn, sino que ademds genera el corrimiento del punto LBR a la
posicién & — o. Este corrimiento hace que la funcion ¢;(/) asociada se modifique respecto al
modelo sin ruido, de acuerdo con las condiciones de la Figura 2 considerando el valor de & — o.
Por otro lado, si este corrimiento es tal que £ — o < —c, aparece una discontinuidad en la RPD
cuyos detalles se explican mds adelante. Mas all4 de la nueva posicion del z, el efecto del ruido
hace que la funcién M (x) asociada a ¢(z) ya no sea lineal, por lo tanto a continuacién se realiza
una extension de la metodologia presentada previamente.

Para obtener una expresion analitica de la RPD con efecto del ruido (NRPD), se analiza
la influencia del ruido sobre las trayectorias de reinyeccion, tal como se muestra en la Figu-
ra 1, donde una trayectoria sin ruido es perturbada pudiendo terminar dentro de del intervalo
[ — 0,2 + o], siendo x el punto de mapeo para el caso sin ruido. Esto significa que la RPD sin
ruido ¢(x) debe ser transformada a la nueva NRPD ®(z) de acuerdo a la convolucién (del Rio
etal., 2012):

O(x) = /_00 #(2)G(x — z,0) dz, (12)

donde G (x— z, o) es la distribucion de probabilidad del término de ruido ¢&,, en la ecuacion (2).
Como fuente de ruido se utiliza una variable aleatoria de distribucién uniforme ¢ en el inter-
valo [—1, 1], por lo que la densidad de probabilidad G en la ecuacion (12) resulta:

Oz +0)—O(x—0)

20 ’
donde O es la llamada funcién escalén Heaviside, que es igual a 1 para un argumento mayor
que cero y se anula en caso contrario.

Asumiendo en principio que £ — o > —c, y teniendo en cuenta las ecuaciones (12), (13) y
(6) resulta:

Glz,0) = (13)

b

P(z) = (ot D) [(x

—i+o0) -0@—3-0)(r—3—0)"] (14)

La determinacion del exponente o puede hacerse mediante los resultados correspondientes
a la funcién M (x) sin ruido, es decir, considerando los puntos de reinyeccién del mapa Ec. (2)
con 0 = 0. En ese caso M (z) es lineal y « se calcula con la ecuacion (7). Obviamente esta
posibilidad no estara siempre disponible, pero afortunadamente la funcién M (z) con ruido
puede aun brindar la informacion necesaria. En la Figura 3 se presentan resultados de funciones
M (z) con y sin efecto del ruido. Puede observarse en las figuras que en la regiéon z > & + o
la funcién M (x) es aproximadamente lineal con una pendiente similar a la de M (z) sin ruido.
Este comportamiento se repite independientemente de los valores utilizados, permitiendo asi
determinar el coeficiente o aun si no se dispone de los resultados sin ruido.

La ecuacion (14) modela el efecto del ruido en la distribucién de los puntos de reinyecciéon
para & — o > —c. En caso de que el corrimiento del limite & vaya mads alld del extremo iz-
quierdo del intervalo laminar, como ya se dijo, aparece una discontinuidad en la NRPD. Esta
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0.02 ] 0.02f
0.01 o= 0/ - ot
5 0 E
S S -0.02
-0.01
-0.02 _ —-0.04}
o =0.02 o =0.02
-0.02 0 0.02 0.04 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
T xT
(a) 2 = 0,005, v = 2. (b) £ = —0,03,v=0,75

Figura 3: Comparacién de los resultados de M (z) con diferentes niveles de ruido para e = 1074, ¢ = 0,05 y los
valores indicados. Debe notarse que para valores mayores de x las pendientes de ambas funciones son similares.

discontinuidad tiene la forma de un salto en el punto x. = F'(—c), el cual se produce porque,
debido al corrimiento del & por debajo del extremo izquierdo del intervalo laminar, existen tra-
yectorias que pasan por puntos z < —c las cuales se reinyectan Gnicamente en la regiéon x < x..
Esta situacion genera una preponderancia de puntos de reinyeccién en el subintervalo [Zo, z.)
respecto al resto del intervalo laminar, donde el punto Z, es el menor punto de reinyeccion de
las trayectorias provenientes de © < —c, es decir, si F' (T — o) < —c¢, &3 = —c, por el contrario
para F' (T — o) > —c, &y = F (¢ — o).

Si se consideran solamente los puntos 5 < x < x., se observa en todos los casos que la
funcion M (x) correspondiente también presenta una forma aproximadamente lineal, en conse-
cuencia es posible asumir una solucion de la forma

¢2(I) = bk’ (I — (i’g)aQ y (15)

donde el coeficiente ap se calcula segtin la ecuacion (7) considerando los puntos 7o < = < x,
y b es el parametro de normalizacién. El factor k£ pondera la diferencia de proporcién entre las
reinyecciones que provienen desde x < —c y las que se producen desde g(z).

La funci6n adicional ¢,(x) estd definida en el subintervalo [, z.). La misma se suma a la
solucién de la ecuacion (14) para 25 < = < x,. para incorporar de este modo ambos efectos en
la solucién general. En caso de que £ — 0 > —c no existe concentracién de puntos, entonces
k = 0y en consecuencia ¢s(x) = 0.

De acuerdo a lo anterior, la funcion NRPD ®(z) se reescribe de la siguiente manera:

b 7 a+l 2 - a+1
m[(x o) Ow=-2-0)(z=2-0) }—F sidg < x < e,
o) = b bk (x — ),
oy (o) T —0 @i o) e a - o)™, otherwise,
g

(16)

donde el pardmetro de normalizacion b se calcula tal que / ¢ () dz = 1, siendo i, €l

L jmin
menor punto de reinyecciéon dado por el mayor de & — o y —c. Para determinar el factor k se
utiliza la funcién M (x) como se describe a continuacion.
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (3) y (16), para los puntos x > z. resulta:

1 xX
o latD (a+1)/ T|:(T—.@+O')Oé+1_@(T—.ﬁ‘—U)(T—.@—O—)a-‘rl} dr+
o T jmin -
+k/ 7 (17— 29)* dr
M(z) = ) _

! /x [(T—i’—i—U)aH—@(T—@—U)(T—i’—a)aﬂ] dr+

20 (a+1) Joj .
+k:/ (1 —d9)* dr
T

2

1

20 (a+ 1) (a+2) (a+3)
— (Zjmin — & + )2 [Zjmin (@ + 2) + & — 0] +

{(x—§c+0)a+2[x(a+2)+i'—a]+

o ~ a+2 o A aglxc(a2+1)+'@2
—O@x—i—0)(r—3i—0)"" [m(a—|—2)—|—:r—i—a]}+k‘(xc—x2) + (02 1 1) (02 £ 2)

! - at+2 - a+2
_ AHa )2
DSAPRSRY ot 5

(7)
Evaluando la funcién M (x) en algtin punto = > x., es posible expresar el factor k£ en términos de los
pardmetros restantes:

a+2)+z—0
(e +3)
8(35—:%—0’)(:13—5:—0)0‘”[

z(a+2)+z+o0o

(a+3)

:|+(l‘jmin:f+0'

- M(x)}

(xc - 3?2)062—1—1 |:xc (052 + 1) + g

(a2 +1) (g +2) - M(m)} 20 (a+1)(a+2)

(13)
Finalmente, el pardmetro de normalizacién b resulta:

1

- k(xc—@)w“+(c—@+a)“+2—(xjmm—:z+a)a+2—@(c—:z—a)(c—@—a)a” -
B as+1 20 (a+1) (a+2)
(19)

De esta manera quedan definidos todos los pardmetros que intervienen en la funcién ®(z).

4. COMPARACION DE RESULTADOS NUMERICOS Y ANALITICOS

Para analizar la densidad de probabilidad de las longitudes laminares con efecto ruido ®;(1), se utiliza
la ecuacion (10), donde ¢ [X (I, ¢)] se reemplaza por su version con ruido ¢ [X (I, ¢)] y, teniendo en cuenta
que el efecto del ruido se manifiesta en la funcién RPD, para determinar X (I, ¢) no se considera dicho
efecto y por lo tanto se utiliza la ecuacién (11).

En las Figuras 4 y 5 se muestran resultados para distintos valoresde €, &, Yy o,cona = 1y ¢ = 0,05.
En estas figuras se realiza la comparacién entre los resultados obtenidos numéricamente (puntos color
azul) y los correspondientes a la aproximacidn analitica presentada previamente (linea sélida color rojo.
Ademds se muestra también el resultado del modelo sin ruido (o = 0) para observar claramente los
efectos del ruido.

En las Figuras 4 y 5 puede observarse una muy buena concordancia entre los resultados numéricos
y analiticos, tanto para la funcion NRPD como para la probabilidad de las longitudes laminares ®;(1),
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Figura 4: Resultados de la funciones M (x), NRPD y de la probabilidad de longitudes laminares para el mapa (2)
cone =10"%,a =1, =0,7 =2y c = 0,05. Las pendientes son m = 0,320 (o = —0,529) para el caso sin
ruido, m = 0,596 (o/ = 0,479) y m = 0,331 (o = 0,505) para cada region laminar de la funcién M (x) con efecto
del ruido.

destacdndose a primera vista la fuerte influencia del ruido en la forma de ®(z) y ®;(I), en tanto que
M (x) evidencia la pérdida de linealidad respecto al resultado sin ruido. En el caso de la Figura 4, la
caracteristica ¢(&) — oo desaparece por efecto del ruido y se verifica ¢(& — o) — 0, lo cual repercute
en la probabilidad ®; que se comporta como si fuera & > 0 con & < 0 (ver Figura 2-(b)). El otro punto
a destacar es la discontinuidad que aparece en la Figura 5 en las funciones ®(x) y ®;(I), la cual se
corresponde con un quiebre en la funcién M (x), tal como sucede en el caso sin ruido cuando el punto
LBR se encuentra fuera del intervalo laminar, lo cual se provoca por el efecto del ruido sobre la posicién
del LBR (z — 0 < —c¢, produciéndose de esta manera la concentraciéon de puntos en el subintervalo
[—c, xc).

Otro importante resultado que se deduce de las Figuras 4 y 5 estd dado por la relacion entre las
pendientes de la funcién M (z) en cada regién laminar. Considerando la Figura 4, puede observarse que
el exponente o/ correspondiente a la regién izquierda de M (x) verifica la expresion o ~ « + 1, que
es el mismo exponente de la ecuacién (14). Este comportamiento, el cual fue verificado por numerosas
simulaciones con distintas condiciones, implica que la pendiente de regién “con ruido” de M (x) no
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Figura 5: Igual que la Figura 4 cone = 1073, a = 1,2 = —0,05, v = 1y ¢ = 0,05, resultando o = —0,011
(reinyeccioén aproximadamente uniforme).

depende de la intensidad del ruido, sino que estd definida inicamente por la forma de la funcién de
retorno (exponente 7).

Los resultados descritos anteriormente tienen significaticas consecuencias. Por un lado debe notarse
que la relacién de las pendientes de M (x) permite obtener el exponente « del problema sin efecto ruido
simplemente mediante o = o’ —1. Por otro lado, estos resultados muestran que pueden existir situaciones
en las cuales un funcién M (z) lineal con efecto ruido puede confundirse con su version sin ruido cuyo
verdadero exponente es o — 1.

4.1. Influencia del ruido en la relacion caracteristica

A continuacién se realiza el andlisis de la influencia del ruido en la llamada relacién caracteristica,
la cual vincula la longitud laminar media (I) con el pardmetro de conrol ¢ a través del exponente critico
B ((I) o £”). Esta propiedad permite conocer de qué manera evoluciona la duracién media de las fases
laminares en funcién del parametro de control.

La longitud laminar media (/) depende de la longitud del intervalo laminar y de la probabilidad de

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXII, pags. 3691-3704 (2013) 3701

reinyeccion que en este caso es ¢(x):

C
0y = / B(2)i(x, ) da. 20)
—c
Teniendo en cuenta los resultados anteriores y sabiendo que dentro del subintervalo [—c, z.) la longitud
laminar es igual a la longitud laminar médxima [(—c, ¢), se puede escribir:

c Tc

() :/ &' (z)(x,c) dr + I(—c, ) ¢o(z) dx, (21)
—C —C

donde @'() es la NRPD de la ecuacién (14). Si & — o > —c, ¢2(x) = 0y el limite inferior de la integral

del primer término en la ecuacién (21) es & — o ya que ®'(z) = 0 para < & — 0. En caso contrario la

ecuacién anterior resulta:

1 = 20_(;“)/ [(g; —i4+0) " —0@-12-0)(r—3—0)"""| I(z,c) dz+ .
bk - et
l(—c,c)a2+1 (e — Z2) .

La integral del primer término no tiene solucién analitica, por lo tanto debe resolverse numéricamente.

)& =—0,04,~v =04 (b) # = —0,05, v = 1

Figura 6: Longitud laminar media en funcién del pardmetro de control para el mapa (2) cona = 1, ¢ = 0,05y los
valores indicados en cada caso.

En la Figura 6 se muestra en escala logaritmica la variacién de ([) en funcién del pardmetro de control
¢ para distintas intensidades de ruido ¢ y combinaciones de valores & y . En este caso los simbolos rojos
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representan los resultados analiticos y la linea continua azul los obtenidos numéricamente. Ademds en la
figura se indica en linea de trazos la variacién de la longitud laminar méaxima [(—c, ¢).

Segun Kim et al. (1994), el valor del exponente 3 para ¢ — 0 depende de la posicién del punto LBR,
para & ~ —c [ — —1/2, mientras que si & > 0 es § = 0, registrandose una transicién para valores
intermedios del LBR via 5 = 1/4 para & = 0. En las Figuras 6-(a) a (d) se observa que el efecto del ruido
sobre la relacion caracteristica se debe principalmente al corrimiento del punto LBR, lo cual produce un
cambio en el exponente ( para & > 0 con & — o < 0. Por otro lado, para & ~ 0 la curva de (/) se mueve
paralelamente en la direccién de la longitud laminar maxima [(—c, ¢) manteniendo § ~ —1/2, tal como
ocurre en el caso sin ruido cuando el LBR esté fuera del intervalo laminar. Todas estas modificaciones
son independientes de la forma de la funcién NRPD.

Debido a que no se considera el efecto del ruido sobre la regién laminar, los resultados descritos
anteriormente difieren de aquellos obtenidos en el anélisis del efecto del ruido en intermitencia tipo Il y
IIT llevado a cabo por del Rio et al. (2012). En ese caso la presencia del ruido genera una saturacién en la
longitud laminar media para ¢ — 0, la cual se produce porque el tiempo de escape debido a la dindmica
del mapa es mayor que el tiempo de escape aleatorio debido al ruido cuando o > ¢. Como consecuencia
de esta saturacidn, la longitud laminar media alcanza un valor maximo constante para € — 0, el cual
depende de la intensidad del ruido.

Considerando ahora que el ruido influye sobre todo el mapa, de manera que el término &, se incluye
en ambas ecuaciones del mapa 2, se observa que el fendmeno de saturacioén también se produce para
intermitencia tipo 1. Para visualizar esta afirmacién se presenta la Figura 7 en la cual se muestra la
relacién caracteristica para diferentes intensidades de ruido y exponentes -y para obtener distintas formas
de la NRPD. En esta figura s6lo se muestran resultados numéricos ya que la expresion analitica de la
longitud laminar media involucra la definicién de [(z, ¢) de la ecuacién (9) que ya no es vdlida cuando
se considera presencia de ruido en el intervalo laminar.

5 6

10" 10
o 0 o
N 0= IS —
10' T : "~ 770
= s
s 104_ 5~
3| o=00001 e . o =0.0001 <
= 10°4°—= = o—0—= & oo % E = p-o—e = o—o0—a e oo p
— = =
L oZ000L o ha A S .
10° oc=0.01 \ 10° i—ugu:-a-O.Q%_ﬂ & o—0-9 = o—no-=a a.\.\‘\ 1
b-o—e = o—0-—a & o—o—8 = 0o—0-5 = g = n\u\z\l
101 -10 .—8 .—6 .—4 -10 .—8 .—6 .—4
10 10 10 10 10 10 10 10
3 3
(@& =—0,057=05 (b) & = 0,005,y = 2

Figura 7: Relacién caracteristica (I) o< ¢ para el mapa (2) con a = 1, ¢ = 0,05 y los valores indicados. Efi
ruido se aplica en todo el mapa. Los cuadrados indican los resultados numéricos y la linea de trazos une los datos,
alcanzandose la correspondiente saturacion para pequefios valores de .

Puede observarse en la figura que la saturacién se manifiesta de igual forma que en intermitencia tipo
Iy III (del Rio et al., 2012), pero a diferencia de esos casos, en intermitencia tipo I s6lo depende de la
intensidad del ruido y no se ve afectada por la forma de la NRPD, en acuerdo con trabajos anteriores
(Hirsch et al., 1982a; Koronovskii y Hramov, 2008). Una importante conclusién de este andlisis es que,
de manera similar a los resultados de la Figura 6, la presencia del ruido modifica fuertemente las formas
esperadas de la relacion caracteristica, ya que en el caso de la Figura 7, los gréaficos de indican que el
exponente critico es 5 = 0 lo que sugeriria que el LBR es mayor que cero (Kim et al., 1994).
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S. CONCLUSIONES

Si bien existen numerosos trabajos que presentan el andlisis del efecto del ruido en intermitencia tipo
I, a criterio de los autores, éstos se enfocan en el estudio del efecto del ruido sobre la regién laminar
sin considerar debidamente el efecto sobre la densidad de probabilidad de reinyecciéon (RPD). Por este
motivo, en este trabajo se realiza este andlisis, el cual se basa en la técnica presentada en (del Rio y
Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011; del Rio et al., 2012).

En primera término, se destaca que la presencia de ruido en intermitencia tipo I genera cambios
significativos en la funcién RPD, los cuales se hacen més evidentes en caso de que la version sin ruido
de esta funcién sea monétonamente decreciente. Ademds, para intensidades de ruido suficientemente
grandes, puede presentarse inclusive una discontinuidad en forma de salto en la NRPD. No obstante
cudl sea la forma de la funcién RPD por efecto del ruido, la adaptacién de la metodologia presentada
en (del Rio y Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011; del Rio et al., 2012) ha mostrado ser vélida para la
representacion analitica de dicha funcién.

En cuanto al efecto del ruido sobre la relacion caracteristica, se ha constatado mediante simulaciones
numéricas cuyos resultados concuerdan muy bien con las aproximaciones analiticas, que independiente-
mente de la forma de la funcién NRPD, el cambio en la relacion caracteristica se debe al corrimiento del
menor punto de reinyeccién (LBR), el cual se desplaza a la posicién & — o, siendo o la intensidad del
ruido. Esta nueva posicion define el valor del exponente critico 5 de acuerdo a lo desarrollado por Kim
et al. (1994).

Los resultados anteriores muestran que el ruido tiene una gran influencia en en fenémeno de intermi-
tencia, y su presencia dificulta en gran medida la identificacién de los pardmetros del sistema cuando se
trabaja con datos experimentales o numéricos. En esos casos las formas las propiedades estadisticas del
problema pueden llevar a malas interpretaciones debido a las modificaciones producidas por el ruido.
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