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Resumen El estudio del comportamiento de componentesudsitales es un importante
procedimiento de disefio. Un entendimiento adecudmldas vibraciones libres es crucial para el
disefio y la evaluacion de la dinamica de un sist@e@anico.

En este trabajo se analiza el problema de vibrasitransversales en una viga de tramos multiples
con propiedades diferentes, sujeta a fuerzas axjgleerales, con varias rotulas intermedias afastad
por restricciones elasticas traslacionales y rotades, y a su vez, ubicadas arbitrariamente. Ambos
extremos de la viga también se encuentran resliosglasticamente contra rotacion y traslacion. Los
desarrollos tedricos se basan en la hipétesis @®té de viga de Euler-Bernoulli.

Mediante una aplicacion rigurosa del principio dentdton, se obtienen: las ecuaciones
diferenciales, las condiciones de contorno y lasdmiones de transicion que corresponden al
problema del comportamiento estatico y dinamicosd#éma mecanico en estudio.

Se determina la solucion exacta que es aplicaldedmula viga tiene varios tramos uniformes,
proponiendo la solucion analitica en cada tramaliame la aplicacion del método de separacion de
variables, en combinacién con series de funcioises.presenta ademas, la formulacién débil
correspondiente al problema de contorno para resal problema de vibraciones libres bajo la
accion de una carga axial variable.

Para obtener indicadores sobre los resultados idbtenon la metodologia propuesta, se realizan
comparaciones de estos, con ciertos casos parésujae figuran en la literatura correspondienge. S
presentan resultados nuevos que consisten enefrei@s naturales y formas modales de vibracion
para una viga con diferentes caracteristicas.
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1 INTRODUCCION

En este trabajo se analiza el problema de vibrasitransversales en una viga compuesta
por varios tramos conectados por un numero artoitda rotulas y restricciones elasticas. Los
diferentes tramos estan caracterizados por distprtapiedades mecanicas tal como espesor
variable y distinto material. Concretamente la \@g#a sujeta a fuerzas axiales generales, con
una carga trasversal general distribuida variableldiempo, con varias rotulas intermedias
afectadas por restricciones elasticas traslacisngleotacionales, y a su vez, ubicadas
arbitrariamente. Ambos extremos de la viga tamb&encuentran restringidos elasticamente
contra rotacion y traslacion. Los desarrollos wmawise basan en la hipétesis de la teoria de
viga de Euler-Bernoulli.

Existe una gran cantidad de trabajos publicadag\dstas cientificas sobre vibraciones de
vigas con restricciones elasticas en un puntormgdio y/o en los extremos. Realizando una
breve descripcion de los trabajos realizados al emdonsin la intencion de hacer una revision
completa de la bibliografia actual, solamente s&ncalgunos trabajos de referenctdun
(1972) derivo la ecuacion de frecuencias de una vigauwroextremo libre y el otro con una
restriccion contra rotacioiRutemberg (1978pbtuvo la ecuacion de frecuencia para una viga
empotrada, de seccion constante con una restri@#éstica contra rotacion en un punto
intermedio. Gelos y Laura (1982)aplicaron el método de Rayleigh en el estudio del
comportamiento dinamico de una barra con un sopdgido intermedio, con la viga de
seccion variable sometida a un esfuerzo axial,ur@nrestriccion elastica contra rotacion en
un extremo y con una masa concentrada en un puatgdor. Maurizi y Bambill (1987)
analizaron las vibraciones transversales de vigagogadas con una restriccion elastica
traslacional intermedigrossi y Bath (1991¢studiaron el comportamiento dinamico de vigas
ahusadas con restricciones elasticas contra rot&riésus extremos aplicando el método de
Rayleigh-Ritz.

Grossi y Albarracin (1998)emostraron que la utilizacién de polinomios ortwges que
satisfacen las condiciones de contorno naturalepreblemas de vibracion de vigas con
restricciones elasticas en los extremos, puededucina resultados menos precisos que
cuando éstas son ignoradisllim y Grossi (1999presentaron un algoritmo general para el
analisis de vibracion de vigas; en el modelo sedpouencluir caracteristicas tales como
seccion variable, restricciones elasticas conagldacion y rotacion en los extremos, masas
concentradas y fuerzas axial€sao et al. (2002)esolvieron el problema de vibracion de una
viga con un numero arbitrario de apoyos elastiotarinedios traslacionales donde ademas
derivaron las expresiones analiticas exactas paradsos de vigas que soportan un namero
arbitrario de masas y vigas con varios sobresalcosu seccioriNaguleswaran (2003)btuvo
la ecuacion de frecuencias de una viga hasta capo§os elasticos contra traslacion y
rotacion, incluyendo los puntos del contorRaffo y Grossi (2012)ealizaron un estudio de
sensibilidad sobre las primeras frecuencias na&sirgue consiste en la influencia de la
posicion y valor de una restriccion elastica intedia en vigas con rétulas intermedias.

Esta revision de la literatura al momento revela s@ realizé mucho esfuerzo en analizar
la influencia de los parametros de restriccionastiglas, ubicados en los extremos y en puntos
intermedios para analizar las caracteristicas doase vigas. Sin embargo, no hay trabajos
donde se analice el efecto sobre las frecuenciasates y formas modales de vigas Euler-
Bernoulli con un nimero arbitrario de rotulas cestricciones elasticas intermedias sometida
a cargas axiales.

El objetivo de este trabajo es presentar la saudi&bil al problema de vibraciones libres
de una viga compuesta por varios tramos conectpdiosin niumero arbitrario de rotulas y
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restricciones elasticas, donde los tramos estaactesizados por distintas propiedades
mecanicas tal como espesor variable y distinto matelonde ademas la viga se encuentra
sujeta a fuerzas axiales generales, con una aag}etsal general distribuida variable en el
tiempo, con los extremos de la viga restringid@stetamente contra rotacion y traslacion.
Los desarrollos tedricos se basan en la hipétedia tkoria de viga de Euler-Bernoulli.

Se presentan resultados nuevos que consisteneeneficias naturales y formas modales
de vibracion para una viga con diferentes caratiess. Se presentan varias tablas donde se
realizan comparaciones de resultados obtenidosopos investigadores en ciertos casos
particulares.

2 FORMULACION VARIACIONAL Y OBTENCION DEL PROBLEMA DE

CONTORNO

Sea una viga déV tramos que ejecuta vibraciones transversalesd ssshetida a una
fuerza externa transversal dada por una funciés q(:z;,t) de direccidon opuesta al

desplazamiento transversaly estd sometida a una carga de tensiéﬂs(:n) a lo largo de

toda la viga. Los extremos y puntos intermediodadeiga estan elasticamente restringidos
contra rotacion y traslacion, tal como se muestrdaeFigura 1. Los vinculos rotacionales

estan caracterizados por los coeficientes de dgiger, » y r coni=1....N—-1vy

iyi+1

los vinculos traslacionales pgy ¢,y t,coni=1..N -1

Figura 1: Viga analizada restringida elasticamentés extremos y en los puntos intermedios

Al adoptar valores adecuados de los coeficientedgiigez de los extremos, se pueden
generar distintas combinaciones de apoyos classts,es: empotrado, simplemente apoyado
y libre. Por otra parte, al dar valores adecuadosacoeficientes de rigidez de las
restricciones elasticas intermedias, se puedenrayengor ejemplo, el caso de una viga
continua deN tramos o el caso d& vigas empotradas en puntos intermedios c,, entre
muchos otros casos de tipos de apoyos.

Si el desplazamiento transversal de la linea meati@spondiente a un puntoy en un

instantet, es descrito por la funcién = u(m,t), Vo e [0, Z], la energia cinética de la viga

antes descrita esta dada por
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B =33 [ (o) (o)

dondec, = 0,c, =1, (pA) =pA, i=1...,N—1 es el valor de la funcion resultante del

i

%(m,t)J dz, (1)

producto de la densidad por el area de la secadmspondiente al tramo entre los puntos
CF1 Yy Ci .

De acuerdo con la teoria del modelo denominado derBernoulli la energia de
deformacién de la viga esta dada por

E, = %Zi:fc(

(£1) ()

donde el producttéEI) =FEI,i=12,...,N denota la rigidez a la flexion correspondiente

i

-1

g;f (mt)] dz, )

al tramo entrec_, y c. En consecuencia, la energia potencial total debidadeformacion

elastica de la viga y de las restricciones elasti@da carga transversal y a la deformacion por
la tension axial esta dada por

=418 ) () 2

_Qq(x,t)u(x,t)} dx + ZN: T [%(Ci,t)

i=0
2
0 ou( _
Seler ) ~elena)] |

donde para facilitar los desarrollos analiticoadeptac, = 0". Las notacione®’, I, ¢ y

+1, (u(c ,t))2 3)

¢, coni=12..,N—1 indican que se usan limites laterales y derivdd&sales. Las
restriccionesr  y t coni=0,1,...,N, estan conectadas a un punto fijo, con=r,
i i 0

t =t,r =mn,t =1, mentras que las restricciones  coni=12,...,N —1 indican
0 ‘N N 3

gue las mismas estan conectadas a ambos ladosiga,len los puntos intermedios ubicados
en c.. Esto se esquematiza erHigura 1

El principio de Hamilton establece que de todastadiguraciones posibles que el sistema
puede tener, al pasar de una configuracion indaaa en un instante a otra dada en un

instante ¢, la que realmente adopta el sistema es la que éstegionario al funcional
tb . - . . .

F(u) = f Ldt,en el espacio de funciones admisibles, donde ebbgganal. es igual a
t

L=FE —U.
Por lo tanto, el funcional energético de acuerdo(tpy (3) esta dado por
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F=2 85 (o) ) 2] - (o) o) 24

xr
2
_S(f”> %(W) +2q(x,t)u(a:,t) dz
; : (4)
—quga%ﬂ 1,07 (e, 1)
N-1

Es conveniente introducir los dominids = (c c), cuyas clausuras respectivas son

i—17 i

G, :[cifl,ci],con i=12,...,N. Para realizar los desarrollos analiticos que srquia
aplicacion de las técnicas del célculo de variasorse supone:u(:z:,-)eC2 [ta,tb],
) eCl0d], u(st)] €C'(G), i=12...N.
u(st)eclo, ufst)] €CH(G) i=12.
Dado que las derivadas clésiaa’m(x,t)/ax", n = 2,3,4, N0 necesariamente existen en

el intervalo(o,l), se deben imponer las condicionﬁ(s,t)‘a eC’ ((_?7;), 1=12,....,N.

Dado que las derivada%”'u(:c,t)/(‘)x”, n = 2,3,4, se pueden extender como funciones
continuas hasta los extremos del inter\,{agpl,ci], las derivadas Iateraleﬁlu(citl,tvax” y

8”u(c;,t)/8x” , existen, pero?”'u(:c,t)/(‘):z:”, Nno es necesariamente continua en los extremos

del intervalo 57:- No obstante tiene como maximo un punto de discoitad de primera

especie.
Sobre la base de todas estas observaciones y dadel grincipio de Hamilton establece
que en los instantefs y ¢, las posiciones del sistema son conocidas, el esgadunciones

admisibles esta dado por
D= {uu(se) € 't ufet) € 0] ulet), (@), 5
1=12..,N —1, u(x,ta),u(x,tb> dadas, Vz € [O,l]}.

La condicién de funcional estacionario que requerprincipio de Hamilton se formula
matematicamente mediante el planteo:

OF (u;v) =0,Vve D, (6)

donde D  es el espacio de direcciones admisibles. Esteciespa construye teniendo en
cuenta que las Unicas direcciones admisiblegn u € D, son aquellas para las cuales
u+ev € D para une suficientemente pequeﬁo@F(u;v) existe. En consecuencia, y en
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virtud de 6), el espacio de direcciones admisiblesesta dado por
D =
fuso(ae) € €[t o(wt) € O [0t vlt), € *(@), (7)
i=12.. No(znt)=0v(znt)=0Vzeo, z]}

La variacion primera, del funcional definido pd¥,(en el puntou y en la direccién de,
esta dada por

(5F(u;v) = digF(u + 61}) y (8)
De esta forma, la variacion mencionada esta dada po
0 N G 0 0
sr(uv) = [ iz I o) )2 50) 22 1) o
o’ 0’ 0 0
~(B1) (w) 5 (wt) S (o) = s(a) oo () 2 o] o

tq(w.)o (s )}dx_r%( )g;(t) e, t)ofe 1)
() et o) el )

cone  =¢ =0, (pA)U =0, (EI)0 = (EI)1 Y7, =Ty = 0.

N,N+1

Tin

Integrando por partes los tres primeros términdsimtegrando en (9) y al adoptar
v(:z;, ta) = v(:z;, tb) = 0, se obtiene:

[0 04 )22 ) 2 w0
S (o) )2 oo
7 (1) () ) )t =
f 38; [<Ej)i (x)%(x’t)]v<x’t)dx (11)
_% (El)i (w g:; (g;,t)]v(g; t) +<EI) (s )g;u( 4 gz A t)
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I slo) 2 )25 o) =

x x

C (12)
_fq‘l% s(a:)%(x,t)]v(x,t)dw + 5(w)%<x,t>v(w,t> .
Al introducir (10) a (L2) en @) se obtiene
OF <u;v) =
t, N C] 82 82 82
I o st o) )22
+2 s<x)%<x,t)] + (1) U(x,t)dx_s(x)%(x,t)v(x,t);
5 o’ (13)
2 o) (x)a_;;@,t)]v(x,t)c s aufeythofet)

~(&1) (2) g:; (@ t)%(x’ !

0 er)- 22 ) %(C;,t)_%(ci,t)]”dt.

Si se supone que los extremos y los puntos intéaved de la viga estan rigidamente

7 ou( _ \Ov/( _
2 )2

i

empotrados (situacion que se logra haciendo temderfinito a todas las restricciones
elasticas) se cumple que es(ci,t)zo, %(ei,t>:0, con i=0,1,...,N. Como
x

consecuencia de estas consideraciones, se obi:iéa;naf) + ev(ci,t) =0,Ve >0, lo que
implica que necesariamente debe ser

v(ci,t) =0, (14)
de igual forma, d%(cwt) + a%(ci,t) = 0,Ve > 0, se deduce
v _
a_z(ci =0, (15)

coni=0,1,...,N, Vt €t |. Alaplicar (L4) y (15) en (L3) se obtiene

6F(u;v):
FISIS o 2 (o) (250ea]
()2 o)+ g ) ot .
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De acuerdo con las observaciones realizadas, atiesge direcciones admisiblds se

reduce a
D: = {v;v(m,-) eC”? [ta,tb], v(-,t) € C([O,l]), v(-,t)‘é‘ eC* ((_?l), 1=1L2....N, yv
satisface las condicione$4)-(15) yv(z,t, ) = v(z,t,) = 0, Vz €0, l]} (17)
De (16), (17) y teniendo en cuenté)( resulta que la condicidon de funcional estaciones
6F(u;v) =
| [ 0 0 o
FISIS o 2 (o) (28] o
+% s(m)%(m,t) + q(m,t) v(m,t)dx Jdt =0,Vv € D:.

Dado queu,v € C* (G) y la funcionv verifica las condiciones establecidas &i),(se

puede aplicar el lema fundamental del calculo dme@nes enR, de donde se deduce que la
funcién u debe satisfacer las ecuaciones diferencialesraradas parciales

(o8) () )+ 25 () ()2

oz’ T

_i[s(x>3“(xt)] o(11), V> 0i= 1N,

(19)

Si ahora se vuelve al caso original, que es cuariten restricciones elasticas, dado que
se verificaD: C D, resulta que se verifica la condiciéﬁF(u;v) =0,Yv e D:, de donde

surge que la funcién, debe satisfacer las ecuacion&9) (y la condicién para funcional
estacionario se reduce a

OF (u; v) =
[P 2 el e 2t
0 161_)2;@;(%,5)]@(9,,5)

+—[(EI)_
CHW_“(CHJ)]U(CH,Q 20)

(1),

oz
oz’

0
(et S ent) + (B1) (e ) S et 52

Oz
x x
]dtzo.

~(£1),(c)
ou v _
R CRl P (R
“ Ox ox
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Al reagrupar términos er2() se obtiene:

OF (u; v) =

I\ (51) (0) 22 (O,t)] (0.1

+|(E1) (0) Ou (0*,75) s a—Z(O*,t) g” (0.¢)

X

v(O,t)

HES oz \' Ox Ox
~(B1) (¢) g (e0)| 22 )
2
ol 2~ ), o) o ot

+ o +
(21)., (e )a_;(c ) (21)

De la condicion Z1) surgen las condiciones de contorno y de transi@si por ejemplo
suponiendo que el extremo derecho de la viga ye@asedencuentran los puntos intermedios
estan rigidamente empotrados, y que en el extramoierdo de la viga se encuentra

simplemente apoyado, se verifican las condicione(sq,t):(), %(cj,t):o, con
; 5 \Gi

i=1...,N, u(O,t) =0, y dado queg—v(oﬂo), es continua y arbitraria, de la aplicacion de la
X

condicion @1) se obtiene

(1) (0) gj}j (o*,t) —r %(ott) —0. (22)
Dado que las funciones ContinuaSv(O+,-),v(l,-),?([,-),v(ci,t) y
T

0 . L ) )

a—”(cf,t),z:l,...,N, son arbitrarias al igual que el |nterva[q,tb]:[0,t], con un
X

procedimiento analogo al realizado para obte2€}, (se deduce que la funciom debe

satisfacervt > 0, las siguientes condiciones:
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0’ 0’
(pA)z (:E)a_tqj(x’t) + oz°

(1) (e 2 -

-2 s(x)%(x,t)]: (). 91> 0. =12 N,
ufo0) + 5(0%) 240 ) 2 (), (O*)%(O*,t)] _o (24)
—ro%(oit) +(E1) (0) gzj (0,t) =0, (25)
—tuet) 4 s(e) S (e ) =) S e
2 2
- 2 (o) () 25 e - i) ) 22 )] =0 o
i=12...,N—1
u(cj,t)—u(c{,t):O,i:1,2,...,N—1, (27)
0 ou( _ ou (| _
[galer )= Gt Gl o
~(EI1) (c)%(c,t) =0,i=12..,N—1,
X
2
R | R N o ot R N
i=12..N—1,
~tu(lt) - s(l)%(l,t) 1 % (1) (1) 3; (z,t)] —0, (30)
q%(l,t) +(EI) (1) 8;"; (r,t) — 0. (31)

Dado que el dominio del problema és= (O,l), es un intervalo abierto, el contorno esta

compuesto solamente por los puntos 0 y I. En caiesexa solo las expresionesl), (25),
(30) y (31) corresponden a condiciones de contorno. Los guntson puntos interiores del

abierto (0,1), entonces las condiciones formuladaszes ¢, se denominan condiciones de

transicion y estan dadas p@6) a 29) (Grossi y Quintana, 2008
Se debe observar que tanto las ecuaciones difalena@omo las condiciones de borde y
las de transicién se obtuvieron de forma riguragdaaplicacion del calculo de variaciones.
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Para una ecuacion diferencial de orden, las condiciones de borde que contienen a la
funcién u, y a las derivadas de hasta las de ordem —1 se las llama condiciones de

contorno estables, geométricas o esenciales, msenue a las condiciones de borde que
contienen derivadas da con un orden mayor an —1 son las condiciones de borde
inestables, o naturaleNdcas, 196)/

La presencia de los distintos coeficientes de emigermite generar distintas situaciones de
apoyo, asi por ejemplo, para considerar, que k&a n@tiene ninguna restriccion intermedia se

debe adoptat =7 = =0yr,  =ooconi=12..N—1, y si se considerg =t = oo

yr,=r=0,se obtlene el caso de una viga simplemente ap@radas extremos.

3 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Para realizar un analisis de vibraciones libresetemninar los modos normales de
vibracion del sistema mecanico, se deben deternosavalores de las frecuencias naturales
para los cuales las ecuaciones diferenci@gstienen como solucién no trivial la forma

ufzt) = EU( Jeos(wt — o), (32)

dondeU(:c) =U (1:) son las formas modales del mogo- ésimo de vibracion naturaly
representa la frecuencia de oscilacion de la vigaweestado libre por lo cual se denomina
frecuencia natural y es un corrimiento o desfasaje angular que no digpdat. Luego, en

virtud de la continuidad de la funcién coseno ysde derivadas, la funcion dada p82)(es
continua junto con sus derivadas de cualquier oregmecto de.

Para poder aplicar este método se supone(gﬂé_, la rigidez a la flexion ys, son

constantes entre | y ¢, coni=12,...,N.

Al reemplazar 2) en las ecuaciones diferencial@8)( suponiendo que no existe carga
distribuida aplicada, se obtiene

d'U d*U
;(’OA)i W' (Ej)z]gxﬂl (J}) 5 d? (J}) =0, (33)
t>0,2=12,...,N,

Si se aplica el cambio de variabde= z/1, se obtiene

_\ d'U,_ d°U _ .
AiU(a;)—d# (z)+5, = (Z)=0,¥t>0,i=12..,N, (34)
donde es: S = Sil? ;oA =) ﬂ(pi)’ y A denota al coeficiente de frecuencias
e eA(E),

A= %M, comunmente usado en los trabajos sobre vibracid@esgas. Cabe destacar

que p,A,I y E son coeficientes genéricos, que permiten refesenkeis expresiones

analiticas a determinado tramo de la viga. Estaacamportancia al comparar valores de
dichos coeficientes con los adoptados por otrossiigadores que hayan usado expresiones
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analiticas diferentes.

Si se introduce32) en las condiciones de contorno y de transica#) & 31), se obtienen
las siguientes expresiones que describen las gond&cmencionadas para el caso del sistema
mecanico cuando ejecuta vibraciones naturales:

~T,U(0)+ 8, %(0) - Z;Z (0)=0, (35)
dU d°U
—RO%(OH — (0)=0, (36)
_ (Ef) dU /_ dU _\  d°U_
_TeiU(Cz')—i_Sm (E])f%(cf)—%%(ci )+ 7 (CZ )
(E]) 3 1 (37)
- Z‘“dT[.](—f):o,z:l,z..,N 1
(EI)l_ dz® \
U(aj)-U(a;):@,¢=1,2,...,N—1, (38)
av _.\ dU[__ dv _\ dU
B [S{) - S )|, (e ) - S ) = @9
i=1,2... N1
(EI) (du I
() E(Ci+)_E( )|+ P (&7)=0 (40)
i=12,... N —1
—ZQU(1)—SN%( )+ Z;Z (1)=0, (41)
dU d°U
ng(l) ye (1)=0. (42)
_ o ol r ool o
dondet, = ¢ /I, T, _(ES—I>1, R, _ﬁ, T _@, R, _(E—I)Z’ R, = (E;)’ con
i—12. N-LT—
TR T A

4 SOLUCION EXACTA PROPUESTA

Para el caso en que no hay carga distribuida gacarial, las ecuaciones diferencialg$) (
se reducen a:
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d*U
dz*

Las soluciones de las ecuaciones diferencidi®sestan dadas por

(Z)-AU(Z)=0,Vt>0,i=12..,N. (43)

U, (a?) = C cosh ()\75) + (', sinh ()\737) +C, cos ()\737) + C', sin ()\if),

(44)
i=12,...,N.

Las constantesC”. con i=1,....N,7=1,...,4 son las incognitas de un sistema de
ecuaciones algebraicas que matricialmente se pepdesentar como

[4]-{c} = {o}. (45)
donde[A] es la matriz de los coeficientes del sistema deedsion4N x 4N vy {C} es un
vector de dimension 4N cuyos elementos son los coeficienteé’i]. con
i=1...,N,j=1,..4.

Dado que el sistemad®) es homogéneo, para existencia de solucién ndaltriel

determinante de la matriz de coeficientes debenad. Esto conduce a la ecuacion de
frecuencias:

G(T R .R_,.5,(EI) 3\ =0. (46)
5 FORMULACION DEBIL

La solucién exacta del problemd3] a 31) cuando no hay restricciones o rétulas en
puntos intermedios, es una funcia’zrﬁ:f,t) tal queu(f,-) c C? [ta,tb], u(-,t) cC! (0,1), y
u(-,t) cC? [0,1]. Esto quiere decir qua(-,t) debe tener derivadas continuas hasta la de

cuarto orden en el intervalo abierfo = (0,1), para satisfacer las ecuaciones diferenciales.

Ademas debe ser continua junto con las derivadgsrideer, segundo y tercer orden en el
intervalo cerradds = [O, 1], para satisfacer las condiciones de contorno dextmemos.

Cuando en un punto intermedio de la viga existerdhda con restricciones elasticas, la
: . ou : . . Q"u .
derivada prlmeraa—_, es discontinua y por lo tanto las deriva lag conn > 2, no existen
X X

en el intervalo abiertd:. En consecuencia, el problema de conto#28 & (31) no admite una
solucién exacta valida en todo el dominio. Debidestas observaciones, se recurre a analizar
la existencia de una solucion débil.

Si se considera que = u(-,t)‘f e’ (@.), son las soluciones clasicas en cada tramo del
2 Gi 1

problema de contornB4) a @2), donde esS, € ok (Q), entonces el problema original se

puede transformar en uno que exista una solucibih dé
Para obtener la solucion débil, es necesario defispacio de Sobolev

H*(G) = {u € I}(G):D"u e I*(G).a = 1,2}, (47)
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, dondeD"u = u< o] es la derivada débil

equipado con la norm‘}mHHz(G) = li;fc(pau)

de ordena de la funciénu .
Para el caso en que las restricciones eIasTcaB R

s coni=1..N—1, y ademas

los coeficientesl}, R, T, , R, toman valores flnltos, se introducen los espatiodefinidos
como

V= {vaHQ(G)}z—12 .N. (48)

Para encontrar la forma bilineﬂ(u,v), se adoptan funciones € V.. Se multiplica 84)

por v. y luego se integra sobre el dominio correspondieRealizando este procedimiento se
obtiene:

dU. _
fc d_4’ )1)7 z dw—f S = —(Z ), )da: (49)

_AfU( dwz—12 . N.

Se supone el mismo material y espesor en toda@#a gsto eﬁpA)/ =pAy (EI) = FI.

Para simplificar la notacion se considera= z y U = u, y en consecuencia es— u(m) Al

desarrollar 49) y teniendo en cuenta las condiciones de contgrtransicion 85) a @2)
resulta

S8 ) )+ [ 5 (e) 2 )2 )

o) o)+ B, S ) ) (50

du, du, dv. dv,
ﬁ(@)—d—:(a) Tle) -l

—)\f z)dz,Yv €V,

+R

ii+1

dondeTCU =1, RCU =R, TCN =T, RCN =R,y R, =0, ydonde el espacit esta dado
por

V:{U;UGHI(G>,U‘G EHQ(Gi>,i:1,2,...,N}. (51)

Los términos correspondientes a las integralesad@d) constituyen la forma bilineal
A(u,v) asociada a las ecuaciones diferencialeSde I(os otros términos que involucran las

condiciones de contorno y transicion, corresporadienforma biIineab(u, v). Esto es que
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B(u,v) = A(u,v)—i—a(u,v) = )\quvd:L“ = )\(u,’u),Vv eV, (52)

donde(u,v> es la forma lineal dada p()n,v>:quvdm.

El problema de autovalores consiste en determinaimeero\ y la funcionu tales que se
verifica:

(z) ueV,u=0, (53)
(zz) B(u,v) — A(u,v) =0,YveV,

donde A es el autovalor del problemaB(u,v) la forma bilineal dada por5Q) y

(u,v):j;uvd:n. Si la B(u,v) es simétrica, continua Yy —eliptica, entonces tiene un

conjunto numerable de autovalores y estan dadoé\eoas, 196;/Rektorys, 1980

) B(v,v)
A = min 2 eV,v=0r¢, (54)

)
A= mi B() V,o=0 == =0 55
= min W,ve RIS ,(v,vl)—...—(v,vM)— . (55)

6 APLICACION DEL METODO DE RITZ EN COMBINACION CON EL
METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Teniendo en cuenta que la Unica condicién de teEmsies la que requiere la continuidad
de la deflexidén en los puntos donde se encuerdsardtulas, se deben imponer las siguientes
restricciones:

u(c{):u(cj>:u(ci),izl,...,N—l. (56)

El método de los multiplicadores de Lagrange requopie sea estacionario el funcional
aumentadol(uenberger, 1969
v, [u(c:) - u(cf)

dondev, € R son los multiplicadores de Lagrange.

; (57)

v

F (u)=F(u)+

N-1

=1

En este trabajo, la deflexién transversal estéessmtada pon(:z:) =u, (:z:), Vr € G, con
i=1,...,N, donde

M
u, (x) = Zbi_jgpj’j,‘v’x €G, (58)
j=1

donde{goi_j}M

o i=1,...,N es una base del espadiodefinido por 48).
J=
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Condiciones de contorno

clésicas L
L-L 1
L-S z—1
L-E (¢ —1)
S-L .
S-S z(z—1)
S-E r(z—1)
E-L z’
E-S 7’ (z-1)
E-E 2t (o —1)

. . [u . . 7 .
Tabla 1: Primer elemento del conjur{mlj} , cuandoN = 1, para las condiciones de contorno clasicas.
JJ =1

La aplicacion del método de Ritz en combinacion eométodo de los multiplicadores de
Lagrange conduce a la ecuacién de frecuencias:

[ A[od] =0 =

La eleccién de las funciones que aproximan el cadepdesplazamient®®) depende solo
de las condiciones de contorno del tramo analiz&dmo ejemplo, en |&abla 1se muestra

. - M Ve -
el primer elemento del COHJUH{QOI 7.} , dondeN =1, para los casos de apoyos clasicos,
7)) =1

donde L, indica extremo libre, S indica simplemeap®yado y E indica empotrado. Para
aclarar la nomenclatura utilizada, por ejemplo, viga E-L, indica que e = 0, la viga se

encuentra empotrada y en= 1, se encuentra libre.

Los elementos restantes se obtienen como polinorsiogples, que se generan
autométicamente de la siguiente manera

{QDM}M = {(pi.’l,gpux, gpuxQ,...,gpuxM*l},i =1...,N, (60)

J=1

7 RESULTADOS NUMERICOS

Para establecer las distintas condiciones de apldgicas en los extremos de la viga, se
adopta la notacion donde E denota que el extremdoepspotrado, S denota que el extremo
esta simplemente apoyado y L denota que el extestéolibre. Como ejemplo, si se indica la
condicion de borde de una viga E-S, denota queimlep tramo, enz = 0, el extremo se

encuentra empotrado, mientras que en el segunom trenz = 1, el extremo se encuentra
simplemente apoyado. Los valores numéricos deliacteefe de frecuencia\,, se calculan
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segun:

A = ﬁwQ#

EI (1)

dondepA = (,OA)1 y EI = (EI)1 siempre que no se especifique otro valor.
En laTabla 2se compara el primer valor de, para una viga L-L, de dos tramos, para
diferentes relaciones de(EI)Z/(EI>1 y (pA)Z/(pA)I, donde se recuerda que

L)

! = Hl“w? Los resultados son comparados con los presentadGsossi y Quintana
1
(2008)
En laTabla 3se comparan los primeros tres valores\dpara una viga uniforme con una
carga axial S(z) = 4z, Vz €[0,1], para distintas condiciones de contorno clasicas L

comparaciones se realizan con los resultados peskEnporGrossi y Quintana (2008%e
utilizé el método de Ritz en combinacion con el adétde los Multiplicadores de Lagrange
consideranda// = 12.

En laTabla 4se presentan los primeros tres valores exactas et sus correspondientes
formas modales para una viga uniforme con dosastinternas para diferentes condiciones

de borde simétricas y diferentes valoresde= 1,2, conT =T =1.

En la Tabla 5 se comparan los primeros cuatro valores exactos\de&on sus
correspondientes formas modales para una vigant@tiniforme con condiciones en los
extremos L-L con los valores obtenidos ptevins (2001)

| (p4),/(e4),
(Ef )2 / (EI )1 Referencia

0.5 0.75
1 Grossi y Quintana (2008) 5.11 4.89
Solucién exacta 5.108 4.894
0.8 Grossi y Quintana (2008) 4.98 4.76
Solucién exacta 4.983 4.761
0.6 Grossi y Quintana (2008) 4.8 4.57
Solucién exacta 4.806 4.570
0.4 Grossi y Quintana (2008) 4.51 4.27
Solucién exacta 4.509 4.270

Tabla 2:Comparacién del primer valor de )\, para una viga L-L, de dos tramos, para diferentes

relaciones de (EI)Z/(E])1 y (pA)Z/(pA)1 .

Copyright © 2014 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1632 J.L. RAFFO, R.O. GROSSI

Secuencia modal

C. C. Referencia
1 3
E-E Grossi y Quintana (2008) 4.7869 7.9002 11.0326
Ritz y M. de Lagrange 4.78693 7.90025 11.03259
S-S Grossi y Quintana (2008) 3.2884 6.3611 9.4773
Ritz y M. de Lagrange 3.28844 6.36112 9.47734
L-L Grossi y Quintana (2008) 2.1771 4.9449 7.9629
Ritz y M. de Lagrange 2.17715 4.94491 7.96286
L-S Grossi y Quintana (2008) 1.5634 4.0703 7.1423
Ritz y M. de Lagrange 1.56344 4.07025 7.14227

Tabla 3: Comparacion de los primeros tres valoees gbara una viga uniforme para distintas condiciatees
contorno clasicas, con una carga a¥ét) = 4z, Vz < [0,1], con los obtenidos e@rossi y Quintana (2008)

C.C. c c, A A A,
F-F 02 06 137581 . 1643200 /\\v/// 0362190
025 075 1337032 N L618163 8120665 ANVAN
1/3  2/3  1.414102 1.638014 //A\/f’ 10.669474
0.5 0.75 1.445185 . 1.681667 \/ 8.680980
S-S 02 0.6 1.342282 \ 1.583975 //\\\/—/—'—/ s273202
0.25 075 1315682 . 1565026 -~ -~ - 7.855269 < ./
1/3 2/3 1377333 7 O\ 1564958 < N 942drrr LN/
05 075 1390513 - . L60s228 . T.73072 N~
C-C 02 06 3772331 - . 6636591 . 973841 .
0.25 0.75 4686472 6031203 - 8680536 . -
1/3 2/3 4248080 . 4958357 — .~ 10740080 ~ . /
0.5 0.75 3.324057 6.124616 ’ﬁ CoeessT0s

Tabla 4: Primeros tres valores exactos\deon sus correspondientes formas modales paraigaaniforme
con dos rétulas internas para diferentes condisideeborde simétricas y diferentes valoreg de= 1,2, con

T =T -1
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Secuencia modal

Referencia
1 2 3 4
Blevins (2001) 7.65 7.74 16.62 18.55
Exacto 7.649344 7.739650 16.614940 18.550505

SN N AN

Tabla 5: Comparacion de los primeros cuatro valexastos de\ con sus correspondientes formas modales
para una viga continua uniforme con condicionelgmxtremos L-L con los valores obtenidos por Bisv
(2001).

A continuacion se presentan resultados obtenidnsetonétodo de Ritz en combinacién
con el método de multiplicadores de Lagrange (R&Ma&ja una viga con cargas axiales. Se

consideral/=12 para definir el grado de los polinomios apradites.
En laTabla 6se comparan los primeros cuatro valores\deara una viga uniforme S-S,
para distintos valores de carga axta:= 512/ (EI ), con los resultados obtenidos [&ievins

(2001)

Secuencia modal

S Referencia
1 2 3 4

1000 Blevins (2001) 9.99174315 14.23291328 17.63499043 20.67873546
R&ML 9.99174315 14.23291328 17.63499043 20.67873546
100 Blevins (2001) 5.73844636 8.61423444 11.38023591 14.20605601
R&ML 5.73844636 8.61423444 11.38023591 14.20605601
10 Blevins (2001) 3.74215905 6.64804399 9.67952066 12.76075721
R&ML 3.74215905 6.64804399 9.67952066 12.76075721
1 Blevins (2001) 3.21831368 6.32260158 9.45119253 12.58621791
R&ML 3.21831368 6.32260158 9.45119253 12.58621791
0 Blevins (2001) 3.14159265 6.28318531 9.42477796 12.56637061
R&ML 3.14159265 6.28318531 9.42477796 12.56637061

Tabla 6: Comparacion de los primeros cuatro valdees obtenidos con el método de Ritz en combinacion
con el método de los multiplicadores de Lagrang&MR) para una viga uniforme S-S, para distintosovak de

S = slz/(EI), con los resultados obtenidos f®ievins (2001)

En l[aTabla 7se comparan los primeros cuatro valores debtenidos con R&ML para una
viga uniforme conT, =0, R, =oo, y simplemente apoyada en el otro extremo, para

distintos valores de carga axial = sl2/(EI), con los resultados obtenidos pBlevins
(2001)
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Secuencia modal

S Referencia
1 2 3 4

1000 Blevins (2001) 7.05224681 12.27454033 15.99719593 19.18672862
R&ML 7.05224681 12.27454033 15.99719593 19.18672862
100 Blevins (2001) 3.98755209 7.21762377 9.99337977 12.78377717
R&ML 3.98755209 7.21762377 9.99337977 12.78377717
10 Blevins (2001) 2.35507055 5.17138438 8.15458858 11.21620844
R&ML 2.35507055 5.17138438 8.15458858 11.21620844
1 Blevins (2001) 1.71025536 4.76456758 7.88562092 11.01824053
R&ML 1.71025536 4.76456758 7.88562092 11.01824053
0 Blevins (2001) 1.57079633 4.71238898 7.85398163 10.99557429
R&ML 1.57079633 4.71238898 7.85398163 10.99557429

Tabla 7: Comparacion de los primeros cuatro valdees obtenidos con R&ML para una viga uniforme con
T, = 0, R, = oo, y simplemente apoyada en el otro extremo, patattis valores de5 = 512/(EI), con los

resultados obtenidos pBtevins (2001)

En laTabla 8se presentan los primeros cuatro valores\ dabtenidos con R&ML y sus
correspondientes formas modales para una vigaromgfae cinco tramos iguales con el valor
de todas las restricciones elasticas (extremostezmedias) igual a 10, par8 =10 y
S =2+ 3x.

S Secuencia modal
1 2 3 4
10 2.7814 4.9302 7.2296 9.5207
2437 2.7812 4.7883 7.0460 9.3345

SN

Tabla 8: Primeros cuatro valores dley sus correspondientes formas modales obtenidoR&ML para una
viga uniforme de cinco tramos iguales con el vdltodas las restricciones elasticas igual a 1@, a= 10 y

S =243z,

En laTabla 9se presentan los primeros cuatro valorea desus correspondientes formas
modales obtenidos con R&ML para una viga uniforraeidco tramos iguales con el valor de
todas las restricciones elasticas (extremos e nmegias) igual a 500, pard =10 y

S =10+ 207>
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En la Tabla 10se presentan los primeros cuatro valores\dg sus correspondientes
formas modales obtenidos con R&ML para una vigéoumie de cinco tramos iguales con el
valor de todas las restricciones elasticas (extsegnatermedias) igual a 1000, pafa= 10 y
S =1000z.

Secuencia modal

1 2 3 4
10 7.3500 8.8933 11.1424 13.3658
- _
10 + 20z 7.3511 8.9157 11.1943 13.4386

g

Tabla 9: Primeros cuatro valores dley sus correspondientes formas modales obtenidoR&ML para una
viga uniforme de cinco tramos iguales con el vdltodas las restricciones elasticas igual a 50@, $ =10 y

S =10+ 207>
Secuencia modal
1 2 3 4
10 8.6955 9.9485 11.8859 13.9456
v
10007 8.7408 11.0613 14.0309 16.6398

Tabla 10: Primeros cuatro valores dley sus correspondientes formas modales obtenidoR&ML para
una viga uniforme de cinco tramos iguales con kEInde todas las restricciones elasticas igualt®,1para

S=10y S =1000z.

8 CONCLUSIONES

Se analizo el problema de vibraciones transversalesina viga compuesta por varios
tramos conectados por un numero arbitrario de astyl restricciones elasticas. Con los
diferentes tramos caracterizados por distintas ipdaples mecanicas tal como espesor
variable y distinto material. Concretamente, laavegtaba sujeta a fuerzas axiales generales,
con una carga trasversal general distribuida vieriam el tiempo, con varias roétulas
intermedias afectadas por restricciones elastiGdationales y rotacionales, y a su vez,
ubicadas arbitrariamente. Ambos extremos de la tagsbién se encontraban restringidos
elasticamente contra rotacion y traslacion. Losaelos tedricos se basaron en la hipotesis
de la teoria de viga de Euler-Bernoulli.
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Se presentaron diferentes valores de frecuenciasales y formas modales de vibracion
de vigas donde ademas algunos casos fueron coroparad los obtenidos por otros autores,
y de esta manera demostrar la excelente concoeddadbs valores obtenidos con el modelo
propuesto.
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