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Resumen. Se provee informacion sobre los trabajos practicos requeridos para la aprobacion del
cursado de la materia optativa Fluidodinamica Computacional. El curso estd destinado a la
capacitacion de estudiantes avanzados de ingenieria y de graduados en la aplicacion de las técnicas
numéricas de las diferencias finitas y de los volimenes finitos para la resolucién de problemas en
mecanica de fluidos y transferencia de calor. Asimismo, se plantean problemas para generar mallas
estructuradas y resolver las transformaciones entre dominios fisicos y computacionales. Se pone de
relieve tanto la necesidad del anélisis de los errores asociados a la utilizacion de estas técnicas asi
como el analisis de la estabilidad de los esquemas numéricos adoptados, haciendo también hincapié en
el requerimiento de verificar y/o validar los resultados computacionales obtenidos.
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1 INTRODUCCION

El curso “Fluidodindmica Computacional” es un curso optativo propuesto desde el area
Mecanica de los Fluidos del Departamento de Mecéanica Aplicada para las carreras Ingenieria
Mecanica, Ingenieria en Petréleo e Ingenieria Quimica de la Universidad Nacional del
Comahue (UNCo), basado en la resolucion numérica de problemas fluidodinamicos simples o
de mediana complejidad y orientado a estudiantes avanzados con conocimientos basicos de
mecénica de los fluidos. La finalidad del curso es la formacion del estudiantado en los
aspectos, tanto conceptual como practico, referidos a la formulacién de modelos discretos en
problemas de la mecénica de los fluidos, empleando las técnicas numéricas de las diferencias
finitas (DF) y de los volimenes finitos (VF).

Durante el congreso ENIEF 2013 desarrollado en la ciudad de Mendoza se expusieron los
lineamientos generales de este curso. En ese trabajo (Prado, 2013) se presentaron los
objetivos del curso, sus antecedentes, la estructuracion de esta materia, el temario, las
condiciones de cursado, evaluacion y acreditacion, asi como la bibliografia. En aquella
oportunidad, dado el requerimiento de una determinada extension para el trabajo escrito, no
fue posible dar mayor detalle sobre la serie de trabajos practicos propuestos desde la catedra
para ser desarrollados durante el cursado. El presente trabajo intenta superar dicha falencia.

El curso “Fluidodinamica Computacional” se desarrolla durante un cuatrimestre con una
carga semanal de seis horas, pero presenta una importante componente de tareas
computacionales por parte del alumnado. Se considera que los estudiantes ya manejan un
lenguaje de programacion o utilitarios, en los cuales fueran entrenados previamente por los
cursos correlativos de Métodos Computacionales en Ingenieria |1 y Il, dictados en esta
Facultad. Dado que no existe disociacion entre teoria y practica, el curso esta a cargo de un
unico docente responsable de todas las actividades de catedra. Este curso se ofrece asimismo
para estudiantes de posgrado. En este caso, si bien el programa del curso se desarrolla de
manera coincidente e indistinta con el cursado de los estudiantes de grado, la aprobacion de la
materia conlleva una mayor carga de trabajos practicos computacionales, problemas que a su
vez presentan una mayor complejidad, tanto fisica como numérica.

2 TRABAJOS PRACTICOS DEL CURSO

Los trabajos préacticos del curso estan estructurados segun las areas tematicas del mismo: el
método de las diferencias finitas, generacion de mallas y el método de los volimenes finitos,
considerando tanto problemas de resolucion analitica como de resolucion computacional.

En el caso de los problemas con resolucién computacional, se pretende que el estudiante
realice un andlisis completo de los resultados obtenidos, analizando tanto los aspectos
numéricos asociados a los esquemas utilizados como los inherentes al comportamiento fisico
de la solucién. Para aquellos casos que presentan soluciones exactas, se compararan los
resultados numéricos con los obtenidos analiticamente. En otros casos, se utilizaran
soluciones tipo benchmarks, soluciones presentadas en la bibliografia o se contrastaran los
resultados con soluciones conocidas de problemas semejantes. Esta comparacién pone en
evidencia la presencia de los errores asociados con la aplicacion de técnicas numéricas y da
lugar al posterior analisis de los procedimientos que tenderian a minimizar dichos errores.

Como fuera indicado en el trabajo previo (Prado, 2013), se requiere que el estudiante
desarrolle sus propios programas de computo pues se pretende que el mismo sea consciente
de las acciones que se llevan a cabo durante la ejecucion de su programa de cOmputo y no se
convierta en un simple usuario de cédigos computacionales cerrados, desconocedor de los
procesos computacionales realizados y de los errores involucrados en el modelado numeérico.
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El ordenamiento de los trabajos practicos responde al grado de dificultad de las
metodologias numéricas como asi también al de las propias ecuaciones diferenciales parciales
(EDP). Se parte de las EDP tipo ecuacion del calor (parabdlica), ecuacion de onda
(hiperbolica), ecuaciones de Laplace o de Poisson (elipticas), pasando por la ecuacion de
Burgers de conveccidn-difusion (también conocida como de adveccion-difusion) y las
ecuaciones de la capa limite de Prandtl, para llegar finalmente a las ecuaciones de Navier-
Stokes. Para todas estas ecuaciones o sistemas de EDP se plantean las discretizaciones tanto
en diferencias finitas como en volumenes finitos, resaltando siempre las caracteristicas
numéricas, y por ende aproximadas, de sus soluciones.

Los primeros cinco trabajos practicos se evallan mediante un examen escrito, mientras que
la evaluacion de los siguientes, dado sus condiciones de resolucién computacional, se realiza
mediante la entrega individual de una carpeta con los problemas resueltos y la inclusion de
los correspondientes analisis numeéricos y fisicos de las soluciones. Para la aprobacion del
curso se requiere la presentacion adicional de un trabajo final, de resolucion individual, que
por razones del limite de extension del presente trabajo no se desarrollaré aqui.

2.1 Trabajo Practico N°1

Este trabajo practico (TP) se basa en la clasificacion de las EDP y de los sistemas de EDP
y en la determinacion de las correspondientes curvas caracteristicas. Ademas, se desarrollan
las transformaciones para rescribir las ecuaciones en diferentes sistemas coordenados
ortogonales curvilineos, analizando la unicidad de la transformacién mediante la
determinacion de su Jacobiano y verificando que la transformacion no modifica la
clasificacion matematica de la EDP (y por ende, la fisica representativa de dicha EDP).

2.2 Trabajo Practico N°2

En este TP se obtienen las expresiones en DF de términos individuales y de los 6rdenes de
sus correspondientes errores de truncamiento, tanto en mallas equiespaciadas como de brazos
desiguales. Semejante procedimiento se sigue posteriormente con las EDPs, utilizando
diferentes esquemas de discretizacion e incorporando los conceptos de formulaciones
explicitas, parcialmente implicitas o completamente implicitas. Adicionalmente, se busca el
reconocimiento de los significados del error de maquina y del error de truncamiento
comparando los resultados numeéricos (con diferentes esquemas en DF) con los analiticos, ya
que se utilizan expresiones de derivadas de funciones simples, evaluadas en puntos definidos.
Un ejemplo de esto se representa en la Figura 1, con la obtencion de la derivada segunda de la
funcion x?, evaluada en x, = 2, mediante dos representaciones numéricas de diferentes
ordenes, resueltas a medida que se reduce el intervalo de calculo Ax.

dysd ()

Figure 1: Visualizacion del error de maquina en el calculo numérico de una derivada.
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El primer problema de resolucién computacional corresponde al caso del flujo potencial,
bidimensional (2D) y estacionario en un canal que presenta una porcion divergente, a 45°, en
donde se busca determinar las lineas de corriente (Figura 2), las componentes de la velocidad
y la distribucion de la presion, comparando asimismo estos resultados 2D con los
correspondientes a la representacion unidimensional (1D). Se analiza la influencia en los
resultados de la discretizacién del dominio y de la propia extension del mismo, asi como en
los esquemas utilizados para la representacién numérica del operador laplaciano.
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Figure 2: Problema de flujo potencial estacionario en un difusor bidimensional.

2.3 Trabajo Practico N°3

En el caso de ecuaciones parabolicas e hiperbodlicas, representadas respectivamente por la
ecuacion de calor y la ecuacién de onda, se analizan las cuestiones de estabilidad de distintas
formulaciones numéricas -completamente implicitas, parcialmente implicitas y explicitas-,
tanto por medio del analisis de estabilidad de von Neumann (o de Fourier) como mediante el
analisis de estabilidad matricial, determinando el radio espectral del conjunto de autovalores
de la matriz proveniente del sistema de ecuaciones algebraicas a resolver.

En el trabajo computacional se busca diferenciar el comportamiento estable de la solucion
respecto del inestable obtenido al superar el valor dado por la condicion de estabilidad (Figura
3). Tratdndose de problemas simples con soluciones analiticas conocidas, los resultados
numéricos estables deben ser contrastados con dichas soluciones, generalmente obtenidas
mediante series de Fourier. ES importante reconocer asimismo que también en este caso las
soluciones analiticas se obtienen mediante programacion y que debe analizarse la influencia
de la cantidad de términos del desarrollo en serie en la representacion de dicha solucién, dado
que una pobre representacion analitica (por ejemplo, con pocos términos) mostrara un
comportamiento fisico no realista y por lo tanto imposible de contrastar (Figura 4).
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Figure 3: Soluciones numéricas estables e inestables del esquema explicito FTCS para la ecuacion del calor.
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Figure 4: Comparacion de resultados numéricos y analiticos mediante series de Fourier de diferente calidad.

2.4 Trabajo Practico N°4

El analisis teorico de la ecuacion de Burgers lineal, estacionaria y 1D, con las condiciones
de contorno de la Figura 5, conduce en este TP a la resolucion numérica de dicha ecuacion
modelando el término convectivo mediante los esquemas centrado, upwind y de Leonard
(Anderson et al., 1984), considerando diversos numeros de Péclet, y para uno de éstos
analizar la influencia de considerar diferentes numeros de Péclet de grilla.
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Se busca asi la visualizacion de la influencia de la denominada viscosidad numérica en los
resultados, la cual aporta tanto efectos sobredifusivos como subdifusivos, dependiendo de los
esquemas numeéricos utilizados en la discretizacion de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, la
Figura 6 muestra las soluciones exactas y las numéricas con el esquema de diferencias
centradas para los términos convectivos y difusivos. La subdifusion promovida por este
esquema se hace evidente cuando se superponen ambas soluciones y por la presencia de
wiggles para nimeros de Péclet de grilla definidos por

Pe, = Z(gj >1 (1)

siendo a la velocidad de conveccién del flujo, € la difusividad del fluido y h el intervalo de
malla considerado en la discretizacion.

0 <xx<1

6(0)=0 oM =1

=) 7 2 '

Figura 5: Problema de conveccién-difusion (adveccion-difusion) 1D.
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Figura 6: Ecuacién de Burgers lineal, estacionariay 1D, (a) soluciones exactas para diversos nimeros de Péclet,
(b) soluciones del esquema centrado, para diferentes Péclet de grilla.

Adicionalmente, se analizan los factores de amplificacion de diferentes esquemas para la
ecuacion de onda 1D de primer orden: en la Figura 7 se muestran las graficas de estos factores
cuando se utilizan el esquema explicito de Lax y el esquema explicito upstream (Anderson et
al., 1984), para diferentes nameros de Courant. Los efectos sobredifusivos mostrados en la
Figura 7 cuando estos esquemas se utilizan con numeros de Courant menores a la unidad se
ponen asimismo de manifiesto en las propias resoluciones numéricas de la ecuacién de onda
1D de primer orden mostradas en la Figura 8, resultados que en este trabajo practico deben
evaluarse para diferentes nimeros de Courant, inclusive en los casos en donde sus valores
superan la unidad y la solucidn deviene inestable.
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Figura 7: Factores de amplificacién en funcién del nimero de Courant (por estudiante Jonathan Aglero).
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Figuras 8: Avance temporal de las resoluciones numéricas con diferentes condiciones iniciales, Courant = 0,5.

2.5 Trabajo Préactico N°5

En este TP se realizan transformaciones de las ecuaciones de gobierno para llevarlas desde
su dominio fisico (asumido irregular y/o complejo) a un dominio computacional regular,
determinando el Jacobiano y los métricos de la transformacion. El objetivo es transformar el
dominio fisico de una EDP en uno regular, donde los esquemas en DF puedan ser facilmente
definidos, y donde las caracteristicas fisicas de la solucion a la ecuacion de gobierno resulten
mejor representadas por la grilla utilizada.

Se transforman tanto ecuaciones de primer orden como de segundo orden, mediante
transformaciones definidas por funciones algebraicas y de transformaciones curvilineas
ortogonales cilindricas y esfericas. Como problema de implementacion computacional se
solicita la resolucion de los problemas del TP N°3 representados en la Figura 3, ahora
utilizando una transformacion algebraica cuya finalidad sea la de mejorar la representacion de
los gradientes térmicos en los extremos del dominio.

2.6 Trabajo Practico N°6

En este TP se resuelven mallas elipticas simples, que son halladas mediante procesos
directos o por procedimientos iterativos si el sistema a resolver es no lineal y acoplado. Este
Gltimo caso se muestra en la Figura 9, donde partiendo de la definicién de un mallado inicial
(iteracidn 0), se llega a la malla requerida al alcanzar la convergencia del proceso iterativo.
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Figura 9: Malla generada mediante un proceso iterativo.

2.7 Trabajo Préactico N°7

En este TP se hace diferencia entre la labor computacional llevada adelante por parte de
alumnos de grado y de los estudiantes de posgrado ya que solo es obligatorio para los Gltimos.
Esto es asi pues el nivel de complejidad del mallado es superior que en el caso del TP anterior
y, consecuentemente, también son mayores los requerimientos de programacion.

En este TP se determinan las mallas elipticas de Laplace o de Poisson, con la
incorporacion en este Gltimo caso de las funciones de forma propuestas por Middlecoff y
Thomas (Anderson et al., 1984) para el control de los nodos en el dominio fisico. Se pueden
generar asi mallas elipticas (entre otras, las tipos C, H u O) que son resueltas mediante
diversos procesos iterativos, y que se representan en las Figuras 10, 11 y 12. Se propone que
los estudiantes analicen la bondad de cada mallado y reconozcan la conveniencia de controlar
la posicion de los nodos, tanto sobre los contornos como en el interior del dominio.

Con la finalidad de comparar la velocidad de la convergencia, la resolucion iterativa de los
sistemas de ecuaciones algebraicos no lineales y acoplados para la determinacion del par de
valores correspondientes a las coordenadas cartesianas (x,y) de los nodos de la grilla se
realiza mediante los procedimientos de Gauss-Seidel (con factores de sobre-relajacion) y de
sobre-relajacion por filas y por columnas. En las Figuras 10 y 11 también se muestran las
historias de los procesos de resolucion iterativa para diferentes factores de sobre-relajacion,
mientras que en la Figura 12 también se presentan los graficos comparativos de la historia de
la convergencia entre los diferentes procesos iterativos y se reconoce la reduccion del nimero
de iteraciones para la obtencion del mallado final cuando se hace uso del factor de sobre-
relajacion optimo o del procedimiento de aceleracion multigrilla de 2, 3 y 4 niveles
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Figura 11: Malla eliptica generada por una ecuacion de Poisson y utilizacion de factores de sobre-relajacion.
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Figura 12: Malla C generada por una ecuacion de Poisson y aceleracién multigrilla.

2.8 Trabajo Préactico N°8

En este TP se plantean varios problemas de la mecanica de fluidos para ser resueltos
mediante la aplicacion de la técnica de las diferencias finitas. Estos problemas presentan
soluciones analiticas contra los cuales contrastar los resultados numéricos. Estos son: el
establecimiento de la corriente tubular laminar de Hagen-Poiseuille (Figura 13), el segundo
problema de Stokes (Figura 14), el flujo laminar de fluidos no newtonianos modelados por la
ley de la potencia (Figura 15), el flujo laminar en conductos de seccidn rectangular en
presencia de un gradiente de presiones constante (Figura 16) y el flujo laminar en un canal
bidimensional en presencia de un gradiente de presiones alternativo de alta y baja frecuencias.
Estas Figuras 13 a 16 han sido seleccionadas de los TP realizados por los propios estudiantes.

o,
wm s"% Iy

Figura 13: Establecimiento de la corriente laminar de Hagen-Poiseuille (estudiante Carlos Vivanco).
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Figura 14: Segundo problema de Stokes, esquema explicito (izq.) e implicito (der.) (estudiante Damian Campos)
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Figura 15: Flujo tubular laminar de fluidos no-newtonianos de la ley de la potencia (estudiante Damian Campos)

e g

Figura 16: Flujo laminar en conductos de diferente seccion rectangular (estudiante Carlos Vivanco).
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Figura 17: Resultados de diferentes esquemas para la ecuacion de Burgers 1D, lineal y no estacionaria.
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Otro problema con solucion analitica conocida lo constituye la ecuacion de Burgers no
estacionaria, lineal, 1D con condiciones de contorno constantes y condicion inicial nula. Es
asi que en este TP se solicita su resolucion numérica mediante la representacion del término
convectivo (o advectivo) con diferencias centradas FTCS, con el esquema upwind y con el
esquema de Leonard (Anderson et al., 1984), considerando diferentes nimeros de Péclet del
problema y de grilla. En la Figura 17 se muestran los resultados de la aplicacion de estos
diversos esquemas, visualizando las caracteristicas sobredifusivas del esquema upwind y las
subdifusivas del esquema FTCS en base a la comparacion con el resultado analitico de
régimen permanente. En el caso del esquema de Leonard se observa también sus
caracteristicas subdifusivas para elevados numeros de Péclet de grilla, dando lugar a la
posible presencia de wiggles.

La finalidad de este TP es combinar problemas en dominios cartesianos y cilindricos,
considerando condiciones tanto estacionarias como transitorias, requiriendo entonces de la
aplicacion conjunta de todas las herramientas previamente utilizadas de manera individual y
la comparacion entre resultados numéricos y analiticos. La totalidad de estos problemas debe
ser resuelta por el conjunto de estudiantes, de manera individual.

2.9 Trabajo Préactico N°9

Los problemas de mayor complejidad de este TP estadn destinados solamente a los
estudiantes de posgrado. Entre ellos se incluyen la resolucién de capa limite laminar
bidimensional (Figura 18), donde la solucion mediante DF puede ser contrastada por las
soluciones semejantes de Falkner-Skan, y el flujo laminar gobernado por las ecuaciones de
Navier-Stokes en las variables funcién de corriente y vorticidad. En este Gltimo caso, los
resultados numericos son contrastados con los presentados por benchmarks, como por
ejemplo, para el caso del problema resuelto por AbdulNour y Potter (1990) representado en la
Figura 19, correspondiente al desarrollo de un flujo laminar que ingresa a un canal 2D.

x 107 al 50% de la envergadura de pala

y [m]

u [m/s]

Figura 18: Perfiles de velocidades segin cuerda en una capa limite con gradiente de presiones variable.

y f /— Inviscid Core Parabolic Profile 7

1

U

> Laminar

= =4
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Figura 19: Ingreso de un flujo incompresible a un canal bidimensional (AbdulNour.& Potter, 1990).
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Otro problema resoluble en la variable funcion de corriente lo constituye la resolucion del
flujo incompresible y estacionario en canales 2D con obstaculos, donde se desprecian los
efectos viscosos y la vorticidad resulta nula. La Figura 20 muestra la solucion de lineas de
corriente y la Figura 21 muestra la de los vectores velocidad en estas geometrias 2D.
Mediante este problema se busca la aplicacion de un mallado acorde con la geometria del
canal para una mejor resolucion del problema fisico, dando lugar a la utilizacion de una malla
eliptica y a la consecuente transformacion de la EDP desde el dominio fisico al computacional.
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Figura 20: Malla eliptica y resolucién de las lineas de corriente (estudiante Juan Pablo Urra)
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Figura 21: Malla eliptica y resolucién del campo vectorial de velocidades (estudiante Carlos Vivanco).

Trabajo Practico N°10

En este TP se desarrolla la formulacion del método de los volumenes finitos a partir de las
ecuaciones de gobierno escritas en forma conservativa, en donde los flujos disfusivos se
modelan mediante DF y los flujos convectivos se representan por medio de funciones como
las dadas por las interpolaciones lineal y QUICK o de las extrapolaciones lineal y upwind
(Versteeg y Malalasekera, 1995).

En la resolucién de los trabajos computacionales se retoma el ordenamiento de
complejidad creciente, aplicando esta técnica a las ecuaciones tipo calor y a problemas
fluidodindmicos modelados por la ecuacion de conveccion-difusion no estacionaria. Como
problemas representativos de estas ecuaciones se destacan:

- la resolucion por VF de la ecuacion de Burgers anteriormente resuelta mediante DF, y

- el arranque de la corriente laminar de Couette, producido por la subita puesta en
movimiento a velocidad constante de una de las paredes de un canal bidimensional.

La intencion del primer problema es poner de manifiesto las semejanzas entre las
aproximaciones discretas mediante las técnicas de DF y VF para una EDP de la cual, en
adicion, se conoce la solucién analitica.

Por otra parte, en la Figura 22 se presenta el avance temporal de la solucion numérica de la
velocidad adimensional del flujo para el segundo problema y se comparan también estos
resultados numericos con los analiticos provenientes de un desarrollo en serie de Fourier, de
manera equivalente a lo realizado en el TP N°8 mediante la técnica de DF.
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Figura 22: Arranque de la corriente laminar de Couette, numérico (VF) y analitico (estudiante Carlos Vivanco).

3 CONCLUSIONES

Se han presentado los lineamientos generales de los trabajos précticos, tanto de desarrollo
analitico como computacional, de la materia optativa Fluidodinamica Computacional la cual
tiene por finalidad la capacitacion del estudiante en la aplicacion de las técnicas numéricas de
las diferencias finitas y de los volimenes finitos a problemas de flujo de fluidos y de
transferencia de calor. El curso esta dirigido a alumnos avanzados de las carreras Ingenieria
Mecanica, Ingenieria en Petroleo e Ingenieria Quimica de la Facultad de Ingenieria de la
UNCo. También puede ser cursado por alumnos vocacionales, ya graduados, requiriéndose en
este caso una mayor carga de trabajos de resolucion computacional.

Se hace particular hincapié en la verificacion y/o validacion de los resultados numéricos
obtenidos mediante la aplicacion de estas técnicas de discretizacion (DF y VF), contrastando
dichos resultados computacionales con los analiticos, los experimentales y/o los benchmarks.
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